
参考答案

复习讲义部分
【阶段一】

第一章 集合、常用逻辑用语、不等式

第1课时 集合

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)互异性 (2)属于 ∈ (3)列举法 描述法 
(4)N N*或N+ Z Q R

知识点2 (1)元素 ⊆ ⊇ (2)存在 真子集 (3)B⊆A 
(4)非空

知识点3 {x|x∈A,且x∈B}
链教材·夯基固本

1.D
2.解:因为集合B 的元素都是集合A 的元素,所以可用数轴表

示它们的关系,如图所示.

从而可知a≤2.
3.解:A∩B={-1,0,1}∩{0,1,2,3}={0,1};

A∪B={-1,0,1}∪{0,1,2,3}={-1,0,1,2,3}.
4.7 [对于集合 A={x|x=2n,n∈Z},当n=0时,x=1;当

n=1时,x=2;当n=2时,x=4,且B={1,2,3,4},所以A
∩B={1,2,4},即A∩B 中有3个元素,则其真子集的个数

为23-1=7.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对于 A,集合 A={a-2,a2+4a,12},且-3
∈A,

①当a-2=-3时,a=-1,所以a2+4a=1-4=-3,
此时集合A={-3,-3,12},不满足集合中元素的互异性,故
不符合题意,舍去;

②当a2+4a=-3时,a=-1或-3,
若a=-1,则a-2=-3,此时集合A={-3,-3,12},不满

足集合中元素的互异性,故不符合题意,舍去,
若a=-3,则a-2=-5,此时集合A={-5,-3,12},符合

题意,综上所述,a=-3,故A正确.
对于B,因为A={0,1,2},a∈A,b∈A,
所以ab=0或ab=1或ab=2或ab=4,
故B={ab|a∈A,b∈A}={0,1,2,4},
即集合B 中有4个元素,故B错误.
对于C,因为A={x|x2≤4}={x|-2≤x≤2},B={x|x∈
N*,且x-1∈A},所以B={1,2,3},故C正确.
对于D,当x=5时,y=1,2,3,4,
当x=4时,y=1,2,3,
当x=3时,y=1,2,
当x=2时,y=1,
综上知,B 中的元素个数为10,故D正确.故选ACD.]

考点二

典例2 (1)B (2)B [(1)集合A={x|x=3k-1,k∈Z},

B={x|x=6k-1,k∈Z}={x|x=3×2k-1,k∈Z},
则集合B 是集合A 的子集,即B⊆A.故选B.
(2)因为A={x|x>a},B={x|1<x<2},且B⫋A,用数轴

表示其关系 如 图,所 以 实 数a 的 取 值 范 围 为(-∞,1].故

选B.

]

母题探究

1.(3,+∞) [因为 A={x|2a-3≤x≤a},B={x|1<x<
2},且A⊆B,用数轴表示其关系如图.

①当A=⌀时,2a-3>a,则a>3,满足题意;

②当A≠⌀时,
2a-3≤a,

2a-3>1,

a<2, 即

a≤3,

a>2,

a<2. 所以a 不存在.

综上所述,实数a 的取值范围为(3,+∞).]

2.(3,+∞) [因 为 B⊆A,用 数 轴 表 示 其 关 系 如 图.所 以

-a≤-1,

a>3, 即a>3.所以实数a 的取值范围为(3,+∞).

]

考点三

典例3 (1)A (2)C [(1)由 x=x,得x=x2,即x(x-
1)=0,解得x=1或x=0,所以B={0,1},所以A∩B={0,

1}.故选A.
(2)U={1,2,3,4,5,6,7,8},A={1,3,5},故∁UA={2,4,6,

7,8},故∁UA 中有5个元素.故选C.]
考题探源

 解:根据题意可知,U={1,2,3,4,5,6,7,8},所以∁UA={4,

5,6,7,8},∁UB={1,2,7,8}.
多维变迁

1.B [M∪N={x|x>-1}=(-1,+∞).
故选B.]

2.C [因为A={1,3},B={2,3,5},所以 A∩B={3},A∪
B={1,2,3,5},
所以阴影部分表示的集合为∁A∪B(A∩B)={1,2,5}.
故选C.]

3.(-∞,-3)∪(3,+∞) [由 题 意 得,A={x|x2≤4}=
{x|-2≤x≤2},B={x|a-1≤x≤a+1},因为A∩B=⌀,
所以a+1<-2或a-1>2,得a<-3或a>3,则实数a 的

取值范围为(-∞,-3)∪(3,+∞).]
微点突破1

典例4 AC [根据题意知a>0,
1
a
=
1
2

或
1
a
=1,∴a=4或

a=1.故选AC.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1



随堂·对点检测

1.C [因为集合 A={-1,0,1},B={0,1,4},所以 A∩B=
{0,1}.故选C.]

2.D [∁UA={-2,2},(∁UA)∪B={-2,0,1,2}.故选D.]

3.C [因为A={x|2x-1>m},2∈A,
所以2×2-1>m,
解得m<3.
故选C.]

4.B [依题意,有a-2=0或2a-2=0.当a-2=0时,解得

a=2,此时A={0,-2},B={1,0,2},不满足A⊆B;当2a-
2=0时,解得a=1,此时A={0,-1},B={-1,0,1},满足

A⊆B.所以a=1,故选B.]

5.x -
1
3≤x≤1   [由 A= x -

1
3≤x≤3 ,B={x|

x>1},A -B = {x|x ∈A,且 x ∉B},则 A -B

= x -
1
3≤x≤1  .]

第2课时 常用逻辑用语

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 充分 必要 充分不必要 p/⇒q且q⇒p p⇔q 
既不充分也不必要

知识点2 (1)∃x∈M,􀱑p(x) 存在 ∀x∈M,􀱑p(x) 
全称 (2)不是 不都是 小于或等于 大于或等于 至多

有n-1个 至少有两个 存在一个x 不成立

链教材·夯基固本

1.解:(1)因为命题“若A⊆B,则A∩B=A”为真命题,并且“若

A∩B=A,则A⊆B”也为真命题,所以p 是q的充要条件.
(2)因为“a=b”⇒“|a|=|b|”,但是“|a|=|b|”不 能推出

“a=b”,例如,“|1|=|-1|”,而“1≠-1”,所以p 是q 的充

分不必要条件.
(3)因为“四边形的对角线相等”不能推出“四边形是平行四

边形”,并且“四边形是平行四边形”也不能推出“四边形的对

角线相等”,所以p 既不是q 的充分条件,也不是q 的必要

条件.
2.任意一个偶数都不是素数

3.[1,+∞) [∵x2≥1,即x≥1或x≤-1,且原命题是真命

题,∴实数a 的取值范围是[1,+∞).]

4.B [若x∈A,但x 不一定同时属于集合B,即由“x∈A”推
不出“x∈A∩B”,所以“x∈A”不是“x∈A∩B”的充分条件;
如果x∈A∩B,那么x 既在集合A 中又在集合B 中,所以一

定有x∈A,即由“x∈A∩B”可以推出“x∈A”,所以“x∈A”
是“x∈A∩B”的必要不充分条件.故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)C (2)BC [(1)若ln
 

a>ln
 

b,y=ln
 

x 在(0,

+∞)上单调递增,

则a>b>0,则0<
1
a<

1
b
,即充分性成立;

若0<
1
a<

1
b
,可得a>b>0,

∴ln
 

a>ln
 

b,即必要性成立.

故“ln
 

a>ln
 

b”是“0<
1
a<

1
b
”的充要条件.故选C.

(2)对于A,当a=2时,x2+2x+5=0,此时Δ=22-4×1×
5=-16<0,

方程没有实数根,故A错误;
对于B,方程无 实 数 根 的 充 要 条 件 是Δ=a2-4×1×(a+
3)<0,即-2<a<6,
因为{a|-2<a<4}⫋{a|-2<a<6},故B正确;
对 于 C,方 程 有 两 个 不 相 等 的 负 根 的 充 要 条 件

是

Δ=a2-4×1×(a+3)>0,

x1+x2=-a<0,

x1·x2=a+3>0, 
解得a>6,故C正确;
对 于 D,方 程 有 一 个 正 根 和 一 个 负 根 的 充 要 条 件 是

Δ=a2-4×1×(a+3)>0,

x1·x2=a+3<0, 解得a<-3,故D错误.

故选BC.]
考点二

典例2 解:p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0).
因为p 是q的必要不充分条件,
所以q是p 的充分不必要条件,
即{x|1-m≤x≤1+m}⫋{x|-2≤x≤10},

故有
1-m≥-2,

1+m<10, 或
1-m>-2,

1+m≤10, 
解得m≤3.
又m>0,所以实数m 的取值范围为{m|0<m≤3}.

母题探究

1.解:p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0).
因为p 是q的充分不必要条件,
所以{x|-2≤x≤10}⫋{x|1-m≤x≤1+m}.

所以
1-m≤-2,

1+m>10, 或
1-m<-2,

1+m≥10, 
解得m≥9,
即实数m 的取值范围是{m|m≥9}.

2.解:因为p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0),

若p 是q的充要条件,则 -2=1-m,

10=1+m, 无解,

故不存在实数m,使得p 是q的充要条件.
考点三

典例3 D [因为p 为假 命 题,所 以 命 题􀱑p“∀x∈[0,3],

x2-2x-a≤0”为真命题,
即x2-2x-a≤0在x∈[0,3]上恒成立,
即a≥x2-2x 在x∈[0,3]上恒成立,
记f(x)=x2-2x,x∈[0,3],
则a≥f(x)max,
因为f(x)=x2-2x 在[0,1]上单调递减,在[1,3]上单调

递增,
所以f(x)max=f(3)=3,
所以a≥3,所以实数a 可取的最小值是3.
故选D.]

多维变迁

1.D [因为原命题为存在量词命题,

故否定是∀x∈∁RQ,x2- 2∉Q.
故选D.]

2.B [对于命题p 而言,取x=-1,则有|x+1|=0<1,故p
是假命题,􀱑p 是 真 命 题;对 于 命 题q 而 言,取x=1,则 有

x3=13=1=x,故q是真命题,􀱑q是假命题.
综上,􀱑p 和q都是真命题.
故选B.]
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随堂·对点检测

1.A [由“三角形是等边三角形”可得到“该三角形一定是等腰

三角形”,但反之不成立.故选A.]

2.B [由(a+b)·(a-b)=0,得a2-b2=0,即|a|2-|b|2=
0,所以|a|=|b|,当a=(1,1),b=(-1,1)时,|a|=|b|,但
a≠b且a≠-b,故 充 分 性 不 成 立;当a=-b 或a=b 时,
(a+b)·(a-b)=0,故必要性成立.所以“(a+b)·(a-
b)=0”是“a=-b或a=b”的必要不充分条件.]

3.AD [对于A,命题p 的否定是∀x∈R,x2+2x+2≥0,故A
正确.
对于B,|x|>|y|不能推出x>y,例如|-2|>|1|,但-2<
1;x>y 也不能推出|x|>|y|,例如2>-3,而|2|<|-3|;
所以“|x|>|y|”是“x>y”的既不充分也不必要条件,故B
错误.
对于C,当x=0时,x2=0,故C错误;
对于 D,关 于 x 的 方 程x2-2x+m=0有 一 正 一 负 根⇔
4-4m>0,

m<0 ⇔m<0,

所以“m<0”是“关于x 的方程x2-2x+m=0有一正一负

根”的充要条件,故D正确.
故选AD.]

4.[-2,+∞) [因 为∃x∈(0,+∞),x2+ax+1<0为 假

命题,
故∀x∈(0,+∞),x2+ax+1≥0是真命题,

即a≥-x-
1
x

在x∈(0,+∞)上恒成立,

根据基本不等 式 可 得y=x+
1
x ≥2,当 且 仅 当x=

1
x
,即

x=1时等号成立,

所以-x-
1
x≤-2

,故a≥-2.]

第3课时 等式性质与不等式性质

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 b<a a>c a+c>b+c ac>bc ac<bc 
a+c>b+d ac>bd

链教材·夯基固本

1.M>N [M-N=x2+y2+1-2x-2y+2=(x-1)2+
(y-1)2+1>0.故 M>N.]

2.B [对于A,若a>b>0,则当c=0时,显然ac2>bc2 不成

立,故A错误;
对于B,若a>b>0,则a2>b2 成立,故B正确;
对于C,若a<b<0,则a2>b2,故C错误;

对于D,若a<b<0,则
1
a-

1
b=

b-a
ab >0,

所以
1
a>

1
b
,故D错误.故选B.]

3.(-5,-1) [由b∈(2,3)得-6<-2b<-4,又1<a<3,
故-5<a-2b<-1.]

4.D [这一事实用不等式可表示为
a
b <

a+m
b+m.

下面证明不等式成立:

∵
a
b -

a+m
b+m=

a(b+m)-b(a+m)
b(b+m)

=
m(a-b)
b(b+m)

,

又∵b>a>0,m>0,

∴b(b+m)>0,m(a-b)<0,

即
m(a-b)
b(b+m)<0

,

∴
a
b -

a+m
b+m<0

,即a
b <

a+m
b+m.

故选D.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [对于A,∵x2-2x+3=(x-1)2+2≥2>0,

∴x2-2x>-3,故A正确.

对于B,法一(作 商 法):∵a=
ln

 

3
3 >0,b=

ln
 

2
2 >0,∴

a
b =

ln
 

3
3 ×

2
ln

 

2=
2ln

 

3
3ln

 

2=
ln

 

9
 

ln
 

8=log89>1
,∴a>b.

法二(作差法):
 

a-b=
ln

 

3
3 -

ln
 

2
2 =

1
6
(2ln

 

3-3ln
 

2)

=
1
6
(ln

 

9-ln
 

8)>0,即a>b.故B正确.

对于C,∵a2+b2-2a+2b+2=(a-1)2+(b+1)2≥0,

∴a2+b2≥2(a-b-1),故C错误.

对于D,
a+2

 

025
b+2

 

025-
a
b =

2
 

025(b-a)
b(b+2

 

025)
,

∵b>a>0,∴
2

 

025(b-a)
b(b+2

 

025)>0
,∴

a
b <

a+2
 

025
b+2

 

025
,故 D

正确.]
考点二

典例2 (1)D (2)AC [(1)对 于 A,∵a>b>0,∴
1
a <

1
b
,∴-

1
a>-

1
b
,∴a-

1
a>b-

1
b
,故A正确;

对于B,若b<a<0,则-b>-a>0,

∴
1
-b<

1
-a
,则1

b>
1
a
,故B正确;

对于C,∵a>b,c>d,

∴由不等式的可加性可得a+c>b+d,即a-d>b-c,故C
正确;
对于D,令a=-1,b=-2,c=2,d=1,满足a>b,c>d>0,

但
a
d =

b
c
,故D错误.

故选D.
(2)A中,因为a<0<b,且a+b>0,两边同时除以b,

所以
a
b +1>0

,即a
b >-1

,所以A正确;

B中,由题意可得ab<0,a+b>0两边同时除以ab,

则
1
b+

1
a<0

,所以B不正确;

C中,由题意可得|b|>|a|,所以b2>a2,所以C正确;

D中,取a=-2<0<b=3,a+b=1>0,则a-
1
a =-

3
2<

b-
1
b=

8
3
,故D错误.故选AC.]

考点三

典例3 ABC [因为-3<a+2b<2,-1<2a-b<4,
所以-2<4a-2b<8,
所以-5<5a<10,即-1<a<2,A正确;
由-3<a+2b<2,可得-4<-2a-4b<6,
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又-1<2a-b<4,则-5<-5b<10,即-2<b<1,B正确;

a+b=
3
5
(a+2b)+

1
5
(2a-b)∈(-2,2),C正确;

a-b=-
1
5
(a+2b)+

3
5
(2a-b)∈(-1,3),D错误.

故选ABC.]
母题探究

1.13
,2   [因为4<b<9,所以

1
9<

1
b <

1
4
,又3<a<8,所

以
1
9×3<

a
b <

1
4×8

,即1
3<

a
b <2.

]

2.(-5,6) [设3a+2b=x(a+2b)+y(2a-b),
即3a+2b=(x+2y)a+(2x-y)b,

所以
x+2y=3,

2x-y=2, 解得
x=

7
5
,

y=
4
5
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

于是3a+2b=
7
5
(a+2b)+

4
5
(2a-b),

又因为-
21
5<

7
5
(a+2b)<

14
5
,-
4
5<

4
5
(2a-b)<

16
5
,

所以-5<
7
5
(a+2b)+

4
5
(2a-b)<6,

即-5<3a+2b<6.]
随堂·对点检测

1.B [由a-b=2+ 3- 7,且(2+ 3)2=7+43>7,故a>

b.a-c=2+ 2- 6,且(2+ 2)2=6+4 2>6,故a>c.

b-c=(7+ 2)-(6+ 3),且(6+ 3)2=9+2 18>

9+2 14=(7+ 2)2,故c>b.所以a>c>b.]

2.D [因为实数a<b,

若m>0,如a=-2,b=-1,m=2,得
a
b >

a+m
b+m

,

∴m>0不是
a
b <

a+m
b+m

的充分条件;

若
a
b <

a+m
b+m

,如a=0,b=1,m=-2符 合 此 不 等 式,但

是m<0,

∴m>0不是
a
b <

a+m
b+m

的必要条件,

∴m>0是
a
b <

a+m
b+m

的既不充分也不必要条件.

故选D.]

3.ACD [选 项 A,由a>b 可 得a-b>0,由
1
a >

1
b

可 得

a-b
ab <0,故ab<0,A正确;

选项 B,当 a=0,b= -1时,满 足 a>b,且a≠-b,但

b
a-b=-1

,a
a+b=0

,不等式
b

a-b>
a

a+b
不成立,B错误;

选项C,因 为a<b<0,所 以-a>-b>0,故-a-b>2

ab> ab,C正确;

选项D,由a<b<0,可 得b-a>0,且b-1<0,故
a
b -

a-1
b-1=

b-a
b(b-1)>0

,即a
b >

a-1
b-1

,D正确.故选ACD.]

4.(2,5) [因为2<a<3,所以4<2a<6,
又-2<b<-1,所以2<2a+b<5.]

第4课时 基本不等式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)a=b (3)
a+b
2  ab

知识点2 (1)2 P (2)
1
4S2

链教材·夯基固本

1.C [∵0<a<b,∴2b>a+b,∴b>
a+b
2 > ab.

∵b>a>0,∴ab>a2,∴ ab>a.

故b>
a+b
2 > ab>a.故选C.]

2.9 [由ab=a+b+3≥2 ab+3,得ab-2 ab-3≥0,解

得 ab≥3( ab≤-1舍去),
即ab≥9.当且仅当a=b=3时取等号.]

3.6 [因为x>-2,所以x+2>0.
由基本不等式,得

x+
16

x+2=
(x+2)+

16
x+2-2

≥2 (x+2)·
16

x+2-2=6
,

当且仅当x+2=
16

x+2
,即x=2时,等号成立.

因此,y 的最小值为6.]

4.AD [对于A,C,因为a>0,b>0,所以a+b=4≥2 ab,即

ab≤2,当且仅当a=b=2时 等 号 成 立,故0<ab≤4,则

1
ab≥

1
4
,故A正确,C错误;对于B,代入a=b=2,

1
a+

2
b=

1
2+1=

3
2<2

,故B错误;对于D,a2+b2≥
(a+b)2

2 =8,当

且仅当a=b=2时等号成立,故D正确.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABC [对于 A,当x>0时,x+
4
x ≥2 x·4

x =4

(当 且 仅 当 x=2 时 取 等 号),当 x<0 时,x+
4
x =

- (-x)+
4
-x  ≤-2 (-x)·

4
-x = -4(当 且 仅 当

x=-2时取等号),故A错误;

对于B,ab≤ a+b
2  

2

恒成立,而 ab≤
a+b
2

成立的条件为

a>0,b>0,故B错误;

对于C,y= x2+2+
1

x2+2
≥2,等 号 成 立 的 条 件 是

x2+2=
1

x2+2
,即 x2+2=1,显 然 不 能 取 到,故 C

错误;

对于D,存在a=-1,使得a+
1
a<2

成立,故D正确.]

考点二

考向1 典例2 D [由题意可得,|a|>0,

则3|a|+
7
|a|≥2 3|a|×

7
|a|=2 21,
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当且仅当3|a|=
7
|a|

,即|a|=
7
3

时取等号.

故选D.]
考向2 典例3 A [由x>-3,

则
1

x+3+x=
1

x+3+
(x+3)-3

≥2
1

x+3
·(x+3)-3=-1,

当且仅当
1

x+3=x+3
,即x=-2时取等号.

故选A.]
母题探究

 解:由x<-3,知
1

x+3<0
,-

1
x+3>0

,

则-
1

x+3+
[-(x+3)]≥2

1
x+3

·(x+3)=2,

所以
1

x+3+
(x+3)≤-2,当且仅当

1
x+3=x+3

,

即x=-4时取等号.

故
1

x+3+x=
1

x+3+
(x+3)-3≤-2-3=-5,

所以
1

x+3+x
的最大值为-5.

考向3 典例4 C [8a+b=(8a+b) 8b +4a =64ab +

4b
a +40≥2

64a
b

·4b
a +40=72,

当且仅当
64a
b =

4b
a
,即a=6,b=24时取等号.

故选C.]
考向4 典例5 (1)B [因为x>0,y>0,且xy+2x+y=2,

所以y=
2-2x
x+1

,其中0<x<1,

则2x+y=2x+
2-2x
x+1=2

(x+1)+
-2(x+1)+4

x+1 -2

=2(x+1)+
4

x+1-4≥42-4
,

当且仅当2(x+1)=
4

x+1
,即x= 2-1时取等号,

所以2x+y 的最小值为42-4.
故选B.]
(2)解:设x-1=t(t>0),∴x=t+1.

∴y=
(t+1)2+2(t+1)

t =
t2+4t+3

t =t+
3
t+4

≥2 t·3
t +4=23+4.

当且 仅 当t=
3
t
,即t= 3,x= 3+1时,y 取 得 最 小 值

23+4.
微点突破2

典例6 ACD [对于A,由基本不等式可得 ab≤
a+b
2 =

1
2
,

当 且 仅 当 a=b=
1
2

时 等 号 成 立,A 正 确;对 于 B,由

2
1

a+2b+
1

2a+b

≤
(a+2b)+(2a+b)

2 =
3(a+b)
2 =

3
2
,得

1
a+2b+

1
2a+b≥

4
3
,当且仅当a+2b=2a+b,即a=b=

1
2

时等号成 立,B错 误;对 于 C,由
a2+b2

2 ≥
a+b
2 =

1
2
,得

a2+b2≥
1
2
,当且仅当a=b=

1
2

时等号成立,C正确;对于

D,由
a+ b
2 ≤

a+b
2 =

1
2
,得 a+ b≤ 2,当且仅当

a=b=
1
2

时等号成立,D正确.故选ACD.]

随堂·对点检测

1.B [因为正实数a,b满足ab=100,

则
1
a+

4
b ≥2

1
a

·4
b =

4
ab
=
2
5
,当且仅当

1
a =

4
b
,即

a=5,b=20时,等号成立.
故选B.]

2.C [因为x>0,

所以
4
1+x+x=

4
1+x+x+1-1≥2

4(x+1)
1+x -1=3,

当且仅当x+1=
4

x+1
,即x=1时等号成立,

故
4
1+x+x

的最小值是3.故选C.]

3.B [①∵a,b为正实数,∴
b
a
,a
b

为正实数,符合基本不等式

的条件,故①的推导正确.
②∵a∈R,a≠0,不符合基本不等式的条件,

∴
4
a+a≥2

4
a

·a=4是错误的.

③由xy<0,得
x
y
,y
x

均为负数,但在推导过程中将
x
y
+y

x

整体提出负号后,-
x
y  ,-y

x  均变为正数,符合基本不

等式的条件,故③正确.]

4.B [因为实数x,y 满足3xy+y2=1,y>0,

所以x=
1-y2

3y
,

则2x+y=
2-2y2

3y
+y=

2
3y
+y
3≥2

2
3y

·y
3 =

22
3
,

当且仅当
2
3y
=y
3
,即y= 2时,等号成立,

所以2x+y 的最小值是
22
3 .]

*第5课时 基本不等式的综合应用(进阶课)
类型一

典例1 C [因为x>0,y>0,且
1

x+2+
1
y
=
2
3
,所以x+2+

y=(x+2+y)·
1

x+2+
1
y  × 32 = 32 2+ y

x+2+

x+2
y  ≥32 2+2 y

x+2
·x+2

y  =6,
当且仅当x+2=y,即y=3,x=1时取等号,
所以x+y 的最小值为4,
若x+y>m2+3m 恒成立,则4>m2+3m,
解得-4<m<1.
故选C.]
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多维变迁

 A [由正实数x,y 满足
 

2x+3y-xy=0,得
2
y
+
3
x=1

,

则3x+2y=(3x+2y)
2
y+

3
x  =6xy +9+4+

6y
x ≥13+

2
6x
y

·6y
x =25,

当且仅当
6x
y
=
6y
x
,且2

y
+
3
x=1

,即x=y=5时,等号成立,

则t≤25.
故实数t的取值范围是(-∞,25].
故选A.]

类型二

典例2 解:(1)由题意,当v=100(千米/时)时,y=1(万辆/时),

∴1=
184×100

1002+20×100+1
 

280l
,

∴l=5(米).∴该车型的平均车长为5米.

(2)由(1)知,y=
184v

v2+20v+6
 

400
(0<v≤120).

∵v>0,∴y=
184v

v2+20v+6
 

400
=

184

v+
6

 

400
v +20

≤
184

2 v·6
 

400
v +20

=
46
45
,

当且仅当v=
6

 

400
v
,

即v=80千米/时时取等号.
故当汽车 的 平 均 速 度 为80千 米/时 时,车 流 量 y 达 到 最

大值.
多维变迁

1.B [任取其中两次加油,假设第一次的油价为m 元/升,第二

次的 油 价 为 n 元/升,第 一 种 方 案 的 均 价 为
30m+30n
60 =

m+n
2 ≥ mn;第 二 种 方 案 的 均 价 为

400
200
m +

200
n

=
2mn
m+n≤

mn.所以无论油价如何变化,第二种都更划算.]

2.4 4 [设矩形的长为x
 

cm,宽为y
 

cm,
则x+y=8,

其面积S=xy≤
x+y
2  

2

=16,

当且仅当x=y=4时等号成立.]
类型三

典例3 B [依题意,二次函数f(x)=ax2-22x+2b(a>0)
的图象与x 轴仅有一个交点,

令ax2-22x+2b=0,

所以Δ=(-22)2-4a·2b=0,
所以ab=1.
因为a>0,所以b>0,

所以
2
a+

1
b≥2

2
a

·1
b =22,当且仅当

2
a =

1
b
,即a=

2,b=
2
2

时,等号成立.]

多维变迁

 B [由题知,圆心(1,2)在直线ax+by-2=0上,

∴a+2b=2.
又a>0,b>0,∴2=a+2b≥2 2ab,

∴ab≤
1
2
,当且仅当a=2b,且a+2b=2,即a=1,b=

1
2

时

等号成立,∴ab的最大值为
1
2.]

教材拓展1
典例4 解:由于a,b,c∈R+,且a+b+c=1,

所以0<a<1,0<b<1,0<c<1,所以(1-a)·(1-b)(1-c)≤
(1-a)+(1-b)+(1-c)

3  
3

= 2
3  

3

=
8
27
,当且仅当1-a=

1-b=1-c,

即a=b=c=
1
3

时,原式取得最大值
8
27.

母题探究

 解:∵a,b,c均属于正实数,a+b+c=1,

∴3 3abc≤a+b+c=1,∴ 3abc≤
1
3
,

∴
1

3abc
≥3,∴

1
a+

1
b+

1
c≥3

3 1
abc≥9

,

当且仅当a=b=c=
1
3

时,等号成立.

∴
1
a+

1
b+

1
c

的最小值为9.

第6课时 一元二次方程、不等式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 {x|x<x1 或x>x2} {x|x1<x<x2} ⌀ ⌀
知识点2 (1)f(x)g(x)>0(<0)
(2)f(x)g(x)≥0(≤0)且g(x)≠0

知识点3 (-∞,-a)∪(a,+∞) (-a,a)
链教材·夯基固本

1.(-∞,-1]∪ 3
2
,+∞   [由-2x2+x≤-3可得2x2-

x-3≥0,

即(2x-3)(x+1)≥0,得x≤-1或x≥
3
2
,

故不等式的解集为(-∞,-1]∪ 32,+∞ .]

2.R [已知A={x|x2-16<0}={x|-4<x<4},B={x|
x2-4x+3>0}={x|x<1,或x>3},则A∪B=R.]

3.-12 -1 [∵关于x 的一元二次不等式ax2+bx+1>0

的解集为 -
1
3
,1
4  ,

∴关于x 的一元二次方程ax2+bx+1=0的两根为-
1
3
,

1
4
,且a<0.

∴
-
1
3+

1
4=-

b
a
,

-
1
3×

1
4=

1
a
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

a=-12,

b=-1. ]

4.(-3,0) [由题意知

k<0,

Δ=k2-4×2k× -
3
8  <0, 解得-3<k<0.]
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考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [因为方程x2+x-2=0的解为x1=1,x2=
-2,所以不等式x2+x-2>0的解集为{x|x<-2,或x>
1},故A正确;

因为
2x+1
x-2-1≤0

,即x+3
x-2≤0

,即(x+3)·(x-2)≤0(x-2≠

0),解得-3≤x<2,所以不等式的解集为{x|-3≤x<2},故
B正确;
由|x-2|≥1,可得x-2≤-1或x-2≥1,
解得x≤1或x≥3,所以不等式的解集为{x|x≤1,或x≥
3},故C错误;

由|x-1|<1,可得-1<x-1<1,解得0<x<2,由
x+4
x-5<

0,可得-4<x<5,因此,“|x-1|<1”是“
x+4
x-5<0

”的充分

不必要条件,故D正确.故选ABD.]
考点二

典例2 解:原不等式可化为ax2+(a-2)x-2≥0.

因为a<0,所以原不等式化为 x-2a ·(x+1)≤0.

当
2
a>-1

,即a<-2时,解得-1≤x≤
2
a
;

当
2
a=-1

,即a=-2时,解得x=-1;

当
2
a<-1

,即-2<a<0时,解得
2
a≤x≤-1.

综上所述,当-2<a<0时,不等式的解集为 x 2
a ≤x≤

-1 ;
当a=-2时,不等式的解集为{-1};

当a<-2时,不等式的解集为 x -1≤x≤
2
a .

母题探究

 解:第1步 看二次项系数:二次项系数含参,则需要分系数

为0、正、负三种情况讨论.
当a=0时,原不等式可化为x+1≤0,解得x≤-1.
第2步 因式分解:看含参二次不等式能否因式分解.
当a≠0时,不 等 式ax2-2≥2x-ax 可 化 为(ax-2)·
(x+1)≥0.
第3步 能因式分解则比较根的大小,不能则利用Δ:若能通

过因式分解求出根,就比较两根大小,若不能使用因式分解

求根,就应用判别式判断根的情况,并求根.

方程ax2-2=2x-ax(a≠0)的两根为x1=-1,x2=
2
a .

当a>0时,原不等式可化为 x-
2
a  (x+1)≥0,

解得x≥
2
a

或x≤-1.

当a<0时,原不等式化为 x-
2
a  (x+1)≤0.

当
2
a>-1

,即a<-2时,解得-1≤x≤
2
a
;

当
2
a=-1

,即a=-2时,解得x=-1;

当
2
a<-1

,即-2<a<0时,解得
2
a≤x≤-1.

第4步 写解集:在参数的不同取值范围下,分别写出不等式

对应的解集.
综上所述,当a=0时,不等式的解集为{x|x≤-1};

当a>0时,不等式的解集为 x x≥
2
a
,或x≤-1 ;

当-2<a<0时,不等式的解集为 x 2
a≤x≤-1 ;

当a=-2时,不等式的解集为{-1};

当a<-2时,不等式的解集为 x -1≤x≤
2
a .

考点三

典例3 解:由不等式ax2+bx+c>0的解集为{x|2<x<3}
可知a<0,且2和3是方程ax2+bx+c=0的两根,

由根与系数的关系可知
-

b
a =2+3=5

,

c
a =2×3=6.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故
b
c =-

5
6
,

又由a<0知c<0,故不等式cx2+bx+a<0,

即x2+
b
cx+

a
c >0

,即x2-
5
6x+

1
6>0

,

解得x<
1
3

或x>
1
2
,所以不等式cx2+bx+a<0的解集为

 x x<
1
3
,或x>

1
2 .

母题探究

 解:法一:由ax2+bx+c≥0的解集为 x -
1
3≤x≤2  ,知

a<0,且-
1
3
,2为方程ax2+bx+c=0的两个根,

∴ -
1
3  ×2=c

a <0
,-
1
3+2=-

b
a .

∴b=-
5
3a
,c=-

2
3a
,

∴不等式cx2+bx+a<0变为 -
2
3a  x2+ -

5
3a  x+a<

0,即2ax2+5ax-3a>0.
又∵a<0,∴2x2+5x-3<0,

故所求不等式的解集为 x -3<x<
1
2  .

法二:由已知得a<0且-
1
3+2=-

b
a
,-

1
3  ×2=c

a
,

则c>0,
设方程cx2+bx+a=0的两根分别为x1,x2,

则x1+x2=-
b
c
,x1x2=

a
c
,

其中
a
c =

1

-
1
3  ×2

=-
3
2
,

-
b
c =

-
b
a

c
a

=
-
1
3+2

-
1
3  ×2

=-
5
2
,

∴x1=-3,x2=
1
2.

∴不等式cx2+bx+a<0的解集为 x -3<x<
1
2 .
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微点突破3

典例4 (1)D (2)C (3)[-1,0]∪ 5
3
,4   [(1)当a=2时,

不等式(a-2)x2+2(a-2)x-4<0可化为-4<0,恒成立;
当a≠2时,要使关于x 的不等式(a-2)·x2+2(a-2)x-
4<0对一切实数x 恒成立,

只需
a<2,

4(a-2)2-4(a-2)×(-4)<0, 
解得-2<a<2.故-2<a≤2.故选D.
(2)(分离变量法):f(x)=x2-2ax+1≥0对任意x∈(0,2]

恒成立,即2a≤x+
1
x

在x∈(0,2]上恒成立.因为x+
1
x ≥

2,当且仅当x=1时x+
1
x

取最小值2,所以2a≤2,即a≤1.

故选C.
(3)(变更主元法):把不等式的左端看成关于a 的函数,令

g(a)=ax2-2ax+x+3-a=(x2-2x-1)a+x+3≥0,则

由g(a)≥0对于∀a∈[-1,3]恒成立,得 g(-1)≥0,

g(3)≥0, 
即
-x2+3x+4≥0,

3x2-5x≥0, 即

-1≤x≤4,

x≥
5
3

或x≤0, 
所以实数x 的取值范围为[-1,0]∪ 53,4 .]

随堂·对点检测

1.B [由
4

x+2≥1
,可 得

4
x+2-1≥0

,即
-x+2
x+2 ≥0,即

x-2
x+2≤0

,

可化为(x-2)(x+2)≤0,且x+2≠0,
解得-2<x≤2,所以A={x|-2<x≤2},
不等式x2-3x<0可化为x(x-3)<0,
解得0<x<3,所以B={x|0<x<3},
所以A∪B={x|-2<x<3}.
故选B.]

2.CD [由题意可得1和5是方程ax2+bx+c=0的两根,且

a<0,

由根与系 数 的 关 系 可 得1+5=-
b
a
,1×5=

c
a
,得b=

-6a,c=5a.
对于A,因为a<0,故A错误;
对于B,a+b+c=a-6a+5a=0,故B错误;
对于C,不等式bx+c>0,即-6ax+5a>0,即6x-5>0,得

x>
5
6
,所以不等式bx+c>0的解集是 x x>

5
6 ,故C

正确;
对于D,由不等式cx2-bx+a<0,
得a(5x2+6x+1)<0,即5x2+6x+1>0,

则(5x+1)(x+1)>0,解得x>-
1
5

或x<-1,

即解集为 x x>-
1
5
,或x<-1  ,故D正确.故选CD.]

3.解:不等式ax2+3x+2>-ax-1可化为ax2+(a+3)x+
3>0,即(ax+3)(x+1)>0.
因为a>0,

所以当 -
3
a < -1,即 0<a<3 时,原 不 等 式 的 解 集

为 x x>-1,或x<-
3
a  ;

当-
3
a=-1

,即a=3时,原不等式的解集为{x|x≠-1};

当-
3
a>-1

,即a>3时,原不等式的解集为 x x<-1,或

x>-
3
a .

第二章 函数

第7课时 函数的概念及其表示

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 实数集 任意一个数x 唯一 x
知识点2 定义域 对应关系

知识点3 解析法 图象法 列表法

知识点4 (2)并集

链教材·夯基固本

1.BC [对于A,当x=1.5时,y 没有值与之对应,故A错误;
对于B,C,集合 M 中的每一个x,集合 N 中都有唯一的y 与

之对应,故B,C正确.
对于D,当x=1.5时,y 有 两 个 值 与 之 对 应,故 D错 误.故

选BC.]

2.B [函数y=(x)2=x(x≥0)与y=x 不是同一个函数,选
项A错误;

u=
3
v3=v 与y=x 是同一个函数,选项B正确;

y= x2=|x|与y=x 不是同一个函数,选项C错误;

m=
n2

n=n
(n≠0)与y=x 不是同一个函数,选项D错误.故

选B.]

3.解:由绝对值的概念,我们有

y=
-x,x<0,

x,x≥0. 
所以函数y=|x|的图象如图所示.

4.26 [由题意得f(1)=5,f(-3)=21,
所以f(1)+f(-3)=26.]

5.[-3,0)∪(0,+∞) [由
x+3≥0,

x≠0, 
解得

x≥-3,

x≠0, 
故函数的定义域为[-3,0)∪(0,+∞).]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABD (2)C [(1)对 于 A,要 使 函 数 f(x)=

x2-1+
1

x+2
有意义,
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则
x2-1≥0,

x+2≠0, 解得x<-2或-2<x≤-1或x≥1.

所以函数的定义域为(-∞,-2)∪(-2,-1]∪[1,+∞),A
正确;
对于B,根据函数的定义可知,函数y=f(x)的图象与直线

x=2
 

026至多有一个交点,B正确;

对于C,函 数y=
x2-1
x+1

的 定 义 域 为(-∞,-1)∪(-1,

+∞),函数y=x-1的定义域为 R,故这两个函数不是同一

个函数,C错误;
对于D,函数中一个x 值只能对应一个y 值,如果y 值不同,
则x 的值一定不同,D正确.故选ABD.
(2)因为函数y=f(x-1)的定义域是[-1,2],
所以-2≤x-1≤1,
则y=f(1-3x)中,-2≤1-3x≤1,
解得0≤x≤1,
故y=f(1-3x)的定义域为[0,1].
故选C.]

考点二

典例2 解:(1)换元法:令2
x+1=t

(t>1),则x=
2

t-1
,

∴f(t)=ln
2

t-1
,

∴f(x)=ln
2

x-1
(x>1).

(2)配凑法:∵f x2+
1
x2  =x4+

1
x4= x2+

1
x2  

2

-2,

令t=x2+
1
x2≥2 x2·1

x2 =2,当 且 仅 当 x=±1时 取

等号,

∴f(t)=t2-2(t≥2),
∴f(x)=x2-2(x≥2).
(3)待定系数法:设f(x)=ax+b(a≠0),则3f(x+1)-
2f(x-1)=3ax+3a+3b-2ax+2a-2b=ax+b+5a=
2x+17,∴a=2,b=7,∴f(x)=2x+7.
(4)解方程组法:∵2f(x)+f(-x)=3x,①
∴将x 用-x 替换得2f(-x)+f(x)=-3x,②
由①②解得f(x)=3x.

考点三

典例3 (1)BC (2)D [(1)函数f(x)=
x2,-2≤x<1,

-x+2,x≥1 的

定义域是[-2,+∞),故A错误;
当-2≤x<1时,f(x)=x2,值 域 为[0,4],当 x≥1时,

f(x)=-x+2,值域为(-∞,1],故f(x)的值域为(-∞,

4],故B正确;
当x≥1时,令f(x)=-x+2=2,无解,当-2≤x<1时,令

f(x)=x2=2,解得x=- 2,故C正确;
当-2≤x<1时,令f(x)=x2<1,解得x∈(-1,1),当x≥
1时,令f(x)=-x+2<1,解得x∈(1,+∞),故f(x)<1
的解集为(-1,1)∪(1,+∞),故D错误.故选BC.
(2)令f(x)≥g(x),即x+1≥(x+1)2,解得-1≤x≤0;
令f(x)<g(x),即x+1<(x+1)2,解得x<-1或x>0,
所以F(x)=max{f(x),g(x)}=
(x+1)2,x<-1,

x+1,-1≤x≤0,
(x+1)2,x>0, 

F(x)的图象如图所示,
 

又F(0)=F(-2)=1,F(-1)=0,
要使函数F(x)在区间[m,n]内的值域为[0,1],
当n=0时,-2≤m≤-1;
当m=-2时,-1≤n≤0,
则当n=0,m=-2时,n-m 取得最大值2.故选D.]

母题探究

1.0或2 [当-2≤a<1时,由a2=0,得a=0;当a≥1时,
由-a+2=0,解得a=2,故实数a 的值为0或2.]

2.1 [f(f(3))=f(-1)=1.]
随堂·对点检测

1.B [函数f(x)=
2x,x≤π,

log2x,x>π, 
则f(f(2))=f(22)=f(4)=log24=2.
故选B.]

2.C [对于A,f(x)=x2,x∈R,g(x)=(x+1)2,x∈R,两函

数的对应关系不同,不是同一个函数;

对于B,f(x)= -x3=-x -x,x∈(-∞,0],g(x)=

x -x,x∈(-∞,0],两函数的对应关系不同,不是同一个

函数;

对于C,f(x)=
x
x =1,x∈(-∞,0)∪(0,+∞),g(x)=

1
x0=1,x∈(-∞,0)∪(0,+∞),两函数的定义域相同,对应

关系也相同,是同一个函数;

对于D,f(x)= x+3· x-3= x2-9,x∈[3,+∞),

g(x)= x2-9,x∈(-∞,-3]∪[3,+∞),两函数的定义

域不同,不是同一个函数.
故选C.]

3.C [因为x2-1≥-1,所以f(x2-1)=x4-1=(x2-1)2+
2(x2-1),
所以f(x)=x2+2x,其中x≥-1.
故选C.]

4.[-5,1)∪(1,+∞) [由题意可得,x+5≥0,

x-1≠0, 解得x≥-5

且x≠1,
故函数的定义域为[-5,1)∪(1,+∞).]

第8课时 函数的单调性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 f(x1)<f(x2) f(x1)>f(x2)
知识点2 单调递增 单调递减 区间I
链教材·夯基固本

1.ABD [对于 A,对任意x1<x2,f(x1)-f(x2)=-2x1+
1-(-2x2+1)=2(x2-x1)>0,∴f(x1)>f(x2),∴f(x)
在 R 上 是 减 函 数,A 正 确;对 于 B,对 任 意0<x1<x2,

f(x1)-f(x2)=x2
1+1-(x2

2+1)=x2
1-x2

2=(x1+x2)
(x1-x2),∵0<x1<x2,
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∴x1+x2>0,x1-x2<0,∴f(x1)-f(x2)<0,∴f(x1)<

f(x2),∴f(x)=x2+1在(0,+∞)上单调递增,B正确;对
于C,单调区间表示错误,两个单调区间不能用并集符号连

接,C错误;对 于 D,对 任 意x1,x2∈(-∞,0)且x1<x2,

f(x1)-f(x2)=1-
1
x1
-1+

1
x2
=
1
x2
-
1
x1
=

x1-x2

x1x2
,

∵x1<x2<0,

∴x1-x2<0,x1x2>0,∴f(x1)-f(x2)<0,∴函 数

f(x)=1-
1
x

在(-∞,0)上单调递增,D正确.故选ABD.]

2.解:画出函数f(x)= x的图象(如图).由图象可以看出,函

数f(x)= x在定义域[0,+∞)上是增函数.

∀x1,x2∈[0,+∞),且x1<x2,则x1-x2<0.

所以f(x1)-f(x2)= x1- x2=
x1-x2

x1+ x2

.

由 x1+ x2>0,可知f(x1)-f(x2)<0,
即f(x1)<f(x2).

所以函数f(x)= x在定义域[0,+∞)上是增函数.
3.B [由题图知,该函数的单调递增区间为[-1,2]和[4,5],

故选B.]

4.D [函数f(x)= 3+2x-x2 的定义域需要满足3+2x-
x2≥0,解得f(x)的定义域为[-1,3].
因为y=3+2x-x2 在[-1,1]上 单 调 递 增,所 以f(x)=

3+2x-x2在[-1,1]上单调递增.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [对于A,∵y=x 与y=-
1
x

在(0,+∞)上单

调递增,∴y=x-
1
x

在(0,+∞)上单调递增,故A正确;

对于B,两增函数的和为增函数,故B正确;
对于C,作出函数y=2|x+1|的图象,如图所示,

由图象可知,函数y=2|x+1|在区间(-∞,-1]上单调递

减,故C错误;
由判断复合函数的单调性的方法“同增异减”可得函数y=
lg(x+1)是定义域为(-1,+∞)上的增函数,故D正确.故
选ABD.]

考点二

典例2 解:函数f(x)在(-2,+∞)上单调递增.

证明如下:f(x)=
x-3
x+2=

x+2-5
x+2 =1-

5
x+2

,∀x1,x2∈

(-2,+∞),且x1<x2,则f(x1)-f(x2)=1-
5

x1+2
- 1-

5
x2+2 = 5

x2+2
-
5

x1+2
=

5(x1-x2)
(x1+2)(x2+2)

.又x1<x2,且x1,

x2∈(-2,+∞),所以x1+2>0,x2+2>0,x1-x2<0,所

以f(x1)-f(x2)<0,即f(x1)<f(x2),
故函数f(x)在(-2,+∞)上单调递增.

考点三

典例3 [-1,2],[5,+∞) [函数y=|-x2+4x+5|=
-x2+4x+5,x∈(-1,5),

x2-4x-5,x∈(-∞,-1)∪(5,+∞), 
由|-x2+4x+5|=0,解得x=-1或x=5,

函数y=|-x2+4x+5|的图象如图所示,

由图可知,函数y=|-x2+4x+5|的单调递增区间为[-1,

2],[5,+∞).]
母题探究

1.[2,5] [函数y= -x2+4x+5的定义域需要满足-x2+

4x+5≥0,解得x∈[-1,5],因为t=-x2+4x+5在[2,

+∞)上单调递减,所以y= -x2+4x+5在[2,5]上单调

递减.]

2.(-∞,-2]和[0,2] [f(x)=
-x2+4x+5,x≥0,

-x2-4x+5,x<0 
即f(x)=

-(x-2)2+9,x≥0,

-(x+2)2+9,x<0. 
画出函数的图象如图所示,

可知函 数 f(x)=-x2+4|x|+5的 单 调 递 增 区 间 为

(-∞,-2]和[0,2].]
随堂·对点检测

1.C [f(x)=x 在 R上单调递增;

f(x)=
1
2x

在(-∞,0)上单调递减,(0,+∞)上单调递减,在

定义域内不单调递减;

f(x)=x2 在(-∞,0)上单调递减,(0,+∞)上单调递增,在
定义域内不单调递减;

函数t=1-2x 在 R上为减函数,t∈R,函数y=
3t在 R上为

增函数,

所以函数f(x)=
31-2x在定义域 R上为减函数.

故选C.]

2.B [g(x)=x|x-1|+1=
x2-x+1,x≥1,

-x2+x+1,x<1, 
画出函数图象如图所示.
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根据图象知函数g(x)的单调递减区间为 1
2
,1  .故选B.]

3.证明:①设x1 和x2 是区间(0,1]上任意两个实数,且x1<

x2,则k=
f(x2)-f(x1)

x2-x1
=
x2+

1
x2
- x1+

1
x1  

x2-x1

=1-
1

x1x2
.

由0<x1<x2≤1,得0<x1x2<1,
1

x1x2
>1,

于是k=1-
1

x1x2
<0,f(x2)-f(x1)<0,

所以函数f(x)在区间(0,1]上单调递减.
②设x1 和x2 是区间[1,+∞)上任意两个实数,且x1<x2.

由x2>x1≥1,得x1x2>1,
1

x1x2
<1,

于是k=1-
1

x1x2
>0,f(x2)-f(x1)>0,

所以函数f(x)在区间[1,+∞)上单调递增.
第9课时 函数的单调性的应用

 

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点 f(x)≤M f(x0)=M f(x)≥M f(x0)=M
链教材·夯基固本

1. 1
4
,3   -15

2.-
2
5 -2 

[可判断函数f(x)=
2
1-x

在区间[2,6]上单调

递增,所以f(x)max=f(6)=-
2
5
,f(x)min=f(2)=-2.]

3.17 2 [因为y=f(x)=x2+1在区间[1,4]上单调递增,
所以f(x)max=f(4)=17,f(x)min=f(1)=2.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 B [因为f(x)的定义域为 R,f(x)的图象关于y
 

轴

对称,所以f(x)
 

是偶函数,所以f(-2)=f(2),f(-π)=
f(π).又f(x)在[0,+∞)上 单 调 递 增,且2<3<π,所 以

f(2)<f(3)<f(π),所 以 f(-2)<f(3)<f(-π).故

选B.]
考点二

典例2 A [因 为 f(x)是 定 义 在[-1,1]上 的 减 函 数,且

f(x-1)<f(1-3x),

所以

1-3x<x-1,

-1≤1-3x≤1,

-1≤x-1≤1, 则
1
2<x≤

2
3.

故选A.]
考点三

典例3 C [由y=x 在[1,4]上单调递增,

且y=-
2
x

在[1,4]上单调递增,

可得f(x)=x-
2
x+1

在[1,4]上单调递增,

又f(1)=0,f(4)=
9
2
,

故f(x)在[1,4]上的值域为 0,
9
2  .]

母题探究

 解:由对勾函数的模型知g(x)=x+
2
x+1

在[1,2]上单调递减,在[2,4]上单调递增,

∴g(x)min=g(2)=22+1.

又g(1)=4,g(4)=
11
2
,

∴g(x)max=g(4)=
11
2
,

∴g(x)在[1,4]上的最小值为22+1,最大值为
11
2.

考点四

典例4 B [因为函数f(x)在 R
 

上单调递增,且当x<0时,

f(x)=-x2-2ax-a,所 以 f(x)= -x2 -2ax-a 在

(-∞,0)上单调递增,所以-
-2a

2×(-1)=-a≥0
,即a≤0;当

x≥0时,f(x)=ex+ln(x+1),所以函数f(x)在[0,+∞)
上单调递增.若函数f(x)在 R上单调递增,则-a≤f(0)=
e0+ln

 

1=1,即a≥-1.
综上,实数a的取值范围是[-1,0].故选B.

 

]
考题探源

 解:要 使 此 分 段 函 数 f (x)在 R 上 是 减 函 数,需 满

足
-
-a
2×1≥0

,

02-a×0+1≥-0+3a, 
解得0≤a≤

1
3
,即实数a 的取值范围是 0,

1
3  .

多维变迁

 B [由y=-x2+ax-3a 在[1,+∞)上 单 调 递 减,可 知

a
2≤1

,即a≤2,由y=2ax+1在(-∞,1)上单调递减,可得

2a<0,即a<0,又f(x)在 R 上 单 调 递 减,所 以2a+1≥

-1-2a,解得a≥-
1
2.

故实数a 的取值范围是 -
1
2
,0  .

故选B.]
微点突破4

典例5 ACD [对 于 A,配 方 法:y=x2-2x+3=(x-
1)2+2,
由x∈[0,3),再结合函数的图象(如图1所示),可得函数的

值域为[2,6);
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对于B,分离常数法:y=
2x+1
x-3=

2(x-3)+7
x-3 =2+

7
x-3

,显然

7
x-3

≠0,y≠2,

故函数的值域为(-∞,2)∪(2,+∞);

对于C,换元法:设t= x-1,则x=t2+1,且t≥0,

∴y=2(t2+1)-t=2 t-14 
2

+
15
8
,

由t≥0,再结合函数的图象(如图2所示),可得函数的值域

为 15
8
,+∞  ;

对于D,函数的定义域为[1,+∞),

∵y= x+1与y= x-1在[1,+∞)上均单调递增,

∴y= x+1+ x-1在[1,+∞)上单调递增,

∴当x=1时,ymin= 2,

即函数的值域为[2,+∞).
故选ACD.]

随堂·对点检测

1.B [易知f(x)是 R上的减函数,
又π>3>2,故f(π)<f(3)<f(2).故选B.]

2.A [因为函数y=f(x)是定义在 R上的增函数,且f(1-
a)<f(a-3),
所以1-a<a-3,
解得a>2.
故选A.]

3.A [因为f(x)= x-
1
x2在[1,4]上单调递增,所以 M=

f(4)=2-
1
16=

31
16
,m=f(1)=0,因 此 M -m=

31
16.故

选A.]

4.(-∞,0] [函数f(x)=x2-2ax+4=(x-a)2+4-a2,所
以f(x)的单调递增区间是[a,+∞),依题意知,[0,+∞)

⊆[a,+∞),所以a≤0,即实数a 的取值范围是(-∞,0].]
第10课时 函数的奇偶性、周期性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 f(-x)=f(x) y 轴 f(-x)=-f(x) 原点

知识点2 (1)f(x+T)=f(x) (2)最小的正数 最小正数

链教材·夯基固本

1.AC [对于A,函数f(x)=x2-1的定义域是 R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=(-x)2-1=x2-1=f(x),
所以函数f(x)=x2-1是偶函数;
对于B,函数f(x)=2x 的定义域是 R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=2(-x)=-2x=-f(x),
所以函数f(x)=2x 是奇函数;
对于C,函数f(x)=2|x|的定义域是 R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=2|-x|=2|x|=f(x),
所以函数f(x)=2|x|是偶函数;
对于D,函数f(x)=(x-1)2 的定义域是 R.
因为f(1)=0,f(-1)=4,
所以f(1)≠f(-1),
因此,函数f(x)=(x-1)2 不是偶函数.]

2.(-2,0)∪(2,5] [由题图可知,当0<x<2时,f(x)>0;当

2<x≤5时,f(x)<0,又f(x)是奇函数,∴当-2<x<0时,

f(x)<0,当-5≤x<-2时,f(x)>0.
综上,f(x)<0的解集为(-2,0)∪(2,5].]

3.解:∵当x<0时,-x>0,且x≥0时,f(x)=x2+2x,

∴f(-x)=(-x)2+2(-x)=x2-2x.
∵f(x)是定义域为 R的奇函数,

∴f(-x)=-f(x)=x2-2x,

∴当x<0时,f(x)=-x2+2x.

4.
1
2 

[∵f(x)的周期为2,

∴f(2
 

027)=f(1)=2-1=
1
2.]

5.ABC [因为f(x)是定义在 R 上的奇函数,所以f(x)+

f(-x)=0,且f(0)=0,A,B正确;
因为f(-x)=-f(x),
所以f(x)·f(-x)=-[f(x)]2≤0,当x=0时,等号成立,

C正确;

当x=0时,f(-x)=0,此时 f(x)
f(-x)

无意义,D错误.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)函数的定义域为{x|x≠0},关于原点对称,且
对于定 义 域 内 的 任 意 一 个 x 都 有f(-x)=(-x)3-
1
-x=- x3-

1
x =-f(x),从而函数f(x)为奇函数.

(2)函数f(x)=(1+x)
1-x
1+x

的定义域满足
1-x
1+x≥0

,则

(1+x)(1-x)≥0,

x≠-1, 解得-1<x≤1,

由于定义域不关于原点对称,故f(x)既不是奇函数,也不是

偶函数.
(3)f(x)的定义域为{-1,1},关于原点对称.
又f(-1)=f(1)=0,f(-1)=-f(1)=0,
所以f(x)既是奇函数又是偶函数.
(4)f(x)的 定 义 域 为 R,关 于 原 点 对 称,当 x>0 时,

f(-x)=-(-x)2-2=-(x2+2)=-f(x);当x<0时,

f(-x)=(-x)2+2=-(-x2-2)=-f(x);当x=0时,

f(0)=0,也满足f(-x)=-f(x),故该函数为奇函数.
(5)函数f(x)的定义域为 R,关于原点对称.

f(-x)+f(x)=log2[-x+ (-x)2+1]+log2( x2+1+
x)

=log2[( x2+1-x)·( x2+1+x)]

=log21=0,

∴f(-x)=-f(x),

∴f(x)为奇函数.
考点二

典例2 (-∞,2) [因为f(x)=-2x-x5 是单调递减的奇

函数,
又f(x-1)+f(5-3x)<0,
所以f(x-1)<-f(5-3x)=f(3x-5),则x-1>3x-5,
即x<2,
所以不等式的解集为(-∞,2).]
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母题探究

1.-2x-x5 [当x<0时,-x>0.
f(x)=-f(-x)=-[-2(-x)-(-x)5]=-2x-x5.]

2.-1 [因为函数f(x)=-2x-x5-b+2为[-7a,a+6]上
的奇函数,

所以-7a+a+6=0且f(0)=0,所以a=1且b=2,故a-
b=-1.]

多维变迁

1.B [根据题意,函数y=f(x)-x2 是 奇 函 数,则[f(4)-
16]+[f(-4)-16]=0,
又由f(4)=9,则f(-4)=23,
则g(-4)=f(-4)+5=28.
故选B.]

2.C [由于f(x)是偶函数,则f(-x)=f(x)恒成立,

不等式f(a-1)>f(2)可以转化为f(|a-1|)>f(2).
函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,根据偶函数的对称性可

知,f(x)在(-∞,0)上单调递减,

所以|a-1|>2,解得a<-1或a>3.
故选C.]

考点三

典例3 C [根据题意可知,f(x)=-f(x+2)=-[-f(x+
4)]=f(x+4),

∴f(x)是周期为4的周期函数,

f(2
 

025)=f(1+506×4)=f(1)=-f(3)=1.
故选C.]

多维变迁

 (1)x2-6x+8 (2)1 [(1)∵f(x+2)=-f(x),∴f(x+
4)=-f(x+2)=f(x).
∴f(x)是周期为4的周期函数,且f(x)的最小正周期是4.
当x∈[-2,0]时,-x∈[0,2],由已知得

f(-x)=2(-x)-(-x)2=-2x-x2.
又f(x)是奇函数,∴f(-x)=-f(x)=-2x-x2.
∴f(x)=x2+2x.
又当x∈[2,4]时,x-4∈[-2,0],

∴f(x-4)=(x-4)2+2(x-4).
又f(x)是周期为4的周期函数,∴f(x)=f(x-4)=(x-
4)2+2(x-4)=x2-6x+8.
即当x∈[2,4]时,f(x)=x2-6x+8.
(2)∵f(0)=0,f(1)=1,f(2)=0,f(3)=-1,且f(x)是周

期为4的周期函数,

∴f(0)+f(1)+f(2)+f(3)=f(4)+f(5)+f(6)+

f(7)=…=f(2
 

020)+f(2
 

021)+f(2
 

022)+f(2
 

023)=0.
∴f (0)+ f (1)+ f (2)+ … + f (2

 

026)=

f(0)+f(1)+f(2)=1.]
考点四

典例4 A [法一:当x∈[-1,0]时,-x+2∈[2,3],所以当

x∈[-1,0]时,f(x)=f(-x)=f(-x+2)=5-2(-x+
2)=1+2x,

所以f -
3
4  =1-32=-12.故选A.

法二:由f(x)是定义在 R上且周期为2的偶函数可得,

f -
3
4  =f 3

4  =f 3
4+2  =f 11

4  ,

因为当2≤x≤3时,f(x)=5-2x,

所以f
11
4  =5-2×114=-12,

即f -
3
4  =-12.

故选A.]

考题探源

1.解:图略,函数解析式为f(x)=
x(1+x),x≥0,

-x(x-1),x<0. 
2.解:f(3)=0,f

7
2  =14.

随堂·对点检测

1.A [y=x3 是奇函数,在(0,+∞)上单调递增,所以A正确;

选项B,C,D是偶函数,不正确.故选A.]

2.B [根据题意可知,f(x+3)=
1

f(x)
,

则f(x+6)=
1

f(x+3)
=f(x),

所以函数f(x)的一个周期为6,

所以f(2
 

026)=f(337×6+4)=f(4)=
1
3.

故选B.]

3.D [因 为 f(x)是 定 义 域 为 R 的 偶 函 数,所 以 f(x)=

f(-x),因为f(x)+f(x-2)=0,所以f(3)+f(1)=0,

f(1)+f(-1)=0,则f(1)+f(1)=0,所 以f(1)=0,则

f(3)=-f(1)=0,所以9+3a+b=0 ①.由f(x)+f(x-

2)=0,得f 32 +f -12 =0,f -12 +f -52 =
0,所以f 32 +f 12 =0,f 12 +f 52 =0,所 以

f 32 =f 52 ,所 以
9
4+

3
2a+b=

25
4+

5
2a+b,解 得

a=-4,代入①,得b=3.故选D.]

4.A [函数的定义域为(-1,1),

因为f(x)是奇函数,

所以f(-x)=(-2x+a)ln1+x1-x  = -(2x-a)·

-ln1-x1+x  =-(2x+a)· ln1-x1+x  =-f(x)恒

成立,

所以a=-a,即a=0.
故选A.]

5.
1
3 

[∵f(x)=ax2+bx+
5
27

是定义在[a-1,2a]上的偶

函数,

∴a-1+2a=0,∴a=
1
3
,f(x)=

1
3x2+bx+

5
27
,

又f(-x)=f(x),∴ax2+bx+
5
27=a·(-x)2+b·

(-x)+
5
27
,∴b=0.

∴f(x)=
1
3x2+

5
27
,x∈ -

2
3
,2
3  ,

∴f(x)max=f -
2
3  =f 2

3  =13× 2
3  

2

+
5
27=

1
3.]
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第11课时 函数的对称性及应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)原点 y 轴 (2)x=a (a,0)
知识点2 (2)(a,0)
知识点3 (1)y 轴 (2)x 轴 (3)原点

(4)x=
a+b
2

链教材·夯基固本

1.C [因为f(x)=x3+x 为奇函数,
所以函数f(x)的图象关于原点对称.故选C.]

2.(1,0) [将y=
1
x

的图象向右平移1个单位长度,得到y=

1
x-1

的 图 象,所 以f(x)=
1

x-1
的 图 象 的 对 称 中 心 是(1,

0).]

3.B [因为y=
1
3  

x

=3-x,所以函数y=3x 与y=
1
3  

x

的

图象关于y 轴对称.
故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 AB [由于y=f(x)的图象关于直线x=1对

称,则f(1+x)=f(1-x),所以f(x+1)为偶函数,故 A,B
选项正确,C选项错误;如f(x)=(x-1)2+1,函数f(x)的
图象关于直线x=1对称,但f(1)=1≠0,故D选项错误.故
选AB.]

考向 2 典 例 2 ABC [对 于 A,f (x)=
2x-1
x+2 =

2(x+2)-5
x+2 =2-

5
x+2

,其图象可以由y=-
5
x

的图象向左

平移2个单位长度,再向上平移2个单位长度得到,且y=

-
5
x

的图象关于原点对称,故f(x)=
2x-1
x+2

的图象关于点

(-2,2)中心对称,A正确;
对于B,因为f(2x-1)为奇函数,所以f(2x-1)=-f(-2x-
1),所以f(x-1)=-f(-x-1),所以f(x)=-f(-x-
2),所以函数f(x)的图象关于点(-1,0)中心对称,B正确;
对于C,函数y=f(x)的图象向右平移1个单位长度,再向上

平移1个单位长度得到函数y=f(x-1)+1的图象,由于

y=f(x)过定点(0,1),故函数y=f(x-1)+1过定点(1,

2),C正确;

对于D,函数y=
x-1
x-b=

(x-b)+b-1
x-b =1+

b-1
x-b

的图象关

于点(3,c)中心对称,

所以
3-b=0,

c=1, 解得
b=3,

c=1, 
所以b+c=4,D不正确.
故选ABC.]

考向3 典例3 B [设y=f(x)=3x-1,y=g(x)=31-x,显
然g(x)=3(2-x)-1=f(2-x),故y=f(x)与y=g(x)的图

象关于直线x=1对称.故选B.]
考点二

典例4 BD [因为函数f(x)是定义域为 R的偶函数,
所以f(-x)=f(x),
又f(x+1)为奇函数,所以f(-x+1)+f(x+1)=0,

因为A选项中,f(-x-1)=-f(x+1)⇔f(-x)=-f(x),而

f(-x)=f(x),所以A选项错误;
所以f(-x)+f(x+2)=0,f(x)的图象关于点(1,0)对称,
且f(1)=0,所以B选项正确;
所以f(x)+f(x+2)=0,所以f(x+2)+f(x+4)=0,
所以f(x+4)=f(x),所以f(x)的周期为4,所以C选项

错误;
所以f(2

 

025)=f(4×506+1)=f(1)=0,所 以 D选 项

正确.
故选BD.]

考点三

典例5 D [由f(-x)+f(x)=2,知函数f(x)的图象关于

点(0,1)对称,由f(1-x)=f(1+x),知函数f(x)的图象关

于直线x=1对称,所以函数f(x)的周期为4×|1-0|=4.

又f
1
2  =32,所以f -

1
2  =2-f

1
2  =12,f 3

2  =
f 1+

1
2  =f 1-

1
2  =f 1

2  =32,
所以f

5
2  =f 4-

3
2  =f -

3
2  =2-f 3

2  =12,
又f(0)=1,所以f(2)=f(1-(-1))

=f(1+(-1))=f(0)=1,

所以f(2)+f
5
2  =1+12=32.

故选D.]
多维变迁

 0 [因为函数y=f(x)的图象关于点(2,0)对称,
所以f(-x)=-f(4+x).
又f(-x)=f(2+x),
所以f(x+2)+f(x+4)=0,
所以f(x)-f(x+4)=0,即f(x)=f(x+4),
所以函数f(x)的周期为4,
所以f(18)=f(2)=0.]

随堂·对点检测

1.D [法一:f(x)=
ax-1
x-1=a+

a-1
x-1

的图象关于点(1,2)对

称,则f(x)+f(2-x)=4,即a+
a-1
x-1+a+

a-1
2-x-1=4

,

解得a=2.故选D.

法二:f(x)=
ax-1
x-1=a+

a-1
x-1

,

可知f(x)的图象关于点(1,a)对称,
又f(x)的图象关于点(1,2)对称,
则a=2.故选D.]

2.ACD [因为f(2+x)=f(2-x),所以f(x)的图象关于直

线x=2对称,故A正确,B错误;
因为函数f(x)的图象关于直线x=2对称,所以f(-x)=
f(x+4),又f(-x)=f(x),所以f(x+4)=f(x),所以

T=4,故C正确;
因为T=4且f(x)为偶函数,所以y=f(x+4)为偶函数,故

D正确.故选ACD.]

3.C [f(4-x)=f(2-(x-2))=f(x-2)=-f(2-x)=
-f(x),即f(4-x)+f(x)=0,故f(x)的图象关于点(2,

0)对称,B错误;

∵f(2-x)=f(x),则f(x)的图象关于直线x=1对称,A
错误;
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根据题意可得,f(x)在(0,1)上单调递增,

∵f(x)的图象关于直线x=1对称,关于点(2,0)对称,
则f(x)在(2,3)内单调递减,C正确;

∵f(x)=f(2-x)=-f(x-2),则f(x+2)=-f(x),

∴f(x+4)=-f(x+2)=f(x),可知f(x)的周期为4,

则f -
7
2  =f 1

2  <f 2
3  ,D错误.故选C.]

4.5 [∵f(x)为偶函数,∴f(-1)=f(1),
由f(x)的图象关于直线x=2对称,
可得f(1)=f(3)=2×3-1=5,

∴f(-1)=5.]
*第12课时 抽象函数(进阶课)

类型一

典例1 (1)B (2)ACD [(1)由 f(a+b)=f(a)f(b),

f(1)=2,令b=1,可得f(a+1)=f(a)f(1)=2f(a),所以

f(2)
f(1)

+f(4)
f(3)

+f(6)
f(5)

+…+f(2
 

026)
f(2

 

025)=
2f(1)
f(1)

+
2f(3)
f(3)

+

2f(5)
f(5)

+…+
2f(2

 

025)
f(2

 

025)=2×1
 

013=2
 

026.故选B.

(2)根据题意可知,函数f(x)满足f(x+1)-f(x-1)=
f(2)+4x-6,
令x=1,得f(2)-f(0)=f(2)+4-6,解得f(0)=2,故 A
正确;
令x=-1,得f(0)-f(-2)=f(2)-4-6,
即f(2)+f(-2)=f(0)+10,
因为f(0)=2,f(-2)=6,所以f(2)=6,故B错误;
因为f(2)=6,则f(x+1)-f(x-1)=4x,
令x=2

 

024,则f(2
 

025)-f(2
 

023)=4×2
 

024=8
 

096,故

C正确;
又f(6)=f(4)+4×5=f(4)+20,f(4)=f(2)+4×3=18,
则f(6)=18+20=38,故D正确.故选ACD.]

类型二

典例2 A [根据题意,f(x)是定义在 R上的函数,取x=a,

y=0,且a>0,则0<f(a)<1,f(a+0)=
f(a)+f(0)
1+f(a)f(0)

,即

f(a)=
f(a)+f(0)
1+f(a)f(0)

,f(a)[1+f(a)f(0)]=f(a)+f(0),

解得{[f(a)]2-1}f(0)=0,又0<[f(a)]2<1,[f(a)]2-1
≠0,
故f(0)=0.
令y=-x,

则f(0)=
f(x)+f(-x)
1+f(x)f(-x)

=0,变形可得f(-x)=-f(x),

则函数f(x)为奇函数,
设x1,x2 为任意实数,且0<x1<x2,
则有x2-x1>0,故0<f(x2-x1)<1,则

f(x1)-f(x2)=f(x1)-f(x2-x1+x1)

=f(x1)-
f(x2-x1)+f(x1)
1+f(x2-x1)f(x1)

=
f(x2-x1){[f(x1)]2-1}
1+f(x2-x1)f(x1)

,

因为x1>0,所以0<f(x1)<1,
而0<f(x2-x1)<1,

则
f(x2-x1){[f(x1)]2-1}
1+f(x2-x1)f(x1)

<0,

所以f(x1)-f(x2)<0,

则有f(x1)<f(x2),
故函数f(x)在(0,+∞)上单调递增.故选A.]

多维变迁

 ACD [A中,令x=y=0,得f(0)=0,故A正确;

B中,令y=-x,

则f(0)=
f(x)+f(-x)
1-f(x)f(-x)

=0,

因此f(-x)=-f(x),又f(x)的定义域为{x|x≠4k+2,k
∈Z},关于原点对称,
所以f(x)为奇函数,故B错误;

C中,令 y=1,则 f(x+1)=
f(x)+f(1)
1-f(x)f(1)

=f(x)+1
1-f(x)

=

-1+
2

1-f(x)
,

所以f(x+2)=-1+
2

1-f(x+1)
=-

1
f(x)

,因此f(x+

4)=-
1

f(x+2)
=f(x),

所以f(x)为周期函数,且周期为4,故C正确;

D中,f(2
 

027)=f(3)=f(-1)=-f(1)=-1,故D正确.故
选ACD.]

第13课时 幂函数与二次函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)y=xα (3)(1,1) (0,0)
(1,1) 奇函数 偶函数

知识点2 (1)ax2+bx+c(a≠0) (m,n) 零点 (2)R

-
b
2a -

b
2a
,4ac-b

2

4a   偶 减 增 增 减

链教材·夯基固本

1.-3 [由题意知8α=2,解得α=
1
3
,所以f(x)=

3x,

所以f(-27)=
3-27=-3.]

2.< [由于函数y=x3 在 R上单调递增,
且-1.5<-1.4,故(-1.5)3<(-1.4)3.]

3.(-∞,-3] [因为二次函数f(x)=x2+2(a-1)x+2的图象

的对称轴为直线x=1-a,且开口向上,所以函数f(x)在区间

(-∞,1-a]上单调递减.
又已知该函数在区间(-∞,4)上单调递减,则1-a≥4,即
a≤-3.
故实数a 的取值范围为(-∞,-3].]

4.解:(1)配方得y=
1
2x2+2x+5

=
1
2
(x2+4x)+5

=
1
2
(x2+4x+4-4)+5

=
1
2
(x+2)2+3.

所以函数y=
1
2x2+2x+5的图象可以由函数y=

1
2x2 的

图象向左平移2个单位长度,再向上平移3个单位长度 而

得到.
(2)由(1)可知,该函数的图象开口向上,对称轴为直线x=
-2.在区间(-∞,-2]上,函数值y 随自变量x 的增大而减

小,在区间[-2,+∞)上,函数值y 随自变量x 的增大而增

大.函数在x=-2处取得最小值3,即ymin=3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

51



考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B (3)BC [(1)根据幂函数y=xn 的性

质,在第一象限内的图象:
当n>0时,n 越大,y=xn 的增长速度越快,所以曲线C1 的

n=2,C2 的n=
1
2
;

当n<0时,|n|越大,曲线越陡峭,所以曲线C3 的n=-
1
2
,

C4 的n=-2.

(2)由a= 1
2  

4
3,b= 1

3  
2
3,c= 1

25  
1
3,

得a= 1
4  

2
3,b= 1

3  
2
3,c= 1

5  
2
3
.

因为幂 函 数y=x
2
3 在 区 间(0,+∞)上 单 调 递 增,且 1

5 <

1
4<

1
3
,

所以 1
5  

2
3
< 1
4  

2
3
< 1
3  

2
3,即c<a<b.故选B.

(3)设f(x)=xα,其图象经过点 3,
1
9  ,

则3α=
1
9
,解得α=-2,故f(x)=

1
x2,

那么f(x)的定义域为{x|x≠0},故A错误;

f(x)的值域为{y|y>0},故B正确;

因为f(-x)=
1
x2=f(x),则f(x)为偶函数,故C正确;

因为f(x)在(-∞,0)上单调递增,在(0,+∞)上单调递减,
在定义域上不是减函数,故D错误.故选BC.]

考点二

典例2 解:法一(利用二次函数的一般式):设f(x)=ax2+
bx+c(a≠0).

由题意得

4a+2b+c=-1,

a-b+c=-1,

4ac-b2

4a =8,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得

a=-4,

b=4,

c=7. 
故所求二次函数的解析式为f(x)=-4x2+4x+7.
法二(利用二次函数的顶点式):
设f(x)=a(x-m)2+n(a≠0).
∵f(2)=f(-1),

∴抛物线的对称轴为直线x=
2+(-1)
2 =

1
2.

∴m=
1
2
,又根据题意函数有最大值8,

∴n=8,∴y=f(x)=a x-12 
2

+8.

∵f(2)=-1,∴a 2-12 
2

+8=-1,解得a=-4,

∴f(x)=-4 x-12 
2

+8=-4x2+4x+7.

法三(利用二次函数的零点式):
由已知f(x)+1=0的两根为x1=2,x2=-1,
故可设f(x)+1=a(x-2)(x+1)(a≠0),
即f(x)=ax2-ax-2a-1.

又函数有最大值8,即
4a(-2a-1)-a2

4a =8.

解 得 a = - 4,故 所 求 二 次 函 数 的 解 析 式 为

f(x)=-4x2+4x+7.
考点三

考向1 典例3 AD [因为图象与x 轴交于两点,
所以b2-4ac>0,即b2>4ac,A正确;

对称轴为x=-1,即-
b
2a=-1

,2a-b=0,B错误;

结合图象,当x=-1时,y>0,即a-b+c>0,C错误;
由对称轴为x=-1知,b=2a.
根据抛物线开口向下,知a<0,
所以5a<2a,即5a<b,D正确.
故选AD.]

考向2 典例4 解:f(x)=x2-tx-1= x-
t
2  

2

-1-
t2

4.

(1)依题意,-1<
t
2<2

,解得-2<t<4,

所以实数t的取值范围是(-2,4).

(2)①当
t
2≥2

,即t≥4时,f(x)在[-1,2]上单调递减,

所以f(x)min=f(2)=3-2t.

②当-1<
t
2<2

,即-2<t<4时,

f(x)min=f
t
2  =-1-t

2

4.

③当
t
2≤-1

,即t≤-2时,f(x)在[-1,2]上单调递增,

所以f(x)min=f(-1)=t.

综上,g(t)=

t,t≤-2,

-1-
t2

4
,-2<t<4,

3-2t,t≥4.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

母题探究

1.(-∞,2] [不妨设x1>x2,则
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>-2可 化 为

f(x1)+2x1>f(x2)+2x2,令g(x)=f(x)+2x=x2-
(t-2)x-1,则g(x)在(0,+∞)上单调递增.

所以
t-2
2 ≤0,解得t≤2.]

2.解:f(-1)=t,f(2)=3-2t,f(2)-f(-1)=3-3t,
当t≥1时,f(2)-f(-1)≤0,

∴f(2)≤f(-1),∴f(x)max=f(-1)=t;
当t<1时,f(2)-f(-1)>0,

∴f(2)>f(-1),

∴f(x)max=f(2)=3-2t,

综上有G(t)=
t,t≥1,

3-2t,t<1. 
教材拓展2

典例5 (1)3 (2)(-∞,1) [(1)f(x)=
ax+2-a

x+1 =

a(x+1)+2-2a
x+1 =a+

2-2a
x+1

,

所以f(x)的图象的对称中心为点(-1,a),
由题意得a=3.

(2)由f(x)=
ax+2-a

x+1
知直线x=-1为f(x)的一条渐

近线,
又由一次分式函数的性质知,
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当且仅当1×(2-a)>1×a,
即a<1时,f(x)在(-1,+∞)上单调递减,
故实数a 的取值范围是(-∞,1).]

典例6 
3
2 

[由f(x)=x2+
3

x2+2
=x2+2+

3
x2+2

-2,

令x2+2=t(t≥2),则有f(t)=t+
3
t-2

,

由对勾函数的性质知,f(t)在[2,+∞)上单调递增,所以当

t=2时,f(t)min=
3
2
,

即当x=0时,f(x)min=
3
2.]

典例7 BCD [当a>0时,f(x)=x-
a
x
,定义域为(-∞,0)

∪(0,+∞),则f(x)在(-∞,0),(0,+∞)上单调递增,当x
→+∞时,f(x)→+∞,当x→0时,f(x)→-∞,故f(x)的

值域为 R,故A错误,D正确;当a=-4时,f(x)=x+
4
x

为

对勾函数,其单调递增区间为(-∞,-2),(2,+∞),故B正

确;当x>0时,x+
4
x≥2 x·4

x =4(当且仅当x=2时取等

号),当 x <0 时,x +
4
x = - (-x)+ -

4
x    ≤

-2 (-x)· -
4
x  =-4(当且仅当x=-2时取等号),

故f(x)的值域为(-∞,-4]∪[4,+∞),故C正确.]
随堂·对点检测

1.C [因为函数f(x)=(m2-3m-3)xm 为幂函数,则 m2-
3m-3=1,解得m=4或m=-1.
当m=4时,f(x)=x4 在区间(0,+∞)上单调递增,不满足

条件,A错误;
当m=-1时,f(x)=x-1 在区间(0,+∞)上单调递减,满
足题意.
函数f(x)=x-1 在(-∞,0)和(0,+∞)上单调递减,但不是

减函数,B错误;

因为函数定义域关于原点对称,且f(-x)=
1
-x=-f

(x),

所以函数f(x)是奇函数,不是偶函数,故C正确,D错误.
故选C.]

2.A [已知函数f(x)=-x2+4x+5在区间[0,m]上的值域

为[5,9],
又f(x)=-x2+4x+5的图象开口向下,对称轴为x=2,且

f(0)=f(4)=5,f(2)=9,

∵函数f(x)=-x2+4x+5在区间[0,m]上的值域为[5,

9],

∴由图可知,2≤m≤4,即实数m 的取值范围是[2,4].

故选A.]

3.ACD [由二次函数图象开口向下知a<0,

对称轴为x=-
b
2a=1

,

即2a+b=0,故b>0.
又因为f(0)=c>0,所以abc<0.
f(2)=f(0)=4a+2b+c>0,

f(3)=f(-1)=9a+3b+c<0.
故选ACD.]

4.f(x)=x2-4x [由题意,可设f(x)=a(x-2)2-4(a>
0),
又图象过原点,
所以f(0)=4a-4=0,a=1,
所以f(x)=(x-2)2-4=x2-4x.]

第14课时 指数运算与对数运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)根式 (2)负数 0 a a -a
知识点2 0
知识点3 ar+s ars arbr 
知识点4 logaN a N lg

 

N ln
 

N
知识点5 (1)0 1 N (2)logaM+logaN logaM-logaN
 nlogaM

链教材·夯基固本

1.解:(1)
3(-8)3=-8;

(2) (-10)2=|-10|=10;

(3)
4(3-π)4=|3-π|=π-3;

(4) (a-b)2=|a-b|=
a-b,a≥b,

b-a,a<b. 
2.解:(1)设b=4

3
2,由定义,得b2=43=64,b=8(b>0),所以

4
3
2=8.

(2)由负分数指数幂的定义,得27
-13=

1

27
1
3
.

设b=27
1
3,由定义,得b3=27,b=3,所以27

-13=
1
3.

(3)由 负 分 数 指 数 幂 的 定 义,得 1
16  

-32
=16

3
2 =(42)

3
2 =

43=64.

3.解:(1)原 式 =
24
5 ×5×x

-23+1-
1
3 ×y

1
2-

1
2+

1
6 =24x0y

1
6

=24y
1
6.

(2)原式=
m
1
2  2+2m

1
2m

-12+ m
-12  2

m
1
2+m

-12

=
m
1
2+m

-12  2

m
1
2+m

-12
=m

1
2+m

-12.

4.ABD [对于A,因为log64x=-
2
3
,所以

x=64
-23=(43)

-23=4-2=
1
16
,A正确;

对于B,因为logx8=6,所以x6=8.又x>0,所以x=8
1
6=

(23)
1
6=2

1
2= 2,B正确;
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对于C,因为lg
 

100=x,所以10x=100,10x=102,于是x=
2,C错误;
对于D,因 为-ln

 

e2=x,所 以ln
 

e2=-x,e2=e-x,于 是

x=-2,D正确.故选ABD.]

5.BC [对于A,log3(27×92)=log3(33×34)=7,故A错误;对

于B,2(log43+log83)(log32+log92)=2 log23log24
+
log23
log28 ·

 log22log23
+
log22
log29 =53log23× 3

2log23
=
5
2
,故B正确;对于C,

ln
 

3+ln
 1
3=ln

 

1=0,故C正确;对于 D,log35-log315=

log3
1
3=-1

,故D错误.故选BC.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)π+
23
4 

(2)
1
ab 

(3)7 47

[(1)1649  
-12
+(-8)

2
3+80.25×42+

3(π-2)3

= 49
16  

1
2
+(-2)2+2

3
4×2

1
4+π-2

=
7
4+4+2+π-2

=π+
23
4.

(2)
b·a

1
3

b
-12· 3

a-2
÷ a-2· b-2

ab2  
-23

=
b
1
2·a

1
3

b
-12·a

-23
÷

a-2·b-1

ab2  
-23

=ab÷(a-3b-3)
-23

=ab÷a2b2=
1
ab.

(3)由a
1
2+a

-12=3,得a+a-1+2=9,即a+a-1=7,
则a2+a-2+2=49,即a2+a-2=47.]

考点二

考向1 典例2 (1)AB (2)D (3)64

[(1)log2
1
25×log38×log15

27=
lg
1
25
lg

 

2 ×
lg

 

8
lg

 

3×
lg

 

27

lg
1
5

=

2lg
1
5

lg
 

2 ×
3lg

 

2
lg

 

3×
3lg

 

3

lg
1
5

=18,故 A正确;ln
 

e+lg
 

1+2
log23+

ln
 

10lg
 

e=1+0+3+1=5,故B正确;log3 27-log32
log23-

2
log23+lg 2+lg 5=log33

3
2 -1-3+lg 10=

3
2 -4+

1
2=-2

,故C错误;因为log2[log3(lg
 

x)]=1,

所以log3(lg
 

x)=2,所以lg
 

x=9,所以x=109,故D错误.故
选AB.

(2)因为a=lg
 

2,b=lg
 

3,所以log1210=
lg

 

10
lg

 

12=
1

lg
 

4+lg
 

3=

1
2lg

 

2+lg
 

3=
1

2a+b.故选D.

(3)由 题 意
1
log8a

-
1
loga4

=
3
log2a

-
1
2log2a= -

5
2
,整 理 得

(log2a)2-5log2a-6=0,
解得log2a=-1或log2a=6.
又a>1,
所以log2a=6=log226,故a=26=64.]

考向2 典例3 (1)A (2)e [(1)由3a=5b=15,得a=
log315,b=log515,

所以
1
a+

1
b=

1
log315

+
1

log515
=log153+log155=log1515=1.

故选A.
(2)f(ln

 

2)f(ln
 

4)=aln
 

2aln
 

4=aln
 

2+ln
 

4=a3ln
 

2=(aln
 

2)3=8,

∴aln
 

2=2,∴a=e.]
考点三

典例4 (1)D (2)B [(1)设北极星的亮度为I1,牛郎星的亮

度为I2,

由题意可得2=-
5
2lg

I1
I0
,0.8=-

5
2lg

I2
I0
,

所以I1=I0·10
-45,I2=I0·10

-825,

所以
I1
I2
=
10

-45

10
-825
=10

-1225.

故选D.
(2)由题意知,klog2(1.024×109)-klog2106=20,

即klog2
1.024×109

106
=20,

所以klog21
 

024=20,

解得k=
20

log21
 

024=
20
10=2

,

所以2log2(4.096×109)-2log2(1.024×109)

=2log2
4.096×109

1.024×109
=2log24=2×2=4.

故选B.]
随堂·对点检测

1.C [若log2x=3,则x=23=8,故A错误;若e=ln
 

x,则x=

ee,故B错误;lg(ln
 

e)=lg
 

1=0,故C正确;5
log5

 

1
25=

1
25
,故D

错误.故选C.]

2.BCD [a
4
3a

3
4=a

4
3+

3
4=a

25
12≠a,故A错误;

a
1
4  4=a

1
4×4=a,故B正确;

a
m
n =

n
am ,故C正确;

a
-m

n =
1

a
m
n
=
1

n
am
,故D正确.

故选BCD.]

3.C [f(t)=mat,第3天时其含量为100,第7天时其含量

为400,

则
f(3)=ma3=100,

f(7)=ma7=400, 
解得

a= 2,

m=252 (负值已舍去),

所以f(t)=252×(2)t,则f(t1)=252×(2)
t1=800,

解得t1=9.
故选C.]
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4. 35 [因为正实数m,n,t满足5m=7n=t,
所以m=log5t,n=log7t,

所以
1
m+

1
n=

1
log5t

+
1
log7t

=logt5+logt7=logt35=2,

所以t2=35,
又因为t>0,

所以t= 35.]

第15课时 指数函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 (0,+∞) (0,1) y>1 0<y<1 y>1 0<
y<1 增函数 减函数

链教材·夯基固本

1.y=9x [设指数函数y=ax(a>0,且a≠1),则81=a2,
所以a=9,所以这个指数函数的解析式为y=9x.]

2.D [b=2-0.4<20=1,c=90.4=30.8>30.7=a>30=1,所以

b<a<c.故选D.]

3.CD [当a>1时,y=ax 在[0,1]上单调递增,

此时f(1)-f(0)=a-a0=a-1=
1
2
,

解得a=
3
2
;

当0<a<1时,y=ax 在[0,1]上单调递减,

此时f(0)-f(1)=a0-a=1-a=
1
2
,

解得a=
1
2.

所以实数a 的值为
3
2

或
1
2.故选CD.]

4.(-∞,2) [由指数函数的性质,得x-1<3-x,解得x<2,
所以实数x

 

的取值范围是(-∞,2).]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABD (2)1.6 [(1)对于A,令2a2-3a+2=1且

a>0,a≠1,则a=
1
2
,A正确;

对于B,不 论0<a<1,还 是a>1,值 域 都 为(0,+∞),B
正确;
对于C,f(x)=ax 的图象向左平移一个单位长度得到y=
ax+1 的图象,C错误;

对于D,令2x+3=0,则 x=-
3
2
,y=0,所 以 函 数 y=

a2x+3-1(a>0,且a≠1)恒 过 定 点 -
3
2
,0  ,D正 确.故

选ABD.
(2)由题图可得,a=2,f(t)=2t,

当浮萍面积为4
 

m2 时,2
t1=4,即t1=2,

当浮萍面积为12
 

m2 时,2
t2=12,即t2=log212=2+log23,

则t2-t1=log23≈1.6.]
考点二

考向1 典例2 B [∵函数f(x)定义域为 R,它的图象关于

直线x=1对 称,且 当x≥1时,函 数f(x)=3x-1单 调

递增,

∴当x<1时,函数f(x)单调递减,且f
3
2  =f 1

2  .

∵
1
3<

1
2<

2
3<1

,

∴f
2
3  <f 1

2  <f 1
3  ,即f

2
3  <f 3

2  <f 1
3  .

故选B.]
多维变迁

 D [函 数f(x)=ex+e-x 为 偶 函 数,在(0,+∞)上 单 调

递增.
∵a=f(21.1),b=f(-1)=f(1),c=f(log23),1<log23<
2<21.1,

∴实数a,b,c的大小关系为b<c<a.
故选D.]

考向2 典例3 (1)D (2)B [(1)∵y=4x-3·2x+3的值

域为[1,7],

∴1≤4x-3·2x+3≤7,且2x>0,

∴0<2x≤1或2≤2x≤4,

∴x≤0或1≤x≤2.
(2)∵ax<1,当a>1时,y=ax 是增函数,

∴p:{x|x<0}.
对于不等式2x+1<x+2,
作出函数y=2x+1 与y=x+2的图象,如图所示.

由图象可知,不等式2x+1<x+2的解集为{x|-1<x<0},

∴q:{x|-1<x<0}.
又∵{x|-1<x<0}⫋{x|x<0},

∴p 是q的必要不充分条件.]

考向3 典例4 解:(1)因为函数f(x)=1-
a
2x+1

是定义域为

R的奇函数,

所以f(0)=0,即1-
a
2=0

,解得a=2,

当a=2时,f(x)=1-
2

2x+1
,

所以 f(-x)+f(x)=1-
2

2-x+1
+1-

2
2x+1

=2-

2(2x+1)
2x+1

=0对任意实数x 恒成立,所以a=2.

因为y=2x 是增函数,所以y=2x+1是增函数,所以y=
2

2x+1
是减函数,

所以y=-
2

2x+1
是增函数,

所以f(x)=1-
2

2x+1
是增函数.

(2)由y=2x>0,得y=2x+1>1,所以0<
2

2x+1
<2,

所以-2<-
2

2x+1
<0,所以-1<1-

2
2x+1

<1,

所以函数y=f(x)=1-
2

2x+1
的值域为(-1,1).
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随堂·对点检测

1.D [当x=1时,31>21> 1
2  

1

> 1
3  

1
,所以图象①,②,

③,④对应的函数依次为y=
1
2  

x
,y=

1
3  

x
,y=3x 和

y=2x.故选D.]

2.A [令x-2=0,得x=2,
将x=2代入函数可得y=3a0+3=6,
即函数y=3ax-2+3的图象恒过点(2,6).
故选A.]

3.D [∵a=(3)3=33,b=9
1
3=39,c=4

2
3= 316,∴39<

316< 327=3,

∴c>b,且
 

a>c,即
 

a>c>b,故选D.]

4.D [法一(复合函数法):因为y=2x 在 R上单调递增,所以

y=x(x-a)在区间(0,1)上单调递减,所以
a
2≥1

,解得a≥

2.故选D.

法二(特值法):取a=3,则y=x(x-3)= x-
3
2  

2

-
9
4

在

(0,1)上单调递减,所以f(x)=2x(x-3)在(0,1)上单调递减,
所以a=3符合题意,排除A,B,C.故选D.]

5.(-3,2) [函数y=2x 在 R上单调递增,则

2x2-2x-3< 1
2  

3(x-1)

⇔2x2-2x-3<2-3(x-1)⇔x2-2x-3<

-3(x-1),
即x2+x-6<0,解得-3<x<2,
所以原不等式的解集为(-3,2).]

第16课时 对数函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)(0,+∞) R (1,0) 增函数 减函数

知识点2 y=logax y=x 
链教材·夯基固本

1.C [根据f(2)<1,f(3)>1,可知y=ln
 

x 满足.故选C.]

2.A [根据复合函数单调性的同增异减原则,可知f(x)在[0,

1]上单调递增,
因为0≤x≤1,所以1≤x+1≤2,
则log21≤log2(x+1)≤log22,
即f(x)∈[0,1].]

3.(1,+∞) [因为y=log0.7x 的定义域为(0,+∞),且是减

函数,故2m>m-1>0,解得m>1.]

4.a>b>c [法一:如图,作出函数y1=log0.2x,y2=log0.3x,

y3=log0.4x 的图象,

由图可知,当x=6时,log0.26>log0.36>log0.46,
即a>b>c.
法二:易知0>log60.4>log60.3>log60.2,

所以
1

log60.4
<

1
log60.3

<
1

log60.2
,

即log0.46<log0.36<log0.26,
即a>b>c.]

5.(1)y=
1
3  

x

 (2)
 

y=log5x [(1)因为对数函数y=log1
3
x

的底数是
1
3
,所以它的反函数是指数函数y=

1
3  

x

.

(2)因为指数函数y=5x 的底数是5,所以它的反函数是对数

函数y=log5x.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)BC (2)A (3)(1,+ ∞) [(1)对 于 A,

a2-5a+6=0,

a-1>0,

a-1≠1, 解得a=3,A错误;

对于B,由题意可得,x-2≠0,

3-x>0, 解得x<3且x≠2,B正确;

对于C,令4x-3=1,解得x=1,则f(1)=loga1=0,C正确;

对于D,x2-2x>0⇒x∈(-∞,0)∪(2,+∞),可知当x>2
时,y=x2-2x 单调递增,结合复合函数的单调性可知f(x)
的单调递增区间为(2,+∞),D错误.
(2)由函数图象可知,f(x)为增函数,故a>1.
函数图象与y 轴的交点坐标为(0,logab),
由函数图象可知-1<logab<0,

解得
1
a<b<1.

综上,0<a-1<b<1.
(3)如图,在 同 一 平 面 直 角 坐 标 系 中 分 别 作 出y=f(x)与

y=-x+a 的图象,其中a 表示直线在y 轴上的截距.由图

象可知,当a>1时,直线y=-x+a 与f(x)的图象只有一

个交点.故实数a 的取值范围为(1,+∞).

]

考点二

考向1 典例2 D [法一(中间量法):因为a=log2e>1,b=

ln
 

2∈(0,1),c=log1
2

1
3=log23>log2e>1

,所以c>a>b.

法二(图象法):log1
2

1
3=log23

,在同一平面直角坐标系中作

出函数y=log2x,y=ln
 

x 的图象,如图.由图可知c>a>b.

]

考向2 典例3 B [因为log2a(4a2+1)<0,4a2+1>1,结合

对数函数图象的性质得0<2a<1,所以4a2+1>4a>1,所

以
1
4<a<

1
2.故选B.]

考向3 典例4 解:由x>0且4-x>0,得函数f(x)的定义

域为(0,4).
(1)证明:因为函数f(4-x)=log2(4-x)+log2x=f(x),
所以f(x)的图象关于直线x=2对称.
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(2)函 数 f(x)=log2x+log2(4-x)=log2(4x-x2)=
log2[-(x-2)2+4](0<x<4),
当x=2时,4x-x2 取到最大值4,
此时f(x)=log2x+log2(4-x)取到最大值log24=2,所以

函数f(x)的最大值为2.
母题探究

1.解:f(x)=log2(4x-x2)(0<x<4)可以看作是由函数y=
log2u 和u=-x2+4x(0<x<4)复合而成的,
因为y=log2u 是定义域上的增函数,u=-x2+4x(0<x<
4)在(0,2)上单调递增,在(2,4)上单调递减,
所以f(x)的单调递增区间是(0,2),单调递减区间是(2,4).

2.解:因为f(4-x)+f(x)=2f(x)=0不恒成立,所以f(x)
的图象不关于点(2,0)对称.

教材拓展3
典例5 A [a=3log83=log827=log233

3=log23,

b=-
1
2log13

16=log1
3

1
4=log34

,c=log45,

利用对 数 型 糖 水 不 等 式 得log23>log34>log45,即a>b
>c.]

随堂·对点检测

1.A [因为a>1,所以y=ax 在 R上单调递增,排除C;
又y=loga(-x)的定义域为(-∞,0),
所以由复合函数的单调性可知,y=loga(-x)在(-∞,0)上单

调递减,且恒过点(-1,0),排除B,D.
故选A.]

2.A [因为log3
1
5<log31=0

,所以a<0,

因为40.3>40=1,所以b>1,

因为log1
3
1<log1

3

1
2<log13

1
3
,

所以0<c<1,
所以b>c>a.
故选A.]

3.A [因为y=log0.3x 在(0,+∞)上单调递减,log0.3(3x)<
log0.3(x+1),

所以

3x>0,

3x>x+1,

x+1>0, 解 得 x >
1
2
,即 x 的 取 值 范 围 是

1
2
,+∞  .故选A.]

4.-
1
4  

[依 题 意 得 f(x)=
1
2log2x

· (2+2log2x)=

(log2x)2+log2x= log2x+12 
2

-
1
4≥-

1
4
,当log2x=

-
1
2
,即x=

2
2

时 等 号 成 立,所 以 函 数 f(x)的 最 小 值 为

-
1
4.]

*第17课时 指、对、幂的大小比较(进阶课)
类型一

典例1 BD [对于A,y=0.6x 单调递减,所以0.60.6<0.60.5,
故A错误;
对 于 B,y=log6x 单 调 递 增,所 以log60.6>log60.5,又

log60.5>log50.5,所以log60.6>log50.5,故B正确;
对于C,0.60.5∈(0,1),log0.60.5>log0.60.6=1,所 以0.60.5<
log0.60.5,故C错误;

对于D,log37=log949,y=log9x 单 调 递 增,所 以log949>
log940,所以log37>log940,故D正确.故选BD.]

类型二

典例2 C [因为函数y=4x 在 R上为增函数,且0<0.1<1,
所以40<40.1<41,即1<a<4.因为函数y=0.1x 在 R上为

减函数,且 0<0.4<1,所 以 0.11 <0.10.4 <0.10,即

0.1<b<1.因为函 数 y=log4x 在(0,+∞)上 单 调 递 增,

0.1<1,所以log40.1<log41=0,即c<0.所以c<b<a.故

选C.]
类型三

典例3 D [法一(特殊值法):取z=1,则由2x=3y=5得x=
log25,y=log35,所 以 2x=log225<log232=5z,3y=
log3125<log3243=5z,所以5z 最大.取y=1,则由2x=3得

x=log23,所以2x=log29>3y.
综上可得,3y<2x<5z.
法二(作 差 法):令2x=3y=5z=k,由 x,y,z 为 正 数,知

k>1,

则x=
lg

 

k
lg

 

2
,y=

lg
 

k
lg

 

3
,z=
lg

 

k
lg

 

5
,

因为k>1,所以lg
 

k>0,

所以2x-3y=
2lg

 

k
lg

 

2-
3lg

 

k
lg

 

3

=
lg

 

k·(2lg
 

3-3lg
 

2)
lg

 

2·lg
 

3

=
lg

 

k·lg
9
8

lg
 

2·lg
 

3>0
,

故2x>3y,

2x-5z=
2lg

 

k
lg

 

2-
5lg

 

k
lg

 

5

=
lg

 

k·(2lg
 

5-5lg
 

2)
lg

 

2·lg
 

5

=
lg

 

k·lg
25
32

lg
 

2·lg
 

5<0
,

故2x<5z.
所以3y<2x<5z.
法三(作 商 法):令2x=3y=5z=k,由 x,y,z 为 正 数,知

k>1.

则x=
lg

 

k
lg

 

2
,y=

lg
 

k
lg

 

3
,z=
lg

 

k
lg

 

5.

所以
2x
3y
=
2
3

·lg
 

3
lg

 

2=
lg

 

9
lg

 

8>1
,即2x>3y,

5z
2x=

5
2

·lg
 

2
lg

 

5=
lg

 

32
lg

 

25>1
,即5z>2x.

所以5z>2x>3y.]
第18课时 函数的图象

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 (1)f(x+h) f(x-h) (2)-f(x) f(-x)

-f(-x) logax(a>0,且a≠1) (3)f(ax) af(x)
(4)|f(x)| f(|x|)

链教材·夯基固本

1.C [因为题图2中的图象是在题图1的基础上,去掉函数

y=f(x)图象在y 轴右侧的部分,然后将y 轴左侧的图象翻

折到y 轴右侧得到的,所以题图2中的图象对应的函数可能

是y=f(-|x|).故选C.]
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2.上 log2(x+2)

3.-
1
2
,0   [由指数函数y=

b
a  

x

的图象可知,0<
b
a <

1,所以-
1
2<-

b
2a<0

,所以二次函数y=ax2+bx 图象顶

点的横坐标的取值范围是 -
1
2
,0  .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)首先作出y=lg
 

x 的图象,然后将其向右平移1
个单位长度,得到y=lg(x-1)的图象,再把所得图象在x 轴

下方的部分翻折到x 轴上方,即得到所求函数y=|lg(x-
1)|的图象,如图1所示(实线部分).

 
(2)将y=2x 的图象向左平移1个单位长度,得到y=2x+1 的

图象,再将所得图象向下平移1个单位长度,得到y=2x+1-
1的图象,如图2所示.

(3)y=x2-|x|-2=
x2-x-2,x≥0,

x2+x-2,x<0, 其图象如图3所示.

 

(4)因为y=
2x-1
x-1=2+

1
x-1

,所以该函数的图象可由y=

1
x

的图象向右平移1个单位长度,再向上平移2个单位长度

得到,如图4所示.
考点二

考向1 典例2 B [f(-x)=-x2+(e-x-ex)sin(-x)

=-x2+(ex-e-x)sin
 

x=f(x),
又函数定义域为[-2.8,2.8],关于原点对称,故该函数为偶

函数,图象关于y 轴对称,可排除A,C,

又f(1)=-1+ e-
1
e  sin 

1>-1+ e-
1
e  sin π

6=
e
2-

1-
1
2e>0

,故可排除D.

故选B.]
考向2 典例3 D [由题图可知函数f(x)的定义域为{x|x

≠±1},且f(x)为偶函数,易得f(x)=
x

1-|x|
与f(x)=

x
|x|-1

均为奇函数,排除选项 A,B;由题图可知当x>1时,

f(x)>0,易 得 当 x>1时,f(x)=
|x|
1-x2<0,f(x)=

|x|
x2-1

>0,排除选项C.故选D.]

考点三

典例4 (1)ABC (2)B [(1)由题意知f(x)=|lg|2-x||.将

函数y=lg
 

x 的图象关于y 轴对称,可得y=lg|x|的图象,
再将y=lg|x|的图象位于x 轴下方的部分对折至x 轴上方,
可得y=|lg|x||的图象,再将y=|lg|x||的图象向右平移2
个单位长度,可得f(x)的图象,如图所示.

结合图象,可知f(x)在区间(1,2)内单调递增,f(x)的图象

关于直线x=2对称,f(x)的图象与y=m(m>0)有且仅有

4个交点,故 A,B,C正确.令x1=
21
10
,x2=12,则f(x1)=

f(x2)=1,但x1+x2=
21
10+12

≠4,故D错误.故选ABC.

(2)由题意知f(x)在(0,+∞)上单

调递减.因为f(x)是定义在R上的

奇函数,所以f(x)在(-∞,0)上单调

递减,如图所示.
要使(x-1)f(x)>0,则 当 x>1
时,有f(x)>0,得1<x<2;当x<1
时,有f(x)<0,得-2<x<0.
综上,满足(x-1)f(x)>0的x 的取值范围是(-2,0)∪(1,

2).故选B.]
多维变迁

 C [由f(x+1)=f(1-x),得f(x)的图象关于直线x=1
对称,
且当x≥1时,f(x)=x2-4x,作出f(x)的图象如图所示.

由图象可知,f(x)不关于坐标原点对称,所以f(x)不是奇函

数,A错误;

f(x)在(1,2)内 单 调 递 减,B 错 误;f(x)min=f(0)=
f(2)=-4,C正确;

f(x)在(0,1)内单调递增,D错误.故选C.]
随堂·对点检测

1.C [f(x)=(ex-e-x)cos
 

x,
可知f(-x)=(e-x-ex)cos(-x)

=-(ex-e-x)cos
 

x=-f(x),
函数f(x)是奇函数,f(x)的图象关于原点对称,排除B,D;

又f -
π
2  =f(0)=f π

2  =0,函数f(x)在[-2,2]上有

3个零点,排除A.故选C.]

2.C [由题图可知f(x)为奇函数,对于D,f(-x)=(-x)·

sin(-πx)=xsin
 

πx=f(x),排 除 D.由 题 图 可 知,0<

f 12 <1,对于 A,f 12 =12+1>1,排 除 A;对 于B,

f 12 =12-1<0,排除B.故选C.]
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3. -∞,52  [作出函数f(x)的图

象如图所示,
由图可知,函数f(x)在 R 上单调递

增,因 为 f(4)=log24=2,所 以

f(2x-1)<2等 价 于 f(2x-1)<

f(4),即2x-1<4,解得x<
5
2
,所

以不等式f(2x-1)<2的解集是 -∞,52 .]

4.解:(1)根 据 绝 对 值 的 意 义,可 将 函 数 式 化 为 分 段 函 数y=
1,x≥1,

2x-1,x<1, 可知其图象是由两条射线组成,如图1所示.

 

(2)先作出y=log2x 的图象,再将其图象向下平移一个单位

长度,保留x 轴上方的部分,将x 轴下方的图象翻折到x 轴

上方,即得y=|log2x-1|的图象,如图2所示.
第19课时 函数的零点与方程的解

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)f(x)=0 (2)零点 x 轴

(3)连续不断 f(a)f(b)<0 (a,b) f(c)=0
知识点2 连续不断 f(a)f(b)<0 零点

链教材·夯基固本

1.B [由
x≤0,

x2+x-2=0, 或
x>0,

-1+ln
 

x=0, 
解得x=-2或x=e,故f(x)有2个零点.
故选B.]

2.B [函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,
且f(1)=-1,f(2)=1,则f(1)f(2)<0,
故f(x)的零点所在的区间为(1,2).故选B.]

3.(-2,2) [由题意得f(-1)f(1)=(-2+a)(2+a)<0,
解得-2<a<2.]

4.A [根据二分法的概念可知选项 A中函数不能用二分法求

零点.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)函数f(x)=ex+4x-4在 R上单

调递增,

f(-1)=
1
e-8<0

,f(0)=1-4=-3<0,f(1)=e+4-

4=e>0,
故函数f(x)的零点所在区间为(0,1).
故选B.
(2)因为区间(2,3)的长度为1,经过二分法的一次操作,
区间长度变为原来的一半,所以经过n(n∈N+)次二分法的

操作,

区间的长度为
1
2n,由

1
2n<0.1,解得n≥4.

故选C.]

多维变迁

1.B [易 知f(x)在[0,+∞)上 单 调 递 减,又f(0)=1>0,

f(0.3)=0.30.3- 0.3=0.30.3-0.30.5>0,f(0.5)=

0.30.5- 0.5= 0.3- 0.5<0,所以f(x)的零点所在区

间是(0.3,0.5).故选B.]

2.1.56 [注意到f(1.556
 

2)≈-0.029和f(1.562
 

5)≈0.003,
显然f(1.556

 

2)f(1.562
 

5)<0,又|1.556
 

2-1.562
 

5|=0.006
 

3<
0.01,所以近似解可取1.56.]

考点二

典例2 (1)D (2)1 [(1)当 x≤0时,x2-1=0,解 得 x
=-1;
当x>0时,f(x)=x-2+ln

 

x 在(0,+∞)上单调递增,并
且f(1)=1-2+ln

 

1=-1<0,

f(2)=2-2+ln
 

2=ln
 

2>0,
即f(1)f(2)<0,
所以函数f(x)在区间(1,2)内必有一个零点.
综上,函数f(x)的零点个数为2.故选D.
(2)令f(x)=0,可得方程ln

 

x+x2-3=0,即ln
 

x=3-x2,
故原函数的零点个数即为函数y=ln

 

x 与y=3-x2 图象的

交点个数.
在同一平面直角坐标系中作出两个函数的大致图象(如图).

由图可知,函数y=3-x2 与y=ln
 

x 的图象只有一个交点,
故函数f(x)=ln

 

x+x2-3只有一个零点.]
考点三

考向1 典例3 A [依题意,函数g(x)=f(x)-b有四个不

同的零点,即方程f(x)=b有四个解,转化为函数y=f(x)
的图象与直线y=b 有四个交点,由函数y=f(x)的解析式

可知,当x∈(-∞,-1]时,函数单调递减,y∈[0,+∞);当
x∈(-1,0]时,函数单调递增,y∈(0,1];当x∈(0,1)时,函
数单调递减,y∈(0,+∞);当x∈[1,+∞)时,函数单调递

增,y∈[0,+∞),结合图象,可知实数b 的 取 值 范 围 为(0,

1].故选A.

]

母题探究

 [0,1) [由本例题的解题过程可知,x1+x2=-2,x3x4=1,

所以 x1x2x3x4=x1x2=x1(-2-x1)=-x2
1-2x1,又

-2≤x1<-1,所以-x2
1-2x1∈[0,1),故x1x2x3x4 的取

值范围是[0,1).]
考向2 典例4 B [由y1=log2x 在(0,+∞)上单调递增,

y2=x2+m 在(0,+∞)上单调递增,得函数f(x)=log2x+
x2+m 在区间(0,+∞)上单调递增,
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因为函数f(x)=log2x+x2+m 在区间(1,2)上存在零点,

所以
f(1)<0,

f(2)>0, 即
log21+12+m<0,

log22+22+m>0, 解得-5<m<-1,

所以实数m 的取值范围是(-5,-1).
故选B.]

多维变迁

 A [函数h(x)=f(x)-g(x)在区间[-5,5]上恰有8个零

点,即函数f(x)与函数g(x)的图象在区间[-5,5]上有8个

交点,由f(x+2)=f(x)知,f(x)是 R上周期为2的函数,
作函数f(x)与 函 数g(x)在 区 间[-5,5]上 的 图 象,如 图

所示,

由图象知,当x∈[-5,1]时,图象有5个交点,故在(1,5]上
有3个交点即可,

故
loga(3-1)<1,

loga(5-1)>1, 解得2<a<4.故选A.]

随堂·对点检测

1.B [f(x)=x+log2x 在(0,+∞)上单调递增,

f 13 =13+log2 13
=
1
3-log23<

1
3-log22=-

2
3<0

,

f 12 =12+log2 12=-12<0,
f 23 = 23 +log2 23 = 53 -log23= 1

3
(5-3log23)=

1
3
(log232-log227)>0,则函数f(x)=x+log2x 的零点所

在的区间为 12,23 .故选B.]

2.C [由f(x)=log2x- x=0,

得log2x= x,

函数y=log2x 与y= x都是(0,+∞)上的增函数,

且log24= 4=2,log216= 16=4,

且当x>16时,函数y= x比y=log2x 增长的快,

则函数y= x与y=log2x 的图象只有两个交点,也就是函

数f(x)=log2x- x的零点个数是2.故选C.]

3.(4,+∞) [令t=2x,则t>0,且22-x=
4
t
,方 程2x+

22-x-m=0等价于t+
4
t=m.因为t=2x 与x 一一对应,所

以关于t的方程t+
4
t =m 有两个正根,即函数y=t+

4
t

(t>0)的图象与直线y=m 有两个交点,结合对勾函数y=

t+
4
t

在(0,+∞)上的图象,可知 m>4,故 m 的取值范围为

(4,+∞).]

4.(0,3) [令f(x)=0,则x·2x-kx-2=0,即k=2x-
2
x
,

即y=k 与g(x)=2x-
2
x

的 图 象 在(1,2)内 有 交 点.因 为

y=2x
 

和y=-
2
x

在(1,2)内单调递增,所以g(x)=2x-
2
x

在(1,2)内 单 调 递 增,所 以 g(1)<g(x)<g(2),即0<
g(x)<3,所以0<k<3,即实数k

 

的取值范围是(0,3).]
第20课时 函数模型及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 递增 递增 越快 越慢 y 轴 x 轴

链教材·夯基固本

1.D [结合函数的性质可知,几种函数模型中,指数函数的增

长速度最快.故选D.]

2.B [由题图可知,函数在(0,+∞)上单调递减,且散点分布

在一条曲线附近,

函数y=a· 1
4  

x

+b的图象为一条曲线,且当a>0时,该

函数在(0,+∞)上单调递减,符合题意.故选B.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B [(1)水位由高变低,排除C,D.流完半缸

水前水位下降速度先快后慢,流完半缸水后水位下降速度先

慢后快.
(2)A选项,由散点图知身高y 随时间x 的变化不是线性增

长,故A错误;C选项,指数函数模型中y 随x 的增长越来越

快,与图象不符合;D选项,对数函数模型在x=0时没有意

义;B选项符合散点图中y 随x 的增长越来越慢,且在x=0
时有意义.故选B.]

考点二

典 例 2  解:(1)将 x = 8
 

100,x0 = 4 代 入 v =
1
2log3

x
100-lg

 

x0,

得v=
1
2log381-lg

 

4=2-2lg
 

2≈2-0.6=1.4,

所以候鸟的飞行速度约是1.4
 

km/min.
(2)设雄性候鸟每分钟的耗氧量为x1,雌性候鸟每分钟的耗

氧量为x2,

依题意可得
2.5=

1
2log3

x1

100-lg
 

x0,

1.5=
1
2log3

x2

100-lg
 

x0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

两式相减可得1=
1
2log3

x1

x2
,解得

x1

x2
=9.

故此时雄性候鸟每分钟的耗氧量是雌性候鸟每分钟的耗氧

量的9倍.
多维变迁

 C [依题意可知,当t=0时,μ(t)=6.05,

即6.05=λe
-07+0.05,解得λ=6,

所以μ(t)=6e
-t
7+0.05,

由μ(t)=6e
-t
7+0.05≤0.1,得e

-t
7≤

1
120
,

即-
t
7≤ln

 1
120
,即t
7≥ln

 

120=3ln
 

2+ln
 

3+ln
 

5≈3×

0.7+1.1+1.6=4.8,
所以t≥33.6,又t∈N,所以tmin=34,
故至少需要放置的时间为34天.
故选C.]
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考点三

考向1 典例3 解:(1)由题意知,当0≤x≤8时,

y=0.6x+0.2(14-x)-
1
20x

2=-
1
20x

2+
2
5x+

14
5
,

当8<x≤14时,

y=0.6x+0.2(14-x)-
3x+8
10 =

1
10x+2

,

即y=
-
1
20x

2+
2
5x+

14
5
,0≤x≤8,

1
10x+2

,8<x≤14.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(2)当0≤x≤8时,y=-
1
20x

2+
2
5x+

14
5 =-

1
20
(x-

4)2+
18
5
,

所以当x=4时,ymax=
18
5.

当8<x≤14时,y=
1
10x+2

,

所以当x=14时,ymax=
17
5.

因为
18
5>

17
5
,所以当x=4时,ymax=

18
5.

所以当 精 加 工 蔬 菜4吨 时,总 利 润 最 大,最 大 利 润 为3.6
万元.

考向2 典例4 解:(1)由题意可得,y=(400+kx2)×
520
x =

208
 

000
x +520

 

kx,0<x≤100.

(2)由“对 勾 函 数”的 性 质 可 得 y=
208

 

000
x +520

 

kx 在

0,
20
k 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上单调递减,在 20k,+∞ 上单调递增,

又0<x≤100,

当0<
20
k
≤100,即k≥

1
25

时,

货车速度为
20
k
km/h时,全程运输成本最低;

当
20
k
>100,即0<k<

1
25

时,

货车速度为100
 

km/h时,全程运输成本最低.
随堂·对点检测

1.B [画出函数f(x)=x2,g(x)=2x,h(x)=log2x 的图象,
如图所示,

 

结合图象,可 得 三 个 函 数 f(x)=x2,g(x)=2x,h(x)=
log2x 中,当x∈(4,+∞)时,函数g(x)=2x 增长速度最快,

h(x)=log2x 增长速度最慢.
故选B.]

2.A [由题意知C0
1
2  

t
5

 

730
=
2
5C0,所以

t
5

 

730lg
1
2=lg

4
10
,

所以t=5
 

730×
1-2lg

 

2
lg

 

2
≈5

 

730×
1-2×0.301

 

0
0.301

 

0
≈7

 

577,

所以可推断 该 生 物 死 亡 的 时 间 约 为 公 元 前7577-2025=
5552年.
故选A.]

3.解:(1)由题图可知每月销售量y 与每件售价x 之间为一次

函数关系,
设其函数关系式为y=kx+b(k≠0),
将点(60,600),(80,400)代入,

得
60k+b=600,

80k+b=400, 解得
k=-10,

b=1
 

200, 
所以每月销售量y 与每件售价x 之间的函数关系式为y=
-10x+1

 

200.
(2)根据题意得,(-10x+1

 

200)(x-50)=10
 

000,
整理得x2-170x+7

 

000=0,解得x1=70,x2=100,
因为该防护品的每件利润不允许高于进货价的50%,
所以x≤50×(1+50%),
即x≤75,所以x=70.
所以当这种防护品每件的售价定为70元时,该主播每月的总

利润可达到10
 

000元.

第三章 一元函数的导数及其应用

第21课时 导数的概念及其意义、导数的运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)f'(x0) y'|x=x0

知识点2 斜率 y-f(x0)=f'(x0)(x-x0)

知识点3 0 αxα-1 cos
 

x -sin
 

x axln
 

a ex 
知 识 点 4  f' (x)± g' (x) f' (x)g (x)+
f(x)g'(x) cf'(x)

知识点5 y'u·u'x
链教材·夯基固本

1.y=x+
1
3 

[设y=f(x)=(3x-1)
1
3,则f'(x)=3×

1
3
(3x-1)

-23=(3x-1)
-23,则f'

2
3  =1,因此曲线y=

33x-1在点 2
3
,1  处的切线方程为y-1=x-

2
3
,即y=

x+
1
3.]

2.AD [对于A,因为y=x5,所以y'=5x4,所以在x=3处的

导数为5×34=405,故 A正确;对于B,因为y=ln
 

x,所以

y'=
1
x
,所以在x=

2
3

处的导数为
3
2
,故B错误;对于C,因

为y=sin
 

x,所 以y'=cos
 

x,所 以 在x=2π处 的 导 数 为

cos
 

2π=1,故C错误;对于D,因为y=ex,所以y'=ex,所以

在x=0处的导数为e0=1,故D正确.
故选AD.]

3.1- 2 [f'(x)=-f'
π
4  sin 

x-cos
 

x,

令x=
π
4
,得f'

π
4  =- 22f'

π
4  - 22,

解得f'
π
4  =1- 2.]

4.ABC [选项D中,sin2x+
π
3    '=2cos2x+π3  .]
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考点深研·题型突破

考点一

典例1 A [lim
Δx→0

f(2+2Δx)-f(2)
Δx =-6,

则2lim
Δx→0

f(2+2Δx)-f(2)
2Δx =2f'(2)=-6,

解得f'(2)=-3,
故在第2

 

h时,原油温度的瞬时变化率为-3
 

℃/h.
故选A.]

多维变迁

 D [因为f(x)=2ln
 

x+8x,所以f'(x)=
2
x+8

,

所以lim
Δx→0

 

f(1+2Δx)-f(1)
Δx

=2lim
Δx→0

 

f(1+2Δx)-f(1)
2Δx =2f'(1)=20.

故选D.]
考点二

典例2 CD [对 于 A 选 项,(e3x)'=e3x ·(3x)'=3e3x,A
错误;

对于B选项, x2

2x+1  '=(x
2)'·(2x+1)-x2·(2x+1)'

(2x+1)2

=
2x·(2x+1)-2x2

(2x+1)2
=
2x2+2x
(2x+1)2

,B错误;

对于C选项,(2sin
 

x-3)'=2cos
 

x,C正确;

对 于 D 选 项,ln
x
2-x  '= 1

x
2-x

· x
2-x  '=2-xx

·

2-x-x· -1  
(2-x)2

=
2

x(2-x)
,D正确.

故选CD.]
考点三

考向1 典例3 解:第1步 算切点:切点已知直接用,切点未

知,已知切点横坐标x0,应用关系式计算纵坐标y0=f(x0).
第2步 求 斜 率:由 导 数 的 几 何 意 义,得 切 线 的 斜 率k=
f'(x0).
由题意得f'(x)=x2,

∵点P(2,4)在曲线f(x)=
1
3x3+

4
3

上,

∴曲线在点P(2,4)处切线的斜率为k=f'(2)=4,
第3步 列 方 程:列 出 直 线 的 点 斜 式 方 程y-y0=k(x-
x0).
∴曲线在点P(2,4)处的切线方程为y-4=4(x-2),
即4x-y-4=0.

母题探究

 解:第1步 设切点:设曲线上的切点坐标为(x0,f(x0)).

设曲线f(x)=
1
3x3+

4
3

与过点 P(2,4)的直线相切于点

A x0,
1
3x3

0+
4
3  ,

第2步 求 斜 率:由 导 数 的 几 何 意 义,得 切 线 的 斜 率k=
f'(x0).
则切线的斜率为k=x2

0.
第3步 列方程:列出直线的点斜式方程y-f(x0)=k(x-
x0).

∴切线方程为y-
1
3x3

0+
4
3  =x2

0(x-x0),

即y=x2
0·x-

2
3x3

0+
4
3.

第4步 代坐标:把已知点(a,b)代入上述方程,
得b-f(x0)=k(a-x0).
∵点P(2,4)在切线上,

∴4=2x2
0-
2
3x3

0+
4
3
,

即x3
0-3x2

0+4=0.
第5步 求参数x0 得切线方程.

∴x3
0+x2

0-4x2
0+4=0,

∴x2
0(x0+1)-4(x0+1)(x0-1)=0,

∴(x0+1)(x0-2)2=0,
解得x0=-1或x0=2.
故所求的切线方程为x-y+2=0或4x-y-4=0.

考向2 典例4 (1)D (2)4 [(1)因为f(x)=
a
2x2+bln

 

x,

所以f'(x)=ax+
b
x
,由 题 意 得,f(1)=

a
2 +bln

 

1=1,

f'(1)=a+b=-
1
2
,解得b=-

5
2
,a=2,则a+2b=2-

5=-3.故选D.
(2)设直线y=2x+5与曲线y=ex+x+a 的切点坐标为

(x0,e
x0+x0+a),由y=ex+x+a 得y'=ex+1,所 以

y'|x=x0
=e

x0+1=2,解得x0=0,所以切点坐标为(0,1+

a),又切点(0,1+a)在切线y=2x+5上,所以1+a=5,解
得a=4.]

考题探源

 解:对函数y=e2ax 求导得y'=2ae2ax.
在点(0,1)处的切线斜率k=y'|x=0=2ae0=2a,
又切线与直线2x-y+1=0垂直,

所以2a×2=-1,解得a=-
1
4.

多维变迁

1.C [由题可得,f'(x)=ex+a,
则曲线在x=0处的切线的斜率为f'(0)=e0+a=1+a,
又曲线f(x)=ex+ax 在x=0处的切线与直线3x-2y-
5=0平行,

则有1+a=
3
2
,可得a=

1
2.

故选C.]

2.(-∞,-4)∪(0,+∞) [∵y=(x+a)ex,

∴y'=(x+1+a)ex,

设切点坐标为(x0,y0),则y0=(x0+a)e
x0,切线斜率k=

(x0+1+a)e
x0,

切线方程为y-(x0+a)e
x0=(x0+1+a)·e

x0(x-x0),

∵切线过原点,∴-(x0+a)e
x0=(x0+1+a)e

x0(-x0),

整理得x2
0+ax0-a=0,

∵切线有两条,∴Δ=a2+4a>0,
解得a<-4或a>0,

∴a 的取值范围是(-∞,-4)∪(0,+∞).]
微点突破5

典例5 (1)A (2)ln
 

2 [(1)由y=x2+2ln
 

x,

得y'=2x+
2
x
,由2x+

2
x=4

,解得x=1,
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则直线y=4x+m 与 曲 线y=x2+2ln
 

x 相 切 于 点(1,4
+m),

∴4+m=1+2ln
 

1=1,得m=-3.
∴直线y=4x-3是曲线y=x3-nx+13的切线,
由y=x3-nx+13,得y'=3x2-n,设切点为(t,t3-nt+
13),
则3t2-n=4,且t3-nt+13=4t-3,联立可得2t3=16,解得

t=2,由n=3t2-4,得n=8.
∴n-m=8-(-3)=11.
故选A.
(2)由y=ex+x 得y'=ex+1,则y'|x=0=e0+1=2,

故曲线y=ex+x 在点(0,1)处的切线方程为y=2x+1.

由y=ln(x+1)+a 得y'=
1

x+1
,

设切线与曲线y=ln(x+1)+a 相切的切点为(x0,ln(x0+
1)+a),

由两曲线有公切线得y'=
1

x0+1
=2,解得x0=-

1
2
,则切点

为 -
1
2
,a+ln

 1
2  ,

切线方程为y=2x+
1
2  +a+ln 1

2=2x+1+a-ln
 

2.

因为两切线重合,所以a-ln
 

2=0,解得a=ln
 

2.]
随堂·对点检测

1.A [因为函数f(x)=ex-x2,
所以f'(x)=ex-2x,

所以lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =f'(1)=e-2.

故选A.]

2.C [对于选项A,因为y=π2,
所以y'=0,故选项A错误;
对于选项B,因为y=log2x,

所以y'=
1

xln
 

2
,故选项B错误;

对于选项C,因为y=e-2x,
所以y'=e-2x·(-2x)'=-2e-2x,故选项C正确;

对于选项D,因为y=cos
x
3
,

所以y'=-sin
x
3

· x
3  '=-13sinx

3
,故选项D错误.故

选C.]

3.A [设直线y=x+a 与曲线y=ln(x+b)相切于点(x0,

y0),由导数的几何意义知,y'|x=x0
=

1
x0+b

,因为直线y=

x+a 的斜率为1,所以
1

x0+b
=1,即x0=1-b.

又切点(x0,y0)既在直线上又在曲线上,
所以y0=x0+a 且y0=ln(x0+b),
即ln(x0+b)=x0+a.
将x0=1-b代入ln(x0+b)=x0+a,
得ln(1-b+b)=1-b+a,即b-a=1.
故选A.]

4.D [因为y=5x+8ln
 

x,所以y'=5+
8
x
,所以y'|x=1=13,

所以曲线y=5x+8ln
 

x 在点(1,5)处的切线方程为y-5=
13(x-1),则y=13x-8.故选D.]

第22课时 导数与函数的单调性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 单调递增 单调递减 常数函数

知识点2 定义域 零点

链教材·夯基固本

1.(0,1) (1,2) [由题图知,当x∈(0,1)时,f'(x)>0,
当x∈(1,2)时,f'(x)<0,
故f(x)的单调递增区间是(0,1),
单调递减区间是(1,2).]

2.(- ∞,-1), 1
3
,+∞   [f'(x)=3x2 +2x-1,令

f'(x)>0,解得x>
1
3

或x<-1,所以f(x)=x3+x2-x

的单调递增区间为(-∞,-1)和 1
3
,+∞  .]

3.C [由题图知,当x∈(-∞,0)时,f'(x)>0,

∴f(x)在(-∞,0)上单调递增;
当x∈(0,x1)时,f'(x)<0,∴f(x)在(0,x1)内单调递减;
当x∈(x1,+∞)时,f'(x)>0,

∴f(x)在(x1,+∞)上单调递增.故选C.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)BD [(1)由函数的图象可知,当x<0时,
函数单调递增,导数始终为正;当x>0时,函数先增后减再

增,即导数先正后负再正,对照选项,应选D.
(2)由题图知,当0<x<a 时,f'(x)>0且 为 定 值;当a<
x<c时,f'(x)单调递减,且在x∈(a,b)内,f'(x)>0,在x
∈(b,c)内,f'(x)<0;当c<x<e时,f'(x)单调递增,且在

x∈(c,d)内,f'(x)<0,在x∈(d,e)内,f'(x)>0,所以当

0<x<a 时,f(x)单调递增且图象为斜率大于0的直线,当

a<x<b时,f(x)单调递增,当b<x<c时,f(x)单调递减,
当c<x<d 时,f(x)单调递减,当d<x<e时,f(x)单调递

增,其大致图象如图.故选BD.

]

考点二

典例2 (1)BD (2)C [(1)对于A,f(x)=x+
1
x
,其定义域

为{x|x≠0},

其导数f'(x)=1-
1
x2,在(-1,0)和(0,1)内,f'(x)<0,

f(x)不符合题意;
对于B,f(x)=x+sin

 

x,其定义域为 R,
其导数f'(x)=1+cos

 

x,有f'(x)≥0恒成立,则f(x)在定

义域上为增函数,符合题意;
对于C,f(x)=xex,其定义域为 R,
其导数f'(x)=xex+ex=(1+x)ex,在区间(-∞,-1)上,

f'(x)<0,f(x)不符合题意;
对于D,f(x)=ex-e-x,其定义域为 R,
其导数f'(x)=ex+e-x,易得f'(x)≥2>0恒成立,
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则f(x)在定义域上为增函数,符合题意.
故选BD.

(2)∵f(x)=ln
 

x-
1
2x2,

∴函数f(x)的定义域为(0,+∞),

∴f'(x)=
1
x-x=

1-x2

x
,

当f'(x)>0时,解得0<x<1,

∴函数f(x)=ln
 

x-
1
2x2 的单调递增区间为(0,1).

故选C.]
考点三

典例3 解:因为f(x)=
1
2x2-(a+1)x+aln

 

x,定义域为

(0,+∞),

所 以 f'(x)=x - (a +1)+
a
x =

x2-(a+1)x+a
x

=
(x-1)(x-a)

x .

当0<a<1时,令f'(x)>0,得0<x<a 或x>1,
令f'(x)<0,得a<x<1,
所以函数f(x)在(0,a)内单调递增,在(a,1)内单调递减,在
(1,+∞)上单调递增.

当a=1时,f'(x)=
(x-1)2

x ≥0恒成立,所以函数f(x)在

(0,+∞)上单调递增.
当a>1时,令f'(x)>0,得0<x<1或x>a,令f'(x)<0,
得1<x<a,
所以函数f(x)在(0,1)内单调递增,在(1,a)内单调递减,在
(a,+∞)上单调递增.
综上,当0<a<1时,f(x)在(0,a)内单调递增,在(a,1)内
单调递减,在(1,+∞)上单调递增;
当a=1时,f(x)在(0,+∞)上单调递增;
当a>1时,f(x)在(0,1)内单调递增,在(1,a)内单调递减,
在(a,+∞)上单调递增.

多维变迁

 解:由题意知f(x)的定义域为 R,

f'(x)=3x2-2x+a,
对于f'(x)=0,Δ=(-2)2-4×3a=4(1-3a).

①当a≥
1
3

时,f'(x)≥0,f(x)在 R上单调递增;

②当a<
1
3

时,令f'(x)=0,即3x2-2x+a=0,

解得x1=
1- 1-3a

3
,x2=

1+ 1-3a
3

,

令f'(x)>0,则x<x1 或x>x2;
令f'(x)<0,则x1<x<x2.
所以f(x)在(-∞,x1),(x2,+∞)上单调递增,在(x1,x2)
内单调递减.

综上,当a≥
1
3

时,f(x)在 R上单调递增;

当a<
1
3

时,f(x)在 -∞,
1- 1-3a

3  ,
1+ 1-3a

3
,+∞  上单调递增,

在 1- 1-3a
3

,1+ 1-3a
3  内单调递减.

随堂·对点检测

1.B [f(x)=xe-x 的 定 义 域 为 R,导 函 数f'(x)=(1-
x)e-x,
由f'(x)>0,得x<1,因此f(x)=xe-x 的单调递增区间是

(-∞,1).
故选B.]

2.C [根据题意,由f(x)的图象,f(x)在(-∞,-1)上单调递

减,在(-1,+∞)上单调递增,
得当x∈(-∞,-1)时,f'(x)<0,当x∈(-1,+∞)时,

f'(x)>0.
对于函数y=xf'(x),在(-∞,-1)上,必有xf'(x)>0,
在(-1,0)上,必有xf'(x)<0,
在(0,+∞)上,必有xf'(x)>0,
分析可知选项C符合.
故选C.]

3.解:函数f(x)=ex-ax 的定义域为 R,f'(x)=ex-a,
当a≤0时,f'(x)=ex-a>0恒 成 立,f(x)在 R 上 单 调

递增;
当a>0时,由f'(x)>0,解得x>ln

 

a;
由f'(x)<0,解得x<ln

 

a,

∴f(x)在(-∞,ln
 

a)上 单 调 递 减,在(ln
 

a,+∞)上 单 调

递增,
综上所述,当a≤0时,f(x)在 R上单调递增;
当a>0时,f(x)在(-∞,ln

 

a)上单调递减,在(ln
 

a,+∞)
上单调递增.

第23课时 函数单调性的应用

考点深研·题型突破

考点一

典例1 D [法一:因为f(x)在(1,+∞)上单调递增,
所以f'(x)≥0在(1,+∞)上恒成立,
因为f(x)=kx-ln

 

x,

所以f'(x)=k-
1
x≥0

,即k≥
1
x .

因为x>1,所以0<
1
x<1

,所以k≥1.故选D.

法二:f'(x)=k-
1
x=

kx-1
x

(x>0),

当k≤0时,f'(x)=k-
1
x <0

,f(x)在其定义域内单调递

减,不合题意,

当k>0时,由f'(x)>0知x>
1
k
,即 1

k
,+∞  是f(x)的

单调递增区间.由题意可知
1
k≤1

,即k≥1,故选D.]

母题探究

1.1 [由本例法二知
1
k=1

,∴k=1.]

2.(-∞,0] [由题意知f'(x)=
kx-1

x ≤0在(1,+∞)上恒成

立,即k≤
1
x
,又x>1,

∴0<
1
x<1

,∴k≤0,即k 的取值范围是(-∞,0].]

3.(0,1) [法一:由本例及母题探究2知,f(x)在(1,+∞)上
单调,则k≤0或k≥1,∴f(x)在(1,+∞)上 不 单 调,则

0<k<1.即k 的取值范围是(0,1).
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法二:因为f(x)=kx-ln
 

x,

所以f'(x)=k-
1
x =0

在(1,+∞)上有解,即y=k 和y=

1
x

的图象在(1,+∞)内有交点.因为当x∈(1,+∞)时,
1
x

∈(0,1),所以k 的取值范围是(0,1).]

4.(-∞,1) [由题意可知f'(x)=
kx-1

x <0在(1,+∞)内有

解,即k<
1
x
,x∈(1,+∞)有解,由0<

1
x <1

可知k<1,

即k 的取值范围是(-∞,1).]

5.-∞,
1
2  ∪[1,+∞) [∵x∈(1,2),

∴
1
2<

1
x<1

,

若f(x)在(1,2)内单调递增,则f'(x)=
kx-1

x ≥0恒成立,

即k≥
1
x
,∴k≥1;

若f(x)在(1,2)内单调递减,则f'(x)=
kx-1

x ≤0恒成立,

即k≤
1
x
,∴k≤

1
2.

∴f (x)在 (1,2)内 单 调,则 k 的 取 值 范 围 是

-∞,
1
2  ∪[1,+∞).]

考点二

典例2 B [因为f(x)=x-sin
 

x 的定义域为 R,

所以f'(x)=1-cos
 

x≥0恒成立,

故f(x)在 R上单调递增,

又根据f(-x)=-x-sin(-x)=-x+sin
 

x=-f(x),

因此f(x)为奇函数,

又f(log2m)+f(-1)<0⇒f(log2m)<-f(-1)=f(1),

则log2m<1,解得m∈(0,2).
故选B.]

多维变迁

 B [设g(x)=f(x)-2x+1,

因为f(2)=3,

所以g(2)=f(2)-3=0,

g'(x)=f'(x)-2,因为f'(x)>2,

所以g'(x)>0,

所以函数g(x)=f(x)-2x+1为 R上的增函数,

因此由f(x)>2x-1⇒g(x)>0=g(2)⇒x>2.
故选B.]

考点三

典例3 A [已知函数f(x)的导函数f'(x)=(x2+1)ex,

x∈R,

则
x2+1≥1,

ex>0, x∈R⇒f'(x)>0,

所以函数f(x)在 R上单调递增,

选项中x=2,x=e,x=π大小顺序为2<e<π.
所以f(2)<f(e)<f(π).
故选A.]

多维变迁

 A [当x∈ 0,
π
2  时,f'(x)=sin

 

x+xcos
 

x>0,

所以函数f(x)在 0,
π
2  内单调递增,

由题知f(-x)=(-x)·sin(-x)=xsin
 

x=f(x),
则函数f(x)是偶函数,

故f -
π
3  =f π

3  .

因为0<
π
5<1<

π
3<

π
2
,

所以f
π
5  <f(1)<f π

3  ,
即f -

π
3  >f(1)>f π

5  .故选A.]

随堂·对点检测

1.D [因为f'(x)=1-cos
 

x≥0,
所以f(x)在 R上单调递增,
因此f(3)>f(2)>f(1).
故选D.]

2.D [∵函数f(x)=x2+2x+aln
 

x 在(0,1)内单调递减,

∴当x∈(0,1)时,f'(x)=2x+2+
a
x =

2x2+2x+a
x ≤0,

∴g(x)=2x2+2x+a≤0在x∈(0,1)时恒成立,

∴g(0)≤0,g(1)≤0,即a≤-4.
故选D.]

3.B [由题意可知f(x)的定义域为(0,+∞).

因为f'(x)=
2
x-

1
x2-1=-

1
x-1  

2

≤0恒成立,

所以f(x)在(0,+∞)上单调递减.
由f(2x-1)<f(1-x),

可得

2x-1>0,

1-x>0,

2x-1>1-x, 
解得

2
3<x<1

,即原不等式的解集为 2
3
,1  .故选B.]

4.[-3,0] [f'(x)=3x2+2ax-a≥0在 R 上恒成立,所以

4a2+12a≤0,解得-3≤a≤0.]
*第24课时 导数中的构造问题(进阶课)

类型一

技法1 典例1 B [构造函数y=xf(x),x∈(0,+∞),则

y'=f(x)+xf'(x)<0,
所以函数y=xf(x)在(0,+∞)上单调递减.
又因为f(x+1)>(x-1)f(x2-1),所以(x+1)f(x+1)>
(x2-1)f(x2-1),
所以x+1<x2-1,且x2-1>0,x+1>0,解 得x>2或

x<-1(舍去),
所以不等式 f(x+1)>(x-1)f(x2-1)的 解 集 是(2,

+∞).]
母题探究

 解:设g(x)=
f(x)
x
,则g'(x)=

xf'(x)-f(x)
x2

,

∵f(x)<xf'(x),∴g'(x)>0,故g(x)在(0,+∞)上单调

递增,
由(x2+1)f(2x+1)>(2x+1)f(x2+1)得,

f(2x+1)
2x+1 >f

(x2+1)
x2+1

,
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即g(2x+1)>g(x2+1),

∴
2x+1>0,

2x+1>x2+1, 解得0<x<2.

即不等式(x2+1)f(2x+1)>(2x+1)·f(x2+1)的解集为

(0,2).
技法2 典例2 A [令h(x)=exf(x),

则h'(x)=exf(x)+exf'(x)=ex[f(x)+f'(x)]>0,
所以函数h(x)在 R上单调递增,
故h(-2

 

026)<h(0),即e-2
 

026f(-2
 

026)<e0f(0),
即e-2

 

026f(-2
 

026)<f(0).
同理,h(2

 

026)>h(0),即e2
 

026f(2
 

026)>f(0).故选A.]
母题探究

 解:令g(x)=
f(x)
ex

,

则g'(x)=
f'(x)-f(x)

ex
,

因为对任意的x∈R,都有f'(x)>f(x),所以g'(x)>0,即

g(x)在 R上单调递增,
所以g(-2

 

026)<g(0),

即f(-2
 

026)
e-2

 

026 <f
(0)
e0
,

所以e2
 

026f(-2
 

026)<f(0).

技法3 典例3 BD [构造函数F(x)=f
(x)

cos
 

x
,

依题意,当x∈ -
π
2
,π
2  时,

F'(x)=f
'(x)cos

 

x+f(x)sin
 

x
cos2x

>0,

故函数F(x)在 -
π
2
,π
2  内单调递增.

由F(0)<F π
4  得f(0)

cos
 

0<
f
π
4  

cos
π
4

,

即f(0)< 2f
π
4  ,排除A;

由F π
3  >F π

4  得
f
π
3  

cos
π
3

>
f
π
4  

cos
π
4

,

即 2f
π
3  >f π

4  ,B正确;

由F(0)<F π
3  得f(0)

cos
 

0<
f
π
3  

cos
π
3

,

即f(0)<2f
π
3  ,排除C;

由F -
π
3  <F -

π
4  得

f -
π
3  

cos -
π
3  
<

f -
π
4  

cos -
π
4  
,

即 2f -
π
3  <f -

π
4  ,D正确.]

类型二

典例4 C [由ae=ea,be1.2=1.2eb,ce1.6=1.6ec,

得
a
ea
=
1
e
,b
eb
=
1.2
e1.2
,c
ec
=
1.6
e1.6

.

令f(x)=
x
ex
,则f'(x)=

1-x
ex

,

当x<1时,f'(x)>0;

当x>1时,f'(x)<0,

所以f(x)在(-∞,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,

于是f(1)>f(1.2)>f(1.6),

即f(a)>f(b)>f(c),

又a,b,c∈[0,1],所以a>b>c.故选C.]

第25课时 导数与函数的极值

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点 (1)f'(x)<0 f'(x)>0
(2)f'(x)>0 f'(x)<0 (3)极值点 极值

链教材·夯基固本

1.x2 x4 [因为x2,x4 处的导数都为零,且这两点左右两侧

的导数 值 异 号,所 以x2,x4 是 函 数 的 极 值 点.因 为 当 x∈
(x1,x2)时,f'(x)>0,当x∈(x2,x3)时,f'(x)<0,所以x2

是极大值点.因为当x∈(x3,x4)时,f'(x)<0,当x∈(x4,

x5)时,f'(x)>0,所以x4 是极小值点.]

2.
28
3 -

4
3 

[因为f(x)=
1
3x3-4x+4,

所以f'(x)=x2-4=(x+2)(x-2),

由f'(x)>0,得x<-2或x>2,

由f'(x)<0,得-2<x<2,

故f(x)在(-∞,-2),(2,+∞)上单调递增,

在(-2,2)内单调递减,故f(x)的极大值为f(-2)=
28
3
,极

小值为f(2)=-
4
3.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 CD [对于选项A,由题图知,当x∈(-3,1)时,f'(x)

的符号有正有负,

f(x)不是单调函数,所以选项A错误;

对于选项B,由题图知,当x∈(1,2)时,f'(x)>0,f(x)单调

递增,所以选项B错误;

对于选 项 C,由 题 图 知 f'(2)=0,且 在 x=2左 侧 附 近,

f'(x)>0,在x=2右侧附近,f'(x)<0,所以x=2是极大

值点,f(x)在x=2处取到极大值,所以选项C正确;

对于选 项 D,由 题 图 知 f'(4)=0,且 在 x=4左 侧 附 近,

f'(x)<0,在x=4右侧附近,f'(x)>0,所以x=4是极小

值点,f(x)在x=4处取到极小值,所以选项D正确.
故选CD.]

考点二

典例2 解:由 题 意 知 g(x)=ax-ln(x+1)的 定 义 域 为

(-1,+∞),

则g'(x)=a-
1

x+1
,

①当a≤0时,g'(x)=a-
1

x+1
恒小于0,无极值;

②当a>0时,令g'(x)=a-
1

x+1>0
,则x>

1
a-1

,当x 变

化时,g'(x),g(x)的变化情况如表所示.
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x -1,
1
a-1  1

a-1
 1

a-1
,+∞  

 

g'(x) - 0 +

g(x) 单调递减 极小值 单调递增

所以当x>
1
a-1

时,g(x)单调递增,当-1<x<
1
a-1

时,

g(x)单调递减,

所以g(x)在x=
1
a -1

处取得极小值g
1
a-1  =1-a+

ln
 

a,无极大值.
综上所述,当a≤0时,g(x)在(-1,+∞)上无极值;
当 a >0 时,g (x)在 (-1,+ ∞)上 有 极 小 值

g
1
a-1  =1-a+ln 

a,无极大值.

多维变迁

 解:(1)因为f(x)=x+
f'(1)
2 ln

 

x+
3
x
,x>0,

所以f'(x)=1+
f'(1)
2x -

3
x2,

所以f'(1)=1+
f'(1)
2 -3,解得f'(1)=-4.

(2)由(1)可知f(x)=x-2ln
 

x+
3
x
,x>0,

所以f'(x)=
(x+1)(x-3)

x2 ,

令f'(x)=0,解得x=-1(舍去)或x=3,
所以当x 变化时,f(x),f'(x)的变化情况如表所示.

x (0,3) 3 (3,+∞)

f'(x) - 0 +

f(x) 单调递减 4-2ln
 

3 单调递增

所以f(x)仅有极小值为f(3)=4-2ln
 

3,无极大值.
考点三

典例3 (1)A (2)-
11
4 

[(1)第1步 极值点导数为0:可导

函数存在极值的必要条件是极值点一阶导数为0.
由函数f(x)=x(x-c)2,
可得f'(x)=(x-c)2+2x(x-c)=(x-c)·(3x-c),
因为函数f(x)在x=-2处取得极小值,
可得f'(-2)=0,
第2步 求解:求方程或方程组的解.
即(-2-c)(-6-c)=0,
解得c=-2或c=-6,
第3步 检验:出现多解时,检验是否符合题中的极值情况.

当c=-2时,令f'(x)>0,解得x<-2或x>-
2
3
;

令f'(x)<0,解得-2<x<-
2
3
,

所以函数f(x)在(-∞,-2)上单调递增,在 -2,-
2
3  内

单调递减,在 -23,+∞ 上单调递增,

所以f(x)在x=-2处取极大值,不符合题意,舍去.
当c=-6时,令f'(x)>0,可得x<-6或x>-2;
令f'(x)<0,可得-6<x<-2,

所以函数f(x)在(-∞,-6)上单调递增,在(-6,-2)内单

调递减,在(-2,+∞)上单调递增,
所以f(x)在x=-2处取极小值,符合题意.
综上可得,c=-6.故选A.

(2)对f(x)=bln
 

x+
3
2x2+2ax+a2-3a 求导,得f'(x)=

b
x +3x+2a

,

依题意得
f(1)=

27
2
,

f'(1)=0, 
即

a2-a+
3
2=

27
2
,

b+2a+3=0, 
解得

a=4,

b=-11 或
a=-3,

b=3. 
当a=4,b=-11时,f(x)=-11ln

 

x+
3
2x2+8x+4,x>0,

f'(x)=-
11
x+3x+8=

3x2+8x-11
x =

(x-1)(3x+11)
x

,

当0<x<1时,f'(x)<0,f(x)在(0,1)内单调递减,当x>1
时,f'(x)>0,f(x)在(1,+∞)上单调递增,

即x=1时,函数f(x)取得极小值f(1)=
27
2
,符合题意,此

时
b
a =-

11
4
;

当a=-3,b=3时,f(x)=3ln
 

x+
3
2x2-6x+18,x>0,

f'(x)=
3
x +3x-6=

3x2-6x+3
x =

3(x-1)2

x ≥0,即函数

f(x)在(0,+∞)上单调递增,无极值,与题意不符,舍去.]
多维变迁

 BCD [因为函数f(x)=aln
 

x+
b
x +

c
x2(a≠0),所以函数

f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=
ax2-bx-2c

x3 ,因为函数

f(x)既有极大值也有极小值,则函数f'(x)在(0,+∞)上有

两个变号零点,而a≠0,所以关于x 的方程ax2-bx-2c=0

有两个不等的正实根x1,x2,则
Δ>0,

x1+x2>0,

x1x2>0, 
即

b2+8ac>0,

b
a >0

,

-
2c
a >0

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

所以

b2+8ac>0,

ab>0,

ac<0,

bc<0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

故选BCD.]
微点突破6

典例4 解:(1)函数的定义域为 R.
f'(x)=(x+1)'ex+(x+1)(ex)'
=ex+(x+1)ex

=(x+2)ex.
令f'(x)=0,解得x=-2.
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f'(x),f(x)的变化情况如下表所示.

x (-∞,-2) -2 (-2,+∞)

f'(x) - 0 +

f(x) 单调递减 -
1
e2

单调递增

所以,f(x)在 区 间(-∞,-2)上 单 调 递 减,在 区 间(-2,

+∞)上单调递增.

当x=-2时,f(x)有极小值f(-2)=-
1
e2

.

(2)令f(x)=0,解得x=-1.
当x<-1时,f(x)<0;当x>-1时,f(x)>0.

所以,f(x)的图象经过特殊点 A -2,-1e2 ,B(-1,0),
C(0,1).
当x→-∞时,与一次函数相比,指数函数y=e-x 呈爆炸性

增长,从而f(x)=
x+1
e-x

→0;

当x→+∞时,f(x)→+∞,f'(x)→+∞.
根据以 上 信 息,画出f(x)的
大致图象如图所示.
(3)方程f(x)=a(a∈R)的
解的个数为函数y=f(x)的
图象 与 直 线 y=a 的 交 点

个数.
由(1)及图可得,当x=-2时,

f(x)有 最 小 值 f(-2)=

-
1
e2

.

所以,关于方程f(x)=a(a∈R)的解的个数有如下结论:

当a<-
1
e2

时,解为0个;

当a=-
1
e2

或a≥0时,解为1个;

当-
1
e2
<a<0时,解为2个.

随堂·对点检测

1.C [如图,设f'(x)与x 轴的交点的横坐标为a,0,b,c,其中

a<0<b<c,

由图象可得x<a 时,f'(x)<0,
当a<x<0时,f'(x)>0,
当0<x<b时,f'(x)>0,
当b<x<c时,f'(x)<0,当x>c时,f'(x)>0,
所以x=a,x=c是f(x)的极小值点,x=b 是f(x)的极大

值点,

故f(x)极小值点的个数为2.
故选C.]

2.A [f'(x)=cos
 

x+
1
2
,

由f'(x)=0,得cos
 

x=-
1
2
,结合x∈(0,π),可得x=

2π
3
,

因 为 当 x∈ 0,
2π
3  时,f'(x)>0,当 x∈ 2π

3
,π  时,

f'(x)<0.

所以f(x)在 0,
2π
3  内单调递增,在 2π

3
,π  内单调递减,

可知当x=
2π
3

时,f(x)取得极大值,极大值为f
2π
3  = 32+

π
3
,无极小值.

故选A.]

3.A [函数f(x)=(x-a2)(x-1)2,
则f'(x)=(x-1)2+2(x-a2)(x-1)=(x-1)(3x-1-
2a2),

令f'(x)=0,可得x=1或x=
1+2a2

3
,

因为函数f(x)在x=1处取得极小值,
所以在x=1两侧导数需满足左负右正,

所以
1+2a2

3 <1,解得-1<a<1.故选A.]

4.-4 [f'(x)=(x-2)'[(x-1)(x-a)]+(x-2)[(x-1)·
(x-a)]'=(x-1)(x-a)+(x-2)[(x-1)(x-a)]',因为

x=2是函数f(x)的极值点,所以f'(2)=0,即(2-1)(2-
a)=0,则a=2,经检验,满足题意,所以f(x)=(x-1)(x-
2)2,所以f(0)=-4.]

第26课时 导数与函数的最值

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)f(a) f(b) f(a) f(b)
知识点2 (1)极值 (2)最大 最小

链教材·夯基固本

1.
134
27 -10 

[f'(x)=3x2-12=3(x-2)·(x+2),

因为x∈ -
1
3
,1  ,所以f'(x)<0,

故f(x)在 -
1
3
,1  上单调递减,

所以f(x)的 最 大 值 为 f -
1
3  =13427,最 小 值 为 f(1)

=-10.]

2.1.2 1.8 [设该容器底面矩形短边的长为x
 

m,则另一边的

长为(x+0.5)
 

m,此容器的高为y=
14.8
4 -x-(x+0.5)=

3.2-2x,则 此 容 器 的 容 积 为V(x)=x(x+0.5)(3.2-
2x)=-2x3+2.2x2+1.6x,其中0<x<1.6.令V'(x)=

-6x2+4.4x+1.6=0,得x1=1,x2=-
4
15
(舍 去).因 为

V(x)在(0,1.6)内 只 有 一 个 极 值 点,当 x∈ (0,1)时,

V'(x)>0,函数V(x)单调递增;当x∈(1,1.6)时,V'(x)<
0,函数V(x)单 调 递 减,所 以V(x)max=V(1)=1×(1+
0.5)×(3.2-2×1)=1.8(m3),即当高为1.2

 

m时,长方体

容器的容积最大,且最大容积为1.8
 

m3.]
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3.2e2 [由题意得,f'(x)=ln
 

x+1,令f'(x)=0,解得x=
1
e
,

所以当
1
e<x≤e

2 时,f'(x)>0,f(x)在
1
e
,e2  上单调递

增,故f(x)在
1
e
,e2  上的最大值为f(e2)=e2ln

 

e2=2e2.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 解:因为f(x)=x3-x2-x+1,
所以f'(x)=3x2-2x-1=(3x+1)(x-1),

令f'(x)=0,即(3x+1)(x-1)=0,解得x=-
1
3

或x=1,

列表如下:

x -
1
2
,-
1
3  

 

-
1
3 -

1
3
,1  

 

1 (1,2]

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) 单调递增 单调递减 单调递增

当x∈ -
1
2
,-
1
3  时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

当x∈ -
1
3
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

当x∈(1,2]时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

所以f(x)的 极 大 值 为 f -
1
3  =3227,f(x)的 极 小 值 为

f(1)=0,

又f -
1
2  =98,f(2)=3,

所以函数y=f(x)在区间 -
1
2
,2  上的最大值为3,最小值

为0.
考向2 典例2 解:f'(x)=3x2-2ax-a2=(3x+a)(x-
a),

令f'(x)=0,得x1=-
a
3
,x2=a.

①当a>0时,3x+a>0,令f'(x)>0,则x>a,令f'(x)<
0,则0≤x<a,所以f(x)在[0,a)上单调递减,在(a,+∞)
上单调递增.所以f(x)min=f(a)=-a3;

②当a=0时,f'(x)=3x2≥0,f(x)在[0,+∞)上 单调递

增,所以f(x)min=f(0)=0;

③当a<0时,x-a>0,令f'(x)>0,则x>-
a
3
,

令f'(x)<0,则0≤x<-
a
3
,

所以f(x)在 0,-
a
3  上单调递减,在 -a

3
,+∞ 上单调

递增,

所以f(x)min=f -
a
3  =527a3.

综上所述,当a>0时,f(x)的最小值为-a3;
当a=0时,f(x)的最小值为0;

当a<0时,f(x)的最小值为
5
27a

3.

母题探究

 解:f'(x)=(3x+a)(x-a)(a>0),

令f'(x)=0,得x1=-
a
3
,x2=a.

所以f(x)在 -a,-
a
3  上单调递增,

在 -
a
3
,a  内单调递减,在(a,2a]上单调递增.

因为f(-a)=-a3,f -
a
3  =527a3,

f(a)=-a3,f(2a)=2a3.
所以f(x)max=f(2a)=2a3,

f(x)min=f(-a)=f(a)=-a3.
考点二

典例3 A [f'(x)=
2ax(x-1)-ax2

(x-1)2
=
ax(x-2)
(x-1)2

,且x∈

(1,+∞),
当a=0时,不符合题意;
当a>0时,若x∈(1,2),则f'(x)<0,此时函数f(x)在(1,

2)内单调递减,
若x∈(2,+∞),则f'(x)>0,此时函数f(x)在(2,+∞)上
单调递增,
此时f(x)无最大值,不符合题意;
当a<0时,若x∈(1,2),则f'(x)>0,此时函数f(x)在(1,

2)内单调递增,
若x∈(2,+∞),则f'(x)<0,此时函数f(x)在(2,+∞)上
单调递减,
所以f(x)在x=2处取得极大值,也是最大值,即f(2)=
4a=-8,
解得a=-2,符合题意.
综上可知,a=-2.
故选A.]

多维变迁

 A [由题意得f'(x)=3x2-6x=3x(x-2).
当f'(x)>0时,得x<0或x>2,
当f'(x)<0时,得0<x<2,
故函 数 f(x)的 单 调 递 增 区 间 为

(-∞,0),(2,+∞),单调递减区间为

(0,2),
即x=2时,函 数f(x)取 得 极 小 值

f(2)=-1,画出f(x)的图象如图.
当x3-3x2+3=-1时,(x+1)(x-
2)2=0,
解得x=-1或x=2,
故要使函数f(x)=x3-3x2+3在区间(a,a+6)内存在最

小值,

需有
a+6>2,

-1≤a<2, 解得-1≤a<2,

即实数a 的取值范围为[-1,2).
故选A.]

考点三

典例4 5 [由题意,利润g(x)=f(x)-2-x,且0≤x≤10,

所以g(x)=-
1
6x3+

5
4x2-2,

则g'(x)=-
1
2x2+

5
2x=

x
2
(5-x),

当0≤x<5时,g'(x)≥0,即g(x)在[0,5)上单调递增;
当5<x≤10时,g'(x)<0,即g(x)在(5,10]上单调递减,
所以当x=5时,利润最大.]
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多维变迁

 225 [设产品单价为 m 万元,则 m2=
k
x
(其中k 为非零常

数),

所以502=
k
100
,故k=250

 

000.

记生产x 件产品时,总利润为f(x),则

f(x)=mx-C(x)=500 x-1
 

200-
1
27x

2,x>0,f'(x)=

250
x
-
2
27x.

由f'(x)>0,得0<x<225;由f'(x)<0,得x>225.
故函数f(x)在(0,225)内单调递增,在(225,+∞)上 单 调

递减.
因此,当x=225时,f(x)取最大值,即产量定为225件时,总
利润最大.]

随堂·对点检测

1.C [根据函数f(x)=xex,得f'(x)=ex+xex=ex(x+1),
令f'(x)=0,解得x=-1,
因此当x∈(-1,+∞)时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,
当x∈(-∞,-1)时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,
所以当x=-1时,函数f(x)有最小值,

即f(-1)=-1·e-1=-
1
e.

故选C.]

2.C [由 f'(x)=x2+2x,令 f'(x)=0,可 得 x=-2或

x=0,
由f'(x)>0得x<-2或x>0,由f'(x)<0得-2<x<0,
所以函数f(x)在(-∞,-2),(0,+∞)上单调递增,在(-2,

0)内单调递减,
所以函数f(x)在x=0处取得极小值f(0)=0,

令f(x)=
1
3x3+x2=0,解得x=0或x=-3,

若函数f(x)在(a-1,a+5)内存在最小值,则-3≤a-1<
0<a+5,解得-2≤a<1,
即实数a 的取值范围是[-2,1).
故选C.]

3.ABD [g'(x)=-
a
x2+

1
x=

x-a
x2 .

对于选项A,当a≤0时,g(x)在(0,e]上单调递增,
此时g(x)有最大值,故A选项正确.
对于选项B,C,当0<a<e时,若0<x<a,则g'(x)<0,故

g(x)在(0,a)内单调递减;
若a<x≤e,则g'(x)>0,故g(x)在(a,e]上单调递增.

令g(x)min=g(a)=
a
a +ln

 

a=-1,得a=
1
e2
,满足条件,

令g(x)min=g(a)=
a
a +ln

 

a=2,得a=e,不满足条件,故B

选项正确,C选项错误.
对于选项D,当a≥e时,若0<x≤e,
则g'(x)≤0,所以g(x)在(0,e]上单调递减,令g(x)min=

g(e)=
a
e+ln

 

e=3,得a=2e,所以此时g(x)有最小值3,故

D选项正确.故选ABD.]

4.50 [设A 系列木版画的月利润为g(x),则g(x)=f(x)
(x-30)=(x-90)2(x-30),30<x<90,

可得g'(x)=2(x-90)(x-30)+(x-90)2=3(x-90)·
(x-50),
令g'(x)=0,则x=50,
当x∈(30,50)时,g'(x)>0,
当x∈(50,90)时,g'(x)<0,
故g(x)在(30,50)内单调递增,在(50,90)内单调递减,
所以当x=50时,利润g(x)取到极大值,也是最大值,
即当A 系列木版画销售价格定为50元/套时,月利润最大.]

*第27课时 利用导数研究不等式问题(进阶课)
类型一

典例1 证明:(1)由题意,ex>1+x 等价于ex-x-1>0,
令f(x)=ex-x-1,

∴f'(x)=ex-1,而f'(0)=e0-1=0,

∴当x<0时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
当x>0时,f'(x)>0,f(x)单调递增.
故f(x)>f(0)=0在x≠0时

恒成立,即ex-x-1>0(x≠

0),∴ex>1+x,x≠0.
如图,由 图 象 可 直 观 得 到ex>
1+x,x≠0.
(2)由题意,ln

 

x<x 等价于x-
ln

 

x>0,x<ex 等价于ex-x>0,

令f(x)=x-ln
 

x,则f'(x)=1-
1
x
,

而f'(1)=1-
1
1=0

,

∴当0<x<1时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
当x>1时,f'(x)>0,f(x)单调递增.
故f(x)≥f(1)=1在x>0时恒成立,即x-ln

 

x≥1>0,

∴ln
 

x<x 在x>0时恒成立.
令g(x)=ex-x,则g'(x)=ex-1,
而g'(0)=e0-1=0,

∴当x>0时,g'(x)>0,g(x)单
调递增,
故g(x)>g(0)=1>0在x>0时

恒成立,即ex-x>0,

∴x<ex 在x>0时恒成立.
综上,ln

 

x<x<ex,x>0.
如图,由 图 象 可 直 观 得 到ln

 

x<
x<ex,x>0.

类型二

典例2 解:若f(x)图象恒在g(x)图象的上方,则ln
 

x>1-

a
x

恒成立,

即a>x(1-ln
 

x)恒成立.
设h(x)=x(1-ln

 

x),

所求问题转化为a>h(x)max.

则h'(x)=1-ln
 

x+x -
1
x  =-ln 

x,

令h'(x)>0,得x∈(0,1),令h'(x)<0,得x∈(1,+∞),

所以h(x)在(0,1)内单调递增,在(1,+∞)上单调递减,

故h(x)max=h(1)=1,

所以a 的取值范围为(1,+∞).
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类型三

典例3 解:由f(x)<x 有解,可得a<
2x+1
ex

有解,

令g(x)=
2x+1
ex

,则g'(x)=
1-2x
ex

,

令g'(x)>0,可得x<
1
2
,令g'(x)<0,可得x>

1
2
,

所以g(x)在 -∞,
1
2  上 单 调 递 增,在 1

2
,+∞  上 单 调

递减,

所以g(x)的最大值为g
1
2  =2ee ,

所以a<
2e
e
,故实数a 的取值范围为 -∞,

2e
e  .

*第28课时 利用导数研究函数的零点问题(进阶课)

类型一

典例1 解:f(x)的定义域为 R,f'(x)=cos
 

x+ex-4.
当x≤0时,-1≤cos

 

x≤1,0<ex≤1,

所以f'(x)=cos
 

x+ex-4<0,

所以函数f(x)在(-∞,0]上单调递减,所以f(x)≥f(0)=

1,此时函数f(x)无零点.
当x>0时,设h(x)=cos

 

x+ex-4,

则h'(x)=-sin
 

x+ex>0,

所以h(x)在(0,+∞)上单调递增,

即f'(x)在(0,+∞)上单调递增,

f'(0)=-2<0,f'(2)=cos
 

2+e2-4>0,

因此f'(x)在(0,2)内有唯一零点,

记零点为m,即f'(m)=0,

所以x∈(0,m)时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

x∈(m,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

又f(0)=1>0,f(1)=sin
 

1+e-4<0,

f(π)=eπ-4π>0,所以f(x)在(0,1)内有一个零点,在(1,

π)内有一个零点.
综上所述,f(x)在定义域上有2个零点.

类型二

典例2 解:第1步 参变分离:根据函数零点与方程根的关

系,将参数与自变量分开.

由f(x)=0,得a=
(ln

 

x)2

x
,x>0,

第2步 求导画曲线:求导研究曲线性质,并画出曲线.

设g(x)=
(ln

 

x)2

x
,

则g'(x)=
2ln

 

x-(ln
 

x)2

x2 =
ln

 

x(2-ln
 

x)
x2 ,

令g'(x)=0,得x=1或x=e2,

所以当x∈(0,1)时,g'(x)<0,g(x)单 调 递 减,g(x)∈
(0,+∞);

当x∈(1,e2)时,g'(x)>0,g(x)单调递增,g(x)∈ 0,
4
e2  ;

当x∈(e2,+∞)时,g'(x)<0,g(x)单 调 递 减,g(x)

∈ 0,
4
e2  .

画出函数g(x)的大致图象,如图所示,

第3步 曲直相交得范围:根据直线与曲线的交点个数,得参

数的取值范围.
由函数的图象知,当直线y=a 与函数g(x)的图象有三个交

点时,a 的取值范围是 0,
4
e2  .

微点突破7
典例3 证明:设h(x)=ex-ln(x+2),x>-2,

则h'(x)=ex-
1

x+2
,易知h'(x)在(-2,+∞)上单调递增.

因为h'(-1)<0,h'(0)>0,
所以h'(x)=0在(-2,+∞)上存在唯一实数根x0,且x0∈
(-1,0).
当x∈(-2,x0)时,h'(x)<0,h(x)单调递减;
当x∈(x0,+∞)时,h'(x)>0,h(x)单调递增.
所以当x=x0 时,h(x)取得最小值.

因为e
x0=

1
2+x0

,

所以x0=-ln(2+x0).

故h(x)≥h(x0)=e
x0 -ln(2+x0)=

1
2+x0

+x0 =

(1+x0)2

2+x0
>0.

所以ex-ln(x+2)>0.
规范答题一

典例 (1)ex-1 e-2 (1,e-2) (2)ex-a 单调递增 

f(ln
 

a) a-aln
 

a-a3 -
1
a-2a<0 

(1,+∞)

第四章 三角函数与解三角形

第29课时 任意角和弧度制、三角函数的概念

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)端点 (2)零角 象限角

知识点2 (1)半径长 (2)180π  ° αR
知识点3 (1)y x 

y
x  

(2)yr  
x
r  

y
x
(x≠0)

链教材·夯基固本

1.A [因为-2
 

025°=-360°×6+135°,所以与-2
 

025°终边相

同的最小正角是135°.
故选A.]

2.
2π
3R 4 [由弧长公式可得l=αR=

2π
3R,

由扇形面积公式得S=
1
2αR

2=2R2,

∴α=
2R2

1
2R2

=4.]
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3.-
7
13  

[由 三 角 函 数 的 定 义 可 得 sin
 

θ+cos
 

θ=

5
(-12)2+52

+
-12

(-12)2+52
=
5
13-

12
13=-

7
13.]

4.D [因为α为第一象限角,所以2kπ<α<2kπ+
π
2
,k∈Z,所

以kπ<
α
2<kπ+

π
4
,k∈Z.当k=2n,n∈Z时,2nπ<

α
2<

2nπ+
π
4
,属于第一象限角;当k=2n+1,n∈Z时,2nπ+π<

α
2<2nπ+

5π
4
,属于第三象限角,所以

α
2

是第一或第三象限

角.故选D.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对于A,-
25π
6 =-750°=-1

 

080°+330°,330°

是第四象限角,所以-
25π
6

是第四象限角,故 A正确;对于B,

终边落在y 轴上的角的集合为 α α=
π
2+kπ

,k∈Z ,角度

与弧度不能混用,故B错误;对于C,第三象限角的集合为 α
π+2kπ<α<

3π
2+2kπ

,k∈Z ,故C正确;对于D,所有与

45°角终边相同的角可表示为β=45°+k·360°,k∈Z,从而

当k=-2时,β=-675°;
当k=-1时,β=-315°,故D正确.故选ACD.]

多维变迁

1.D [因为α 是第二象限角,可得
π
2+2kπ<α<π+2kπ

,k∈

Z,对于A,可得-π-2kπ<-α<-
π
2-2kπ

,k∈Z,此时-α

的终边在第三象限,所以-α是第三象限角,A错误;对于B,

可得
π
4+kπ<

α
2<

π
2+kπ

,k∈Z,当k 为偶数时,α
2

的终边

在第一象限;当k 为奇数时,α
2

的终边在第三象限,所以
α
2

是

第一或第三象限角,B错误;对于C,可得2π+2kπ<
3π
2+α<

5π
2+2kπ

,k∈Z,即2(k+1)π<
3π
2+α<

π
2+2

(k+1)π,k∈

Z,所以
3π
2+α

的终边在第一象限,所以
3π
2+α

是第一象限角,

C错误;对于D,可得π+4kπ<2α<2π+4kπ,k∈Z,所以2α
是第三或第四象限角或终边在y 轴的非正半轴上,D正确.故
选D.]

2.{α|k·360°+30°≤α<k·360°+105°,k∈Z}
[终边落在射线OA 上的角的集合是{β|β=k·360°+30°,k
∈Z},终边落在射线OB 上的角的集合是{γ|γ=k·360°+
105°,k∈Z},所以终边落在阴影部分(含射线OA,不含射线

OB)的角的集合是{α|k·360°+30°≤α<k·360°+105°,k∈
Z}.]

考点二

典例2 解:(1)由题意知α=120°=
2π
3
,所以弧长l=αR=

2π
3×

10=
20π
3

 

cm.

(2)由题意得

2R+αR=10,

1
2αR

2=4, 
 

解得
R=1,

α=8 
  

(舍去)或
R=4,

α=
1
2
, 

 

故扇形的圆心角为
1
2.

母题探究

1.解:设弓形面积为S弓.由题意知l=
2π
3

 

cm.

S弓=S扇形 -S三角形 =
1
2 ×

2π
3 ×2-

1
2 ×2

2×sin
 π
3 =

2π
3- 3  cm2.

2.解:由已知得,l+2R=20,

法一:因为S=
1
2lR=

1
2
(20-2R)R=10R-R2=-(R-

5)2+25,
所以当R=5时,S 取得最大值25

 

cm2,
此时l=10,α=2.

法二:S=
1
2lR=

1
4l

·2R≤
1
4

· l+2R
2  

2

=25,

当且仅当l=2R,即R=5
 

cm时,S 的最大值是25
 

cm2.
此时扇形的圆心角α=2.

考点三

考向1 典例3 D [角α的终边经过点M(-3,-2),

则sin
 

α=
-2

(-3)2+(-2)2
=-

2
13
,

cos
 

α=
-3

(-3)2+(-2)2
=
-3
13
,故3sin

 

α-2cos
 

α=0.

故选D.]
多维变迁

 D [因为角θ的顶点在坐标原点,始边与x 轴的非负半轴重

合,终边与直线y=
1
2x 位于第三象限的图象重合,在角θ的

终边上取点(-2,-1),

所以sin
 

θ=
-1

(-2)2+(-1)2
=-

5
5.

故选D.]
考向2 典例4 B [∵点P(2sin

 

θ,sin
 

θ·cos
 

θ)位于第四象限,

∴
2sin

 

θ>0,

sin
 

θ·cos
 

θ<0, 即
sin

 

θ>0,

cos
 

θ<0, 
∴角θ的终边所在的象限是第二象限.]

随堂·对点检测

1.B [当k 为奇数时,记k=2n+1,n∈Z,则α=225°+n·

360°(n∈Z),此时α为第三象限角;当k 为偶数时,记k=2n,

n∈Z,则α=45°+n·360°(n∈Z),此时α 为第一象限角.故

α的终边在第一或第三象限.]

2.D [因为角α的终边过点 1
2
,-
3
2  ,

则tan
 

α=
-
3
2
1
2

=- 3.故选D.]

3.AB [由题意知sin
 

α<0,cos
 

α>0,tan
 

α<0.

选项A,
sin

 

α
tan

 

α>0
;

选项B,cos
 

α-sin
 

α>0;
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选项C,sin
 

αcos
 

α<0;
选项D,sin

 

α+cos
 

α符号不确定.
故选AB.]

4.200 [设该扇形的半径为r,弧长为l,

则
l=4r,

2r+l=60, 解得
r=10,

l=40, 
所以该扇形的面积S=

1
2rl=200.

]

第30课时 同角三角函数的基本

关系与诱导公式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)1
知识点2 -sin

 

α -sin
 

α sin
 

α cos
 

α cos
 

α -cos
 

α
 cos

 

α -cos
 

α sin
 

α -sin
 

α tan
 

α -tan
 

α -tan
 

α
链教材·夯基固本

1.A [由题意得cos
 

α=
12
13
,

故tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=-
5
12.故选A.]

2.B [
sin

 

α+cos
 

α
sin

 

α-cos
 

α=
tan

 

α+1
tan

 

α-1=
3+1
3-1=2.

故选B.]

3.
2
2 

[sin
5π
6cos -

π
4  +sin11π6cos5π4

=sin -
π
6+π  cosπ4+sin -π6+2π cos π4+π 

=sin
π
6cos

π
4 + -sin

π
6  -cos

π
4  =2× 12 × 2

2

=
2
2.]

4.
22
3  -

22
3  [因为0<x<

π
2
,所以-

π
6<

π
3-x<

π
3
,又

sin
 π
3-x  =13>0,所以0<

π
3-x<

π
3
,所以

cos
  π3-x = 1-sin2 π3-x  =223 .

sin π
6+x  =sin π

2-
π
3-x    

=cos π3-x =223 ;

cos2π3+x  =cosπ- π
3-x    

=-cos π3-x =-223 .]

5.A [(cos
 

x-sin
 

x)2=1-2sin
 

xcos
 

x=1-2×
1
8=

3
4
,所

以cos
 

x-sin
 

x=±
3
2.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)BC (2)ABC [(1)对于 A,因为cos
 

α=-
5
13<0

且cos
 

α≠-1,
所以α是第二或第三象限角.
①若α是第二象限角,

则sin
 

α= 1-cos2α= 1- -
5
13  

2

=
12
13
,

所以tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=

12
13

-
5
13

=-
12
5.

②若α是第三象限角,

则sin
 

α=- 1-cos2α=- 1- -
5
13  

2

=-
12
13
,

所以tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=
-
12
13

-
5
13

=
12
5
,A错误;

对于B,由sin
 

α+2cos
 

α=
10
2
,

两边平方可得sin2α+4cos2α+4sin
 

αcos
 

α=
5
2
,

因此,sin
2α+4cos2α+4sin

 

αcos
 

α
sin2α+cos2α

=
5
2
,分子、分母同除以cos2α

可得
tan2α+4tan

 

α+4
tan2α+1

=
5
2
,整理可得3tan2α-8tan

 

α-3=0,

解得tan
 

α=3或tan
 

α=-
1
3
,B正确;

对于C,因为tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=2
,且sin2α+cos2α=1,π<α<

3π
2
,

所以sin
 

α= -
25
5
,cos

 

α=-
5
5
,所 以cos

 

α-sin
 

α=

-
5
5- -

25
5  = 55,C正确;

对于D,由
sin

 

α+3cos
 

α
3cos

 

α-sin
 

α=5
,得tan

 

α+3
3-tan

 

α=5
,

可得tan
 

α=2,

则cos2α+
1
2sin

 

2α=cos2α+sin
 

αcos
 

α

=
cos2α+sin

 

αcos
 

α
cos2α+sin2α

=
1+tan

 

α
1+tan2α

=
3
5
,D错误.故选BC.

(2)因为sin
 

θ+cos
 

θ=
7
17
,

则(sin
 

θ+cos
 

θ)2=1+2sin
 

θcos
 

θ=
49
289
,

所以2sin
 

θcos
 

θ=-
240
289<0

,

又因为θ∈(0,π),则sin
 

θ>0,cos
 

θ<0,所以θ∈ π
2
,π  ,A

正确;

又sin
 

θ-cos
 

θ>0,

(sin
 

θ-cos
 

θ)2=1-2sin
 

θcos
 

θ=
529
289
,

所以sin
 

θ-cos
 

θ=
23
17
,D错误;

联 立
sin

 

θ+cos
 

θ=
7
17
,

sin
 

θ-cos
 

θ=
23
17
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 可 得 sin

 

θ=
15
17
,cos

 

θ= -
8
17
,

tan
 

θ=
sin

 

θ
cos

 

θ=-
15
8
,故B,C正确.

故选ABC.]
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考点二

典例2 (1)BC (2)B (3)-1 [(1)对于 A,sin(3π+α)=
sin(π+α)=-sin

 

α,故A错误;

对于B,sin7π+α2  =sin α
2-

π
2  

=-sin π
2-

α
2  =-cos α

2
,故B正确;

对于C,cos5π2-2α  =cos π2-2α  =sin 

2α,故C正确;

对于D,cos(9π-3α)=cos(π-3α)=-cos
 

3α,故D错误.
故选BC.

(2)因为sin2π7+α  =15,
所以cos 3π14-α  =cos π

2-
2π
7+α    =sin 2π7 +α =

1
5
,则sin3π14-α  =± 1-cos2 3π14-α  =±265 ,

所以tan3π14-α  =
sin3π14-α  
cos3π14-α  

=±26.

故选B.
(3)∵cos

 

10°>sin
 

10°,

∴原式=
1-2sin

 

10°cos
 

10°
sin

 

10°-cos
 

10°

=
sin210°-2sin

 

10°cos
 

10°+cos210°
sin

 

10°-cos
 

10°

=
|sin

 

10°-cos
 

10°|
sin

 

10°-cos
 

10°

=
cos

 

10°-sin
 

10°
-(cos

 

10°-sin
 

10°)=-1.
]

考点三

典例3 (1)证明:f(α)=
sin(2π-α)cos(π+α)

sin9π2+α  
=
(-sin

 

α)(-cos
 

α)
cos

 

α =sin
 

α,得证.

(2)解:因为f(α)=sin
 

α=
3
5
,且α为第二象限角,

所以cos
 

α=- 1-sin2α=-
4
5
,

所以tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=-
3
4
,所 以tan

 

α· 1+cos
 

α
1-cos

 

α-1=

-
3
4  ×

1-
4
5

1+
4
5

-1=-
5
4.

随堂·对点检测

1.AD [sin -
π
3  =-sinπ3=- 32,所以A选项正确;

cos
5π
6=cosπ-

π
6  =-cosπ6=- 32,

所以B选项错误;

cos
 

π=-cos
 

0=-1,所以C选项错误;

tan
3π
4=tanπ-

π
4  =-tanπ4=-1,D选项正确.

故选AD.]

2.A [∵α是第三象限角,且sin
 

α=-
1
3
,

∴cos
 

α=- 1-sin2α=-
22
3
,

∴tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=
2
4
,

则3cos
 

α+4tan
 

α=-22+ 2=- 2.故选A.]

3.D [因为sin
 

αcos
 

α=
(sin

 

α+cos
 

α)2-1
2

,

所以sin
 

α+cos
 

α=
3
4×

(sin
 

α+cos
 

α)2-1
2

,

化简得3(sin
 

α+cos
 

α)2-8(sin
 

α+cos
 

α)-3=0,

解得sin
 

α+cos
 

α=-
1
3

或sin
 

α+cos
 

α=3(舍去).

故选D.]

4.-
3
10 

[由题意可得cos π
2+α  +3cos(α-π)=-sin 

α-

3cos
 

α=0,
所以-sin

 

α=3cos
 

α,可得tan
 

α=-3,

所以
sin3α-sin

 

α

sin3π2+α  
=
sin

 

α(sin2α-1)
-cos

 

α =tan
 

α·(1-sin2α)
 

=tan
 

α

· cos2α
sin2α+cos2α

=tan
 

α· 1
tan2α+1

=-3×
1
9+1=-

3
10.]

第31课时 和、差、倍角的正弦、余弦和正切公式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 a2+b2sin(α+φ)
链教材·夯基固本

1.D [sin
 

20°cos
 

10°-cos
 

160°sin
 

10°=sin
 

20°cos
 

10°+cos
 

20°·

sin
 

10°=sin(20°+10°)=sin
 

30°=
1
2.

故选D.]

2.
7
25 

[因为sin(α-π)=-sin
 

α=
3
5
,

所以 sin
 

α= -
3
5
,所 以 cos

 

2α=1-2sin2α=1-2×

-
3
5  

2

=
7
25.]

3.
2+ 6
4  [cos

 

15°=cos(60°-45°)

=cos
 

60°cos
 

45°+sin
 

60°sin
 

45°=
2+ 6
4 .]

4.7 [tan(α-β)=
tan

 

α-tan
 

β
1+tan

 

αtan
 

β

=
2- -

1
3  

1+2× -
1
3  
=7.]

5.
4
5 

[由题意,得cos
π
3cos

 

α+sin
π
3sin

 

α=
4
5
,

即cosα-
π
3  =45.]

6.2 [由tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=tan

 3π
4=-1

,得tan
 

α+

tan
 

β-tan
 

αtan
 

β+1=0,所以(1-tan
 

α)(1-tan
 

β)=1-
(tan

 

α+tan
 

β)+tan
 

αtan
 

β=2.]
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考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)A (3)B [(1)cos
 

α=2cos2
α
2-1=2×

1
5-1=-

3
5
,因为0<α<π,所以sin

 

α=
4
5
,

所以sinα-
π
4  = 22(sin 

α-cos
 

α)=
2
2×

7
5=

72
10.

(2)因为cos(α+β)=m,
所以cos

 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=m,
而tan

 

αtan
 

β=2,
所以sin

 

αsin
 

β=2cos
 

αcos
 

β,
故cos

 

αcos
 

β-2cos
 

αcos
 

β=m,
即cos

 

αcos
 

β=-m,
从而sin

 

αsin
 

β=-2m,
故cos(α-β)=-3m.故选A.

(3)因为
cos

 

α
cos

 

α-sin
 

α= 3
,

所以
1

1-tan
 

α= 3
,解得tan

 

α=1-
3
3
,

所以tanα+
π
4  =tan

 

α+1
1-tan

 

α=23-1.

故选B.]
考点二

考向1 典例2 (1)B (2)
π
2 取值满足φ=

π
2+2kπ

(k∈Z)

即可  [(1)由sin π
2-θ  +cos π

3-θ  =1,得cos 

θ+

1
2cos

 

θ+
3
2sin

 

θ=
3
2cos

 

θ+
3
2sin

 

θ=1,

所以 3cosθ-
π
6  =1,

所以cosθ-
π
6  = 33,

则cos2θ-
π
3  =2cos2 θ-

π
6  -1=-13.故选B.

(2)f(x)=sin(x+φ)+cos
 

x=sin
 

xcos
 

φ+cos
 

xsin
 

φ+cos
 

x

=cos
 

φsin
 

x+(sin
 

φ+1)·cos
 

x= cos2φ+(sin
 

φ+1)2

·sin(x+θ)其中tan
 

θ=
sin

 

φ+1
cos

 

φ  ,由f(x)的最大值为2,

所以 cos2φ+(sin
 

φ+1)2=2,化简可得sin
 

φ=1,则φ 可

为
π
2
,其取值满足φ=

π
2+2kπ

(k∈Z)即可.]

考向2 典例3 ABD [对于A,cos
 

82°sin
 

52°-sin
 

82°cos
 

52°=

sin(52°-82°)=-
1
2
,故A正确;

对于B,sin
 

15°sin
 

30°sin
 

75°=
1
2sin

 

15°cos
 

15°=
1
2×

1
2sin

 

30°=

1
8
,故B正确;

对于 C,
tan

 

48°+tan
 

72°
1-tan

 

48°tan
 

72°=tan
(48°+72°)= - 3,故 C

错误;
对于D,由二倍角公式可得,

cos2
π
8-sin

2 π
8=cos

π
4=

2
2
,故D正确.

故选ABD.]

考向3 典例4 C [∵α+β=
5π
4
,

∴tan(α+β)=tan
5π
4=tanπ+

π
4  =tanπ4=1,

∴
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=1,化简得tan

 

α+tan
 

β=1-tan
 

αtan
 

β,

可得(1+tan
 

α)·(1+tan
 

β)=1+tan
 

α+tan
 

β+tan
 

α·

tan
 

β=1+1-tan
 

αtan
 

β+tan
 

αtan
 

β=2.
故选C.]

考点三

典例5 (1)C (2)D [(1)因为角α,β均为锐角,所以α+β∈
(0,π),

因为cos(α+β)=
10
10

,sin
 

β=
5
5
,

所以sin(α+β)=
3 10
10

,cos
 

β=
25
5
,

所以cos(α+2β)=cos[(α+β)+β]

=cos(α+β)cos
 

β-sin(α+β)sin
 

β

=
10
10 ×

25
5 -

3 10
10 ×

5
5

=-
2
10.

故选C.

(2)法一:设β=0,则sin
 

α+cos
 

α=0,取α=
3π
4
,排除A,C;

再取α=0,则sin
  

β+cos
 

β=2sin
 

β,取β=
π
4
,排 除 B.故

选D.

法二:∵sin(α+β)+cos(α+β)=22·cos α+π4 sin 

β,

∴sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β+cos
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=2(cos
 

α-
sin

 

α)sin
 

β=2cos
 

αsin
 

β-2sin
 

αsin
 

β,

∴sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β+cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β=0,
即sin(α-β)+cos(α-β)=0,

∴sin(α-β)=-cos(α-β),

∴tan(α-β)=-1.]
多维变迁

 C [∵cos
 

β=
1
3
,cos

 

αcos(α+β)=
1
4
,

∴cos
 

β=cos[(α+β)-α]=cos[α-(α+β)]

=cos
 

αcos(α+β)+sin
 

αsin(α+β)

=
1
4+sin

 

αsin(α+β)=
1
3
,

∴sin
 

αsin(α+β)=
1
12
,

∴cos(2α+β)=cos[α+(α+β)]

=cos
 

αcos(α+β)-sin
 

αsin(α+β)

=
1
4-

1
12=

1
6.

故选C.]
教材拓展4

典例6 B [因为tan
α
2=3

,

所以sin
 

α=
2tan

α
2

tan2
α
2+1

=
2×3
32+1

=
3
5
,
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cos
 

α=
1-tan2

α
2

1+tan2
α
2

=
1-32

1+32
=-

4
5
,

则
sin

 

α
2-cos

 

α=

3
5

2- -
4
5  
=
3
14.

故选B.]
随堂·对点检测

1.BC [对于A,
tan

 

20°+tan
 

25°
tan

 

20°tan
 

25°-1=

-
tan

 

20°+tan
 

25°
1-tan

 

20°tan
 

25°=-tan
(20°+25°)=-1,不符合题意;

对于B,4sin
π
12sin

5π
12=4sin

π
12cos

π
12=2sin

π
6

=2×
1
2=1

,符合题意;

对于C,sin
 

72°cos
 

18°-cos
 

108°sin
 

18°=sin
 

72°cos
 

18°+
cos

 

72°sin
 

18°=sin(72°+18°)=1,符合题意;

对于D,2cos222.5°-1=cos
 

45°=
2
2
,不符合题意.

故选BC.]

2.D [sin
 

15°+sin
 

75°=sin
 

15°+cos
 

15°= 2sin(15°+45°)=

2×
3
2=

6
2.

故选D.]

3.C [tan
 

α+tan
 

β=-3(1-tan
 

αtan
 

β),

因为α,β∈ 0,
π
2  ,

所以α+β∈(0,π),

所以tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=- 3,

故α+β=
2π
3.

故选C.]

4.D [cos2α-cos2β=
1+cos

 

2α
2 -

1+cos
 

2β
2 =

1
2
(cos

 

2α-

cos
 

2β)=
1
2
[cos(α+β+α-β)-cos(α+β-α+β)]

=-sin(α+β)·sin(α-β)=-
1
2×

1
3=-

1
6.

故选D.]

5.-
25
5  

3 10
10  [因为cos

 

α=
5
5
,且α为第四象限角,

所以sin
 

α=-
25
5
,

所以cosα+
π
4  = 22cos 

α-
2
2sin

 

α=
3 10
10 .]

第32课时 简单的三角恒等变换

理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.-
25
5  -

5
5 

[∵θ∈ 5π
2
,3π  ,

且sin
 

θ=
4
5
,

∴cos
 

θ=-
3
5
,θ
2∈

5π
4
,3π
2  ,

∴sin
 θ
2=-

1+
3
5
2 =-

25
5
,

cos
θ
2=-

1-
3
5
2 =-

5
5.]

2.(1)
1
2sin

 

α (2)0 [(1)原式=
1
2
[sin(α+2β)+sin

 

α]-

1
2sin

(α+2β)=
1
2sin

 

α.

(2)原式=2sin
10°+50°
2 cos

 50°-10°
2 -cos

 

20°

=2sin
 

30°cos
 

20°-cos
 

20°=0.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)
1
8 

(2)0 [(1)法一:原式

=
2sin

 

20°cos
 

20°cos
 

40°cos
 

80°
2sin

 

20°

=
2sin

 

40°cos
 

40°cos
 

80°
4sin

 

20° =
2sin

 

80°cos
 

80°
8sin

 

20°

=
sin

 

160°
8sin

 

20°=
sin

 

20°
8sin

 

20°=
1
8.

法二:原式=
1
2
[cos(20°+40°)+cos(20°-40°)]cos

 

80°

=
1
4cos

 

80°+
1
2cos

 

20°cos
 

80°

=
1
4cos

 

80°+
1
2×

1
2
[cos(20°+80°)+cos(20°-80°)]

=
1
4cos

 

80°+
1
4cos

 

100°+
1
8

=
1
8.

(2)原式=
sin2θ

sin
 

θ-cos
 

θ+
cos

 

θ
1-tan

 

θ- 2sinθ+
π
4  

=
sin2θ

sin
 

θ-cos
 

θ+
cos2θ

cos
 

θ-sin
 

θ- 2sin θ+π4 
=sin

 

θ+cos
 

θ- 2sinθ+
π
4  

= 2sinθ+
π
4  - 2sinθ+

π
4  =0.]

考点二

考向1 典例2 ABD [对于A,sin
 

15°sin
 

30°·sin
 

75°

=
1
2sin

 

15°sin
 

75°=-
1
4
[cos(15°+75°)-cos(15°-75°)]=

 

1
8
,故A正确;

对于B,
1

sin
 

10°-
3

cos
 

10°

=
cos

 

10°- 3sin
 

10°
sin

 

10°cos
 

10°

=
2(sin

 

30°cos
 

10°-cos
 

30°sin
 

10°)
1
2sin

 

20°

=
4sin

 

20°
sin

 

20°=4
,故B正确;

对于C,
3-sin

 

70°
2-cos210°

=
3-cos

 

20°
2-cos210°
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=
3-(2cos210°-1)
2-cos210°

=
2(2-cos210°)
2-cos210°

=2,故C错误;

对于D,因为tan
 

60°=tan(20°+40°)

=
tan

 

20°+tan
 

40°
1-tan

 

20°tan
 

40°= 3
,

所以tan
 

20°+tan
 

40°= 3- 3tan
 

20°·tan
 

40°,
即tan

 

20°+tan
 

40°+tan
 

20°tan
 

40°tan
 

60°
 

= 3- 3tan
 

20°tan
 

40°+ 3tan
 

20°tan
 

40°= 3,故D正确.
故选ABD.]

考向2 典例3 B [法一:依题意,得

sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β=
1
3
,

cos
 

αsin
 

β=
1
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以sin
 

αcos
 

β=
1
2
,

所以sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
1
2+

1
6=

2
3
,

所以cos(2α+2β)=1-2sin2(α+β)=1-2×
2
3  

2

=
1
9.

故选B.
法二(积化和差公式):由条件,知

cos
 

αsin
 

β=
1
2
[sin(α+β)-sin(α-β)]

=
1
2 sin(α+β)-

1
3  =16,

解得sin(α+β)=
2
3
,

则cos(2α+2β)=cos[2(α+β)]=1-2sin2(α+β)=1-2×

2
3  

2

=
1
9.故选B.]

考向3 典例4 (1)B (2)-
3π
4  

[(1)由 题 意 知,cos
 

α=

1-sin2α=
25
5 .

∵tan
 

β=-3,且β为钝角,sin2β+cos2β=1,

∴sin
 

β=
3 10
10

,cos
 

β=-
10
10

,

∴sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
5
5 × -

10
10  +

25
5 ×

3 10
10 =

2
2.

又∵0<α<
π
2
,π
2<β<π

,

∴
π
2<α+β<

3π
2
,∴α+β=

3π
4.

故选B.
(2)∵tan

 

α=tan[(α-β)+β]

=
tan(α-β)+tan

 

β
1-tan(α-β)tan

 

β
=

1
2-

1
7

1+
1
2×

1
7

=
1
3>0

,

∴0<α<
π
2.

又∵tan
 

2α=
2tan

 

α
1-tan2α

=
2×

1
3

1- 1
3  

2=
3
4 >0

,∴0<2α<

π
2
,∴tan(2α-β)=

tan
 

2α-tan
 

β
1+tan

 

2αtan
 

β
=

3
4+

1
7

1-
3
4×

1
7

=1.

∵tan
 

β=-
1
7<0

,∴
π
2<β<π

,-π<2α-β<0,∴2α-

β=-
3π
4.]

随堂·对点检测

1.BC [对于A,sin
 

15°cos
 

15°=
1
2sin

 

30°=
1
4
,故A错误;

对于B,cos215°-sin215°=cos
 

30°=
3
2
,故B正确;

对于C,
tan

 

30°
1-tan230°

=

3
3

1- 3
3  

2=
3
2
,故C正确;

对于D,
1+tan

 

15°
1-tan

 

15°=
tan

 

45°+tan
 

15°
1-tan

 

15°·tan
 

45°=tan
(45°+15°)=

tan
 

60°= 3,故D错误.故选BC.]

2.D [由 题 意,cos
 

α=
1+ 5
4 =1-2sin2

α
2
,得sin2

α
2 =

3- 5
8 =

6-25
16 = 5-1

4  
2

,又α 为锐角,所以sin
α
2>0

,

所以sin
α
2=

-1+ 5
4

,故选D.]

3.-
3π
4 

[由β∈(0,π),cos
 

β=-
4
5
,

得sin
 

β= 1-cos2β=
3
5
,

所以tan
 

β=
sin

 

β
cos

 

β
=-

3
4
,

又 tan
 

α =
1
7
,所 以 tan(α -β)=

tan
 

α-tan
 

β
1+tan

 

αtan
 

β
=

1
7+

3
4

1-
1
7×

3
4

=

25
28
25
28

=1,

因为cos
 

β=-
4
5<0

,则β∈
π
2
,π  ,

又tan
 

α=
1
7>0

,则α∈ 0,
π
2  ,则α-β∈(-π,0),

所以α-β=-
3π
4.]

4.cos
 

α [因为π<α<2π,所以
π
2<

α
2<π

,

所以

(1+sin
 

α+cos
 

α)sin
α
2-cos

α
2  

2+2cos
 

α

=
2cos2

α
2+2sin

α
2cos

α
2  sinα

2-cos
α
2  

4cos2
α
2
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=
2cos

α
2 cos

α
2+sin

α
2  sinα

2-cos
α
2  

2cos
α
2

=
cos

α
2 sin2

α
2-cos

2 α
2  

cos
α
2

=
-cos

α
2cos

 

α

cos
α
2

=
-cos

 α
2cos

 

α

-cos
 α
2

=cos
 

α.]
第33课时 三角函数的图象与性质

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2  x x≠kπ+
π
2  [-1,1] [-1,1] 2π π 奇

函数 偶函数 奇函数  2kπ-π2,2kπ+π2  [2kπ-π,
2kπ] 2kπ+

π
2 ,2kπ+

3π
2  [2kπ,2kπ+π] (kπ,0) 

 kπ+π2,0   kπ2,0  x=kπ+π2 x=kπ 
链教材·夯基固本

1.D [函数y=cos
 

x,x∈[0,2π]的图象如图所示,

将函数y=cos
 

x,x∈[0,2π]的图象向上平移1个单位长度

得到y=1+cos
 

x(x∈[0,2π])的简图,如图所示.

故选D.]

2.-
3
2
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  [由x∈ 0,
π
2  ,

得x+
π
3∈

π
3
,5π
6  ,

所以y=cosx+
π
3  ∈ -

3
2
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .]

3.5π12+kπ
,11π
12+kπ  (k∈Z) [由

π
2+2kπ≤2x-

π
3≤

3π
2+

2kπ,k∈Z,

解得
5π
12+kπ≤x≤

11π
12+kπ

,k∈Z,

故f(x)的单调递减区间是 5π12+kπ,11π12+kπ (k∈Z).]

4.x x≠
kπ
2+

π
8
,k∈Z   [由2x+π4 ≠π2+kπ,k∈Z,

得x≠
kπ
2+

π
8
,k∈Z,

故函数y=tan2x+
π
4  的定义域为

 x x≠
kπ
2+

π
8
,k∈Z .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)2kπ+
π
4
,2kπ+

5π
4  (k∈Z)

[(1)∵x∈ -
π
8
,π
8  ,

∴4x-
π
3∈ -

5π
6
,π
6  ,

∴cos4x-
π
3  ∈ -

3
2
,1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

∴f(x)∈ 2- 3,
7
2  .

故选D.
(2)法一:要使函数有意义,必须使sin

 

x-cos
 

x≥0.在同一

直角坐标系中画出[0,2π]上y=sin
 

x 和y=cos
 

x 的图象,
如图所示.

在[0,2π]内,满足sin
 

x=cos
 

x 的x 为
π
4
,5π
4
,再结合正弦、

余 弦 函 数 的 周 期 是 2π,所 以 原 函 数 的 定 义 域 为

2kπ+
π
4
,2kπ+

5π
4  (k∈Z).

法二:要使函数y= sin
 

x-cos
 

x有意义,

则sin
 

x-cos
 

x≥0,即 2sinx-
π
4  ≥0,

即2kπ≤x-
π
4≤2kπ+π

(k∈Z),

解得2kπ+
π
4≤x≤2kπ+

5π
4
(k∈Z),

即原函数的定义域为 2kπ+π4,2kπ+5π4 (k∈Z).]

考点二

典例2 (1)ACD (2)A [(1)由题意可得f(x)的最小正周期

T=
2π
2=π

,故A正确;

令2x-
π
6=kπ

,k∈Z,可得x=
π
12+

kπ
2
,k∈Z,故B错误;

令2x-
π
6=

π
2+kπ

,k∈Z,

可得x=
π
3+

kπ
2
,k∈Z,

当k=0时,x=
π
3
,故f(x)的图象的对称中心为 π

3
,0  ,故

C正确;

若f(x)=cos2x-
π
6+φ  为奇函数,则-

π
6+φ=kπ+

π
2
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(k∈Z),φ=kπ+
2π
3
(k∈Z),当k=0时,φ=

2π
3
,故D正确.

故选ACD.

(2)由题意得ω=
2π
T ∈

(2,3),函数y=f(x)的图象关于点

3π
2
,2  中心对称,则b=2,且f

3π
2  =2,

所以sin3π2ω+
π
4  +2=2,则3π2ω+

π
4 =kπ,k∈Z,解 得

ω=
4k-1
6
,k∈Z.由ω∈(2,3),得k=4,ω=

5
2
,所以f(x)=

sin 5
2x+

π
4  +2,故f π2 =sin  52× π2+ π4 +2=

-1+2=1.故选A.]
母题探究

1.
3
2 

[由函数f(x)的最小正周期T 满足
4π
5<T<π,得

4π
5<

2π
ω<π

,解得2<ω<
5
2
,又因为函数图象关于点 3π

2
,2  中心

对称,

所以
3π
2ω+

π
4=kπ+

π
2
(k∈Z),且b=2,所以ω=

2k
3+

1
6
,k

∈Z,所以ω=
13
6
,即f(x)=cos

13
6x+

π
4  +2,

则f
π
2  =cos13π12+π4  +2=32.]

2.-1 [因为函数f(x)的最大值为2+b=1,所以b=-1.

由π<T<2π,得π<
2π
ω<2π

,解得1<ω<2.

由y=f(x)的图象关于直线x=
7π
4

对称,

可得ω×
7π
4+

3π
8=kπ

,k∈Z,

所以ω=
4
7 k-

3
8  ,k∈Z.

所以1<
4
7 k-

3
8  <2,解得

17
8<k<

31
8.

又k∈Z,所以k=3,所以ω=
4
7× 3-

3
8  =32,

所以f(x)=2cos
3
2x+

3π
8  -1.

故f
3π
4  =2cos 32×3π4+3π8  -1

=2cos
3π
2-1=-1.

]

考点三

典例3 (1)C (2)D [(1)由 题 意 得y=sin
π
3-

1
2x  =

-sin 1
2x-

π
3  ,

所以函 数 y=sin
1
2x-

π
3  的 单 调 递 减 区 间,就 是 y=

sin π
3-

1
2x  的单调递增区间,

由2kπ+
π
2≤

1
2x-

π
3≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,解得4kπ+

5π
3≤

x≤4kπ+
11π
3
,k∈Z,

所以y=sin
π
3-

1
2x  在区间 4kπ+5π3,4kπ+11π3 (k∈

Z)上单调递增,

当x∈[-2π,2π]时,y=sin
π
3-

1
2x  的单调递增区间是

-2π,-
π
3  和 5π

3
,2π  .

故选C.

(2)由a=cos -
3π
8  =cos3π8,

b=cos
9π
7=cosπ+

2π
7  =-cos2π7<0,

c=sin
2π
7=cos

π
2-

2π
7  =cos3π14,

又0<
3π
14<

3π
8<

π
2
,

y=cos
 

x 在 0,
π
2  上单调递减,

所以cos
3π
14>cos

3π
8>0

,即c>a>0>b,

所以c>a>b.
故选D.]

微点突破8
典例4 ACD [对于f(x)=|sin

 

x|+cos
 

x,
由f(-x)=f(x),可知f(x)是偶函数,故A正确;
因为f(π-x)=|sin(π-x)|+cos(π-x)=|sin

 

x|-cos
 

x
≠f(x),

所以f(x)的图象不关于直线x=
π
2

对称,故B错误;

由题意得f(x)=
sin

 

x+cos
 

x,x∈[2kπ,2kπ+π],

-sin
 

x+cos
 

x,x∈(2kπ+π,2kπ+2π], k∈Z,

所以f(x)=

2sinx+
π
4  ,x∈[2kπ,2kπ+π],

-2sinx-
π
4  ,x∈(2kπ+π,2kπ+2π],

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 k∈Z,

根据正弦函数的 性 质,可 知 当x∈[2kπ,2kπ+π]时,f(x)

∈[-1,2],

当x∈(2kπ+π,2kπ+2π]时,f(x)∈(-1,2],

所以f(x)∈[-1,2],即f(x)的 最 小 值 为-1,可 知 C
正确;

当x∈(-π,0)时,f(x)= - 2sin x- π4 ,x- π4
∈ -

5π
4
,-
π
4  ,

所以f(x)在(-π,0)上不单调,可知D正确.
故选ACD.]

随堂·对点检测

1.C [根据函数y=sin
x
2

的最小正周期T=
2π
1
2

=4π,可知 A

项错误;
根据函数y=cos

 

x 的最小正周期为2π,可知B项错误;

根据函数y=tan
 

x 的最小正周期为π,且在区间 π
2
,π  上单

调递增,可知C项正确;
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当x∈ π
2
,π  时,y=|sin

 

x|=sin
 

x,在 π
2
,π  上 单 调 递

减,可知D项错误.
故选C.]

2.BC [f(x)=sin
 

xcos
 

x=
1
2sin

 

2x 为奇函数,A错误;

根据正 弦 函 数 的 性 质 可 得,f(x)的 值 域 为 -12,12 ,B
正确;

由T=
2π
|ω|

得T=π,C正确;

当-
π
2≤x≤

π
2

时,-π≤2x≤π,此时f(x)不单调,D错误.

故选BC.]

3.B [A中,T=
2π
π
2

=4,B中,T=
2π
π
2

=4,C中,T=
2π
π
4

=8,D

中,T=
2π
π
4

=8,排 除 C,D;对 于 A,当 x=2时,f(2)=

sin π
2×2  =0,故点(2,0)是函数f(x)图象的一个对称中

心,排除A;对于B,当x=2时,f(2)=cos
π
2×2  =-1,故

x=2是函数f(x)图象的一条对称轴.故选B.]

4.
3
2 

[∵x∈ π
6
,7π
12  ,∴2x∈ π

3
,7π
6  ,

则f(x)=sin
 

2x∈ -
1
2
,1  ,

即 M=1,m=-
1
2
,则 M-m=

3
2.]

第34课时 函数y=Asin(ωx+φ)的图象及应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 0 -A

知识点2 |φ| 
φ
ω

知识点3 ωx+φ
链教材·夯基固本

1.A [令x=0,得y=sin -
π
3  =- 32,排除B,D;由x=

-
π
3

时,y=0,x=
π
6

时,y=0,排除C.

故选A.]

2.C [将函数y=sin
 

x 的图象上每个点的横坐标变为原来的

1
2
(纵坐标不变),得到y=sin

 

2x 的图象,再将得到的图象向

左 平 移
π
12

个 单 位 长 度,得 到 y =sin 2x+
π
12    =

sin2x+
π
6  的图象.故选C.]

3.C [由 题 意 知 A=2,f=
1
T =

ω
2π=

1
4π
,初 相 为-

π
3.故

选C.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:y= 3sin
x
2+cos

 x
2=2sin

x
2+

π
6  ,

令 M=
x
2+

π
6
,则列表如下:

M 0 π
2 π 3π

2 2π

x -
π
3

2π
3

5π
3

8π
3

11π
3

y=2sin
 

M 0 2 0 -2 0

在平面直角坐标系中描出相应的五点,用平滑的曲线连接起

来,向两端伸展一下,如图所示.

从图象观察知该函数的最小正周期T=
11π
3 - -

π
3  =4π.

-
4π
3+4kπ

,2π
3+4kπ  (k∈Z)为单调递增区间,

2π
3+4kπ

,8π
3+4kπ  (k∈Z)为单调递减区间.

由函数y=sin
 

x 的图象向左平移
π
6

个单位长度,再把横坐标

变为原来的2倍(纵坐标不变),最后把纵坐标变为原来的2

倍(横坐标不变)即可得到函数y=2sin
 x
2+

π
6  的图象.

多维变迁

 C [因为函数y=sin
 

x 的最小正周期T=2π,

函数y=2sin3x-
π
6  的最小正周期T=

2π
3
,

所以在x∈[0,2π]上,函数y=2sin 3x-π6 有三个周期的

图象,
在平面直角 坐 标 系 中 结 合 五 点 法 画 出 两 函 数 的 图 象,如 图

所示,

由图可知,两函数图象有6个交点.故选C.]
考点二

典例2 (1)-
3π
4 

(2)-
3
2 

[(1)由f(x)的部分图象知,A+

2=3,解得A=1,

最小正周期T=2× 5π
6-

π
6  =4π3,所以ω=

2π
T=

3
2
,

所以f(x)=sin
3
2x+φ  +2,

因为点 π
6
,1  在函数图象上,

所以sin 3
2×

π
6+φ  +2=1,
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所以sin π
4+φ  =-1,

所以φ=-
3π
4+2kπ

,k∈Z,

因为|φ|<π,所以φ=-
3π
4
,

所以f(x)=sin
3
2x-

3π
4  +2,

所以f(x)的初相为-
3π
4.

(2)对比正弦函数y=sin
 

x 的图象易知,点 2π
3
,0  为“五点

(画图)法”中的第五点,所以
2π
3ω+φ=2π.①

由题知|AB|=xB-xA=
π
6
,又y=

1
2
,则

ωxA+φ=
π
6
,

ωxB+φ=
5π
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 两

式相减,

得ω(xB-xA)=
4π
6
,

即
π
6ω=

4π
6
,解得ω=4.

代入①,得φ=-
2π
3
,所以f(π)=sin 4π-2π3 

=-sin
2π
3=-

3
2.]

多维变迁

1.1 [根据当x=
π
12

时,f(x)取得最大值2,当x=
π
3

时,f(x)

取得最小值-2,

可知f(x)的最小正周期T=2 π
3-

π
12  =π2,即2πω =π2,

解得ω=4,

由f
π
12  是函数的最大值,根据余弦函数的性质,可得4×

π
12+φ=2kπ

(k∈Z),

结合|φ|<
π
2
,取k=0,得φ=-

π
3
,

可得f(x)=2cos4x-
π
3  ,

将函数f(x)图象上所有的点向左平移
π
6

个单位长度,可得

f x+
π
6  =2cos 4 x+ π6 - π3 =2cos 4x+ π3 的

图象,

所以g(x)=2cos4x+
π
3  ,可得g

π
3  =2cos5π3

=2cos2π-
π
3  =2cosπ3=1.]

2.解:由题图得A=
3-0
2 =

3
2
,

B=
3+0
2 =

3
2
,

T=2 π2- -π3  =5π3,
∴|ω|=

2π
T=

6
5.

当ω>0时,函数的解析式为y=
3
2sin 65x+φ +32,

∵点 π2,0 在函数图象上,

∴
6
5×

π
2+φ=

3π
2+2kπ

,k∈Z,

∴φ=
9π
10+2kπ

,k∈Z.

∵|φ|<π,∴φ=
9π
10
,∴y=

3
2sin 65x+

9π
10 +32.

当ω<0时,函数的解析式为y=-
3
2

·sin 65x-φ +32,
∵点 π2,0 在函数图象上,

∴
6
5×

π
2-φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,

∴φ=
π
10-2kπ

,k∈Z.

∵|φ|<π,∴φ=
π
10.

∴y=-
3
2sin 65x-

π
10 +32.

综上,所求的一个函数解析式为y=
3
2

·sin 65x+
9π
10 +32

或y=-
3
2sin 65x-

π
10 +32.

考点三

考向1 典例3 解:(1)因为f(0)=cos
 

φ=
1
2
,且0≤φ<π,

所以φ=
π
3.

(2)g(x)=f(x)+f x-
π
6  

=cos2x+
π
3  +cos 

2x

=cos
 

2xcos
 π
3-sin

 

2xsin
 π
3+cos

 

2x

=
3
2cos

 

2x-
3
2sin

 

2x

= 3 3
2cos

 

2x-
1
2sin

 

2x  
= 3cos2x+

π
6  .

因为y=cos2x+
π
6  的值域是[-1,1],

所以函数y= 3cos2x+
π
6  的值域是[- 3,3],

所以g(x)的值域为[- 3,3].

令2kπ-π≤2x+
π
6≤2kπ

(k∈Z),得kπ-
7π
12≤x≤kπ-

π
12

(k∈Z),所以g(x)的单调递增区间为 kπ-
7π
12
,kπ-

π
12  (k

∈Z).

令2kπ≤2x+
π
6≤2kπ+π

(k∈Z),得kπ-
π
12≤x≤kπ+

5π
12

(k∈Z),所以g(x)的单调递减区间为 kπ-
π
12
,kπ+

5π
12  (k

∈Z).
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考题探源

1.解:(1)由 题 意,函 数f(x)=sinx+
π
6  +sinx-

π
6  +

cos
 

x+a,

化简得f(x)=sin
 

xcos
 π
6 +cos

 

xsin
π
6 +sin

 

xcos
 π
6-

cos
 

xsin
 π
6+cos

 

x+a= 3sin
 

x+cos
 

x+a=2sin x+
π
6 +a,
∵y=sinx+

π
6  的最大值为1,

∴f(x)max=2×1+a=1,解得a=-1.

(2)由(1)可知f(x)=2sinx+
π
6  -1.

令2kπ+
π
2≤x+

π
6≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,

解得2kπ+
π
3≤x≤2kπ+

4π
3
,k∈Z,

∴f(x)的单调递减区间为 π3+2kπ,4π3+2kπ ,k∈Z.

(3)由题意f(x)≥0,即2sinx+
π
6  -1≥0,

可得sinx+
π
6  ≥12,

∴2kπ+
π
6≤x+

π
6≤2kπ+

5π
6
,k∈Z,

解得2kπ≤x≤2kπ+
2π
3
,k∈Z,

∴使f(x)≥0成立的x 的取值集合是

 x 2kπ≤x≤
2π
3+2kπ

,k∈Z .

2.解:f(x)=
1
2cos

2x-
1
2sin

2x+1- 3sin
 

xcos
 

x

=
1
2cos

 

2x-
3
2sin

 

2x+1

=cos2x+
π
3  +1,

最小正周期T=
2π
2=π

,

由2kπ-π≤2x+
π
3≤2kπ

(k∈Z)可得,

kπ-
2π
3≤x≤kπ-

π
6
,k∈Z,

所以f(x)的单调递增区间为 kπ-2π3,kπ-π6 ,k∈Z.

考向2 典例4 ACD [由题意,知T
2=10-4=6

,解得 T=

12,故A正确;

由
2π
ω=12

,得ω=
π
6.

由
A+B=50,

-A+B=10, 解得
A=20,

B=30, 
所以h(t)=20sin π

6t+φ  +30.
由h(0)=20,得20sin

 

φ+30=20,

即sin
 

φ=-
1
2.

因为|φ|<
π
2
,所以φ=-

π
6.

所以h(t)=20sin π
6t-

π
6  +30,故B错误;

h(14)=20sin π
6×14-

π
6  +30

=20sin
π
6+30=40

,故C正确;

由h(t)=20sin π
6t-

π
6  +30<20,得sin π

6t-
π
6  <

-
1
2
,即7π
6+2kπ<

π
6t-

π
6<

11π
6 +2kπ,k∈Z,解 得8+

12k<t<12+12k,k∈Z.所以一个周期内过山车距离地平面

低于20
 

m的时间是(12+12k)-(8+12k)=4
 

s,故D正确.
故选ACD.]

多维变迁

1.C [由题意得,A+B=14,

A-B=6, 解得
A=10,

B=4, 
所以 H(t)=10+4sin π

12t-
2π
3  ,

令 H(t)≥8,即sin π
12t-

2π
3  ≥-12,

因为0≤t<24,

所以-
2π
3≤

π
12t-

2π
3<

4π
3
,

由正弦函数的图 象 与 性 质 可 知-
π
6≤

π
12t-

2π
3≤

7π
6
,解 得

6≤t≤22,
所以该港口一天内水位不小于8

 

m的时长为22-6=16(h).
故选C.]

2.解:(1)由 题 图 可 知 A=3,
3
4T=

4π
9 - -

π
18  = π2,解 得

T=
2π
3
,

所以ω=3,f(x)=3sin(3x+φ),

又f(x)的图象过点 4π
9
,-3  ,

所以-3=3sin3×
4π
9+φ  ,

所以
4π
3+φ=

3π
2+2kπ

,k∈Z,解得φ=
π
6+2kπ

,k∈Z,

又|φ|<
π
2
,所以φ=

π
6
,f(x)=3sin3x+

π
6  ,

将函数f(x)的图象上所有点的横坐标变为原来的
3
2
,再将

所得函 数 图 象 向 右 平 移
π
6

个 单 位 长 度,得 到 g(x)=

3sin 2 x-π6 +π6 =3sin 2x-π6 的图象.

综上,f(x)=3sin3x+
π
6  ,

g(x)=3sin 2x-π6 .

(2)令-
π
2 +2kπ≤2x-

π
6 ≤

π
2 +2kπ

,k∈Z,解 得-
π
6

+kπ≤x≤
π
3+kπ

,k∈Z,

即函数g(x)的单调递增区间为 -π6+kπ,π3+kπ (k∈Z),
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令2x-
π
6=kπ

,k∈Z,解得x=
π
12+

kπ
2
,k∈Z,

所以函数g(x)的图象的对称中心为 π
12+

kπ
2
,0  (k∈Z).

(3)当x∈ -
π
12
,5π
12  时,2x-

π
6∈ -

π
3
,2π
3  ,

所以sin 2x-π6 ∈ -32,1 ,
所以g(x)∈ -

33
2
,3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,即函数g(x)在区间 -
π
12
,5π
12  上

的值域为 -
33
2
,3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

随堂·对点检测

1.B [将函数y=cos
 

2x 的图象向右平移
π
8

个单位长度,得到

的图象的 函 数 解 析 式 为y=cos 2x-
π
8    =cos 2x-

π
4 .

故选B.]

2.D [函数的周期 T=2 π
4- -

π
12    =2π3,可得

2π
ω =

2π
3
,

解得ω=3,

因为当x=
π
4

时,f(x)=0,且x=
π
4

在函数f(x)的单调递

减区间内,

所以3×
π
4+φ=

π
2+2kπ

(k∈Z),结合-
π
2<φ<

π
2
,解得

φ=-
π
4
,又A=2,可得f(x)=2cos3x-

π
4  ,将f(x)图

象上的所有点向左平移
π
4

个单位长度,

可得f x+
π
4  =2cos3x+3π4-π4  =2cos 3x+ π2 的

图象,

结合cos3x+
π
2  =-sin 

3x,

可得f x+
π
4  =-2sin 

3x,D选项符合题意.

故选D.]

3.BD [由 f(x)=3sin(2ωx+φ)的 部 分 图 象 知,T=2×
3π
8- -

π
8    =π,即2π2ω=π,解得ω=1,

将点 -
π
8
,3  代入解析式中,得

sin -
π
4+φ  =1,

所以-
π
4+φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,解得φ=
3π
4+2kπ

,k∈Z,

所以f(x)=3sin2x+
3π
4+2kπ  

=3sin2x+
3π
4  ,k∈Z.

对于A,因为ω=1,所以选项A错误;

对于B,因为f -
5π
8  =3sin -5π4+3π4 =-3是最小值,

所以直线x=-
5π
8

是f(x)图象的一条对称轴,选项B正确;

对于C,因为f
π
4  =3sin π

2+
3π
4  =3cos3π4=-322 ≠0,

所以点 π
4
,0  不是f(x)图象的对称中心,选项C错误;

对于D,函数f x+
7π
8  =3sin 2x+7π4+3π4 =3sin 2x+

5π
2 =3cos 

2x,为偶函数,选项D正确.

故选BD.]

4.y=16+2sin
π
6x(答案不唯一) [根据题意,可得函数y=

h+Asin(ωx+φ)的周期T 满足9-3=
T
2
,T=12,即

2π
|ω|=

12,解得ω=±
π
6.

不妨设A>0,ω=
π
6
,根据水的深度在早上3时达到最大值

18
 

m,可知f(3)为函数的最大值,

所以
3π
6+φ=

π
2+2kπ

(k∈Z),取k=0,得φ=0,函数表达式

为y=h+Asin
π
6x.

由f (3)=18 是 最 大 值,f (9)=14 是 最 小 值,可

得
h+Asin

π
2=h+A=18,

h+Asin
3π
2=h-A=14,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
h=16,

A=2. 
所以该港口水的深度y关于时间t的函数的近似表达式为y=

16+2sin
π
6x(答案不唯一).]

第35课时 正弦定理、余弦定理

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 b2+c2-2bccos
 

A c2+a2-2cacos
 

B

a2+b2-2abcos
 

C sin
 

A∶sin
 

B∶sin
 

C 
a2+b2-c2

2ab

知识点3 (2)
1
2absin

 

C 
1
2acsin

 

B

1
2bcsin

 

A (3)
1
2r
(a+b+c)

链教材·夯基固本

1.2+
6
3 

[在△ABC 中,因 为b=2,A=45°,C=75°,所 以

B=180°-45°-75°=60°,则由正弦定理
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,得c=

bsin
 

C
sin

 

B =
2sin

 

75°
sin

 

60°=
2×

6+ 2
4
3
2

= 2+
6
3.]

2.
2π
3 

[由余弦定理的推论,得

cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
25+9-49
30 =-

1
2
,

因为0<A<π,

所以A=
2π
3.]
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3.D [对 于 选 项 A,由
a
sin

 

A =
b
sin

 

B
,得sin

 

B=
bsin

 

A
a =

14×
1
2

7 =1,又0°<B<180°,从而B=90°,C=180°-90°-

30°=60°,只有一解;对于选项B,因为A=150°,△ABC 是钝

角三角形,所以只有一解;同理选项C只有一解;对于选项D,
由bsin

 

A<a<b,所以B 可能是锐角,也可能是钝角,故有两

解.故选D.]

4.
27-93
2  [由

b
sin

 

B=
c
sin

 

C
得sin

 

C=
csin

 

B
b =

6×
3
2

36
=
2
2.

由于0°<C<180°,
所以C=45°或C=135°.
由于b>c,故B>C,所以C=45°,
所以A=180°-120°-45°=15°,

sin
 

15°=sin(60°-45°)=
3
2×

2
2-

1
2×

2
2=

6- 2
4

,

所以△ABC 的 面 积 为S=
1
2bcsin

 

A=
1
2 ×3 6×6×

6- 2
4 =

27-93
2 .]

5.D [由正弦定理,得 1
sin

 

A=
2

sin
 

45°
,得sin

 

A=
1
2.又a<b,

∴A<B=45°.∴A=30°.故选D.]

6.
356
24  [由题意可得

p=
a+b+c
2 =

5+6+7
2 =9,

S△ABC= 9×(9-5)×(9-6)×(9-7)=66,设外接圆半

径为R,

则R=
abc
4S=

5×6×7
4×66

=
356
24 .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A [由题意得cos
 

A=
(1+ 3)2+6-4
2(1+ 3)× 6

=
2
2
,因为

0°<A<180°,
所以A=45°.]

(2)解:(i)由
a
c =

2
3

得a=
2
3c
,

由余弦定理及其推论得a2+c2-b2=2accos
 

B,

即
4
9c

2+c2-25=2×
2
3c×c×

9
16
,

整理得
25
36c

2=25,解得c=6(舍负),故a=
2
3c=4.

(ii)因为cos
 

B=
9
16
,

所以sin
 

B= 1-cos2B=
57
16
,

由正弦定理
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,得 4
sin

 

A=
5
57
16

,

即sin
 

A=
7
4.

多维变迁

1.C [∵B=30°,b= 2,c=2,

则sin
 

C=
csin

 

B
b =

2×
1
2
2
=
2
2
,

∵C>B,0°<C<180°,

∴C=45°或C=135°.
故选C.]

2.A [∵sin
 

A∶sin
 

B∶sin
 

C=2∶3∶4,

∴由正弦定理,得a∶b∶c=2∶3∶4,
不妨设a=2,b=3,c=4,

∴cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
32+42-22

2×3×4 =
7
8.

故选A.]

3.A [已知△ABC 的内角A,B,C 的 对 边 分 别 为a,b,c,又

2S=a2-(b-c)2,
所以b2+c2-a2=2bc-2S,

又因为b2+c2-a2=2bccos
 

A,S=
1
2bcsin

 

A,

所以2bccos
 

A=2bc-bcsin
 

A,
即sin

 

A=2-2cos
 

A,

因为cos
 

A=1-2sin2
A
2
,sin

 

A=2sin
A
2cos

A
2
,

所以2sin
A
2cos

A
2=2-2 1-2sin2 A

2 ,
即2sin

A
2cos

A
2=4sin

2 A
2
,

因为sin
A
2>0

,所以cos
A
2=2sin

A
2
,

即tan
A
2=

sin
A
2

cos
A
2

=
1
2.

故选A.]
考点二

典例2 A [法一(化角为边):因为bcos
 

C+ccos
 

B

=b·a2+b2-c2

2ab +c·a2+c2-b2

2ac =
2a2

2a=a
,所以asin

 

A=

a,即sin
 

A=1,故A=
π
2
,因此△ABC 是直角三角形.

法二(化边为角):因为bcos
 

C+ccos
 

B=asin
 

A,
所以sin

 

Bcos
 

C+sin
 

Ccos
 

B=sin2A,
即sin(B+C)=sin2A,
所以sin

 

A=sin2A,
又sin

 

A≠0,

故sin
 

A=1,即A=
π
2
,因此△ABC 是直角三角形.]

多维变迁

 BC [对于A,由正弦定理可得sin
 

Acos
 

A=sin
 

Bcos
 

B,

∴sin
 

2A=sin
 

2B,∴A=B 或2A+2B=180°,
即A=B 或A+B=90°,

∴△ABC 为等腰三角形或直角三角形,故A错误;

对于B,asin
 

B=40sin
 

25°<40sin
 

30°=40×
1
2=20

,

即asin
 

B<b<a,∴△ABC 必有两解,故B正确;
对于C,∵△ABC 是 锐 角 三 角 形,∴0°<A<90°,0°<B<
90°,180°>A+B>90°,
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即90°>A>90°-B>0°,

∴sin
 

A>sin(90°-B)=cos
 

B,故C正确;
对于D,由 题 意 及 二 倍 角 的 余 弦 公 式 知1-2sin2A+1-
2sin2B-1+2sin2C<1,
即sin2A+sin2B-sin2C>0,即a2+b2-c2>0,∴cos

 

C>0,
即C 为锐角,但不能说明△ABC 为锐角三角形,故D错误.
故选BC.]

考点三

典例3 解:(1)因为a2+b2-c2= 2ab,

所以cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab =
2
2
,

又0<C<π,所以C=
π
4.

所以 2cos
 

B=sin
 

C=
2
2
,

所以cos
 

B=
1
2
,

又0<B<π,所以B=
π
3.

(2)法一:由(1)得A=π-B-C=
5π
12.

因为sin
5π
12=sin π6 + π4 =sin π6 ·cos

π
4+cos

π
6

·

sin
π
4=

1
2×

2
2+

3
2×

2
2=

6+ 2
4

,

所以由正弦定理
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,

得
a
6+ 2
4

=
c
2
2

,

所以a=
1+ 3
2 c.

所以S△ABC=
1
2acsin

 

B=
1+ 3
4 c2×

3
2=3+ 3

,

解得c=22(舍负).

法二:由(1)得A=π-B-C=
5π
12.

设△ABC 的外接圆半径为R,

由正弦定理得b=2Rsin
 

B=3R,c=2Rsin
 

C= 2R.

因为sin
5π
12=sin π6 + π4 =sin π6 ·cos

π
4+cos

π
6

·

sin
π
4=

2+ 6
4

,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

A=
1
2

·3R·2R·sin
5π
12=3+ 3

,即

6R2

2
· 6+ 2

4 =3+ 3,解得R2=4,所以R=2(舍负),

所以c= 2R=22.
多维变迁

1.C [由余弦定理得BC2=AC2+AB2-2AB·ACcos∠BAC,

即64=100+AB2-2AB×10×
3
5
,∴AB2-12AB+36=0,

∴AB=6,∴AB2+BC2=AC2,∴AB⊥BC,

∴S△ABC=
1
2AB·BC=

1
2×6×8=24.

]

2.解:(1)法一:由bcos
 

A=(2c-a)cos
 

B 及正弦定理可得

2sin
 

Ccos
 

B=sin
 

Bcos
 

A+sin
 

Acos
 

B,
可得2sin

 

Ccos
 

B=sin(A+B),
因为A+B=π-C,所以2sin

 

Ccos
 

B=sin
 

C,

因为sin
 

C≠0,所以cos
 

B=
1
2
,

因为0<B<π,所以B=
π
3.

法二:由bcos
 

A=(2c-a)cos
 

B 及 余 弦 定 理 可 得b·

b2+c2-a2

2bc =(2c-a)·
a2+c2-b2

2ac
,

化简得a2+c2-b2=ac,
由余弦定理可得2accos

 

B=ac,

因为ac≠0,所以cos
 

B=
1
2
,

因为0<B<π,所以B=
π
3.

(2)由S△ABC=
1
2acsin

 

B,得 3=
1
2×4×c×

3
2
,

解得c=1,
由余弦定理b2=a2+c2-2accos

 

B,可得b2=42+12-2×

4×1×
1
2=13

,解得b= 13,

故△ABC 的周长为5+ 13.
教材拓展5

典例4 C [法一(正弦定理法):由acos
 

B-bcos
 

A=c 结合

正弦定理得sin
 

Acos
 

B-sin
 

Bcos
 

A=sin
 

C=sin(A+B),
即sin

 

Acos
 

B-cos
 

Asin
 

B=sin
 

Acos
 

B+cos
 

Asin
 

B,
即sin

 

Bcos
 

A=0.

在△ABC 中,∵sin
 

B≠0,∴cos
 

A=0,即A=
π
2.

则B=π-A-C=π-
π
2-

π
5=

3π
10.故选C.

法二(余弦定理法):由acos
 

B-bcos
 

A=c结合余弦定理的

推论得a·a2+c2-b2

2ac -b·b2+c2-a2

2bc =c,

化简得b2+c2=a2,∴A=
π
2.

则B=π-A-C=π-
π
2-

π
5=

3π
10.故选C.

法三(射影定理法):由acos
 

B-bcos
 

A=c结合射影定理

acos
 

B+bcos
 

A=c,得bcos
 

A=0.

在△ABC 中,b≠0,∴cos
 

A=0,即A=
π
2
,

则B=π-
π
2-

π
5=

3π
10.故选C.]

随堂·对点检测

1.D [由 正 弦 定 理
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,得b=

asin
 

B
sin

 

A =
sin
π
4

sin
π
6

=

2
2×2= 2.故选D.]

2.B [根据余弦定理得 BC2=AB2+AC2-2·AB·AC·

cos
 

A=4+1-2×2×1×
1
4=4

,解得BC=2(舍负).

故选B.]
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3.ABC [对于A,在△ABC 中,AB=6,AC=5,BC=8,
由余弦定理的推论得cos

 

A=
AB2+AC2-BC2

2AB·AC =
62+52-82

2×6×5 =-
1
20<0

,

则A 为钝角,所以△ABC 为钝角三角形,A正确;
对于 B,在△ABC 中,若cos

 

A=cos
 

B,则 A=B,所 以

△ABC 为等腰三角形,B正确;
对于C,由a∶b∶c=4∶6∶7,设a=4k,b=6k,c=7k(k>
0),
所以C 是△ABC 的最大内角,

所以cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab

=
16k2+36k2-49k2

2×4k×6k =
1
16>0

,

又0<C<π,所 以 C 是 锐 角,则△ABC 是 锐 角 三 角 形,C
正确;
对于 D,由 正 弦 定 理 及 题 意,得 sin

 

C - sin
 

Acos
 

B =
2sin

 

Acos
 

A-sin
 

Bcos
 

A,
所以 sin(A +B)-sin

 

Acos
 

B =2sin
 

A · cos
 

A -
sin

 

Bcos
 

A,
故cos

 

A(sin
 

B-sin
 

A)=0,

所以cos
 

A=0或sin
 

A=sin
 

B,即A=
π
2

或A=B,

故△ABC
 

为直角三角形或等腰三角形,D错误.故选ABC.]

4.
3
4 

157
4  [依题意得cos

 

A=
b2+c2-a2

2bc =
3
4
,

所以sin
 

A= 1-cos2A=
7
4
,

所以△ABC 的面积为
1
2bcsin

 

A=
157
4 .]

*第36课时 解三角形的综合应用(进阶课)
类型一

典例1 B [在△ABD 中,AB=2,BD= 2,∠ABD=
π
4
,

由余弦定理得 AD2=AB2+BD2-2AB·BDcos
π
4=4+

2-2×2× 2×
2
2=2

,

所以AD= 2.

在 △ACD 中,由 正 弦 定 理 得
CD

sin∠CAD =
AD

sin∠ACD
,

∠ACD=
π
4
,∠CAD=

π
3
,

即
CD
3
2

=
2
2
2

,解得CD= 3.

故选B.]
多维变迁

 解:(1)连接AC(图略),
因为四边形ABCD 为圆内接四边形, 
所以B+D=π,所以cos

 

B=-cos
 

D.
在△ABC 中,由 余 弦 定 理 得 AC2=AB2+BC2-2AB·

BCcos
 

B,

即AC2=2+9+2× 2×3cos
 

D=11+62cos
 

D.
在△ADC 中,由 余 弦 定 理 得 AC2=AD2+DC2-2AD ·

DCcos
 

D,

即AC2=1+8-2×1×22cos
 

D=9-42cos
 

D.

所以11+62cos
 

D=9-42cos
 

D,

解得cos
 

D=-
2
10
,

又D∈(0,π),

所以sin
 

D= 1-cos2D=
72
10.

(2)由(1)知,sin
 

D=
72
10
,

因为B+D=π,所以sin
 

B=sin
 

D=
72
10
,

所以S△ABC=
1
2AB·BCsin

 

B=
1
2× 2×3×

72
10=

21
10
,

S△ADC=
1
2AD·DCsin

 

D=
1
2×1×22×

72
10=

7
5
,

所以四 边 形 ABCD 的 面 积S=S△ABC +S△ADC =
21
10+

7
5

=
7
2.

结合(1)得,AC2=11+62cos
 

D=11+62× -
2
10  =495,

所以AC=
75
5
,

设圆O 的半径为R,

可得2R=
AC
sin

 

B=

75
5
72
10

= 10,

所以圆O 的半径R=
10
2 .

类型二

典例2 (1)D (2)A (3)A [(1)先要测出c,则可利用正弦

定理求出PB,再利用正弦定理求出PA,

最后由余弦定理求出AB,则需测出a,b才能求出DE.
故选D.
(2)法一:因为AB=h,∠ADB=β,∠ACB=α,

则∠ACD=π-α,所以sin∠ACD=sin(π-α)=sin
 

α,

∠DAC=α-β,

在Rt△ABD 中,可得AD=
AB
sin

 

β
=

h
sin

 

β
,

在△ACD 中,由正弦定理可得

CD
sin∠DAC=

AD
sin∠ACD

,

即
CD

sin(α-β)
=

h
sin

 

β
sin

 

α
,

可得CD=
hsin(α-β)
sin

 

αsin
 

β
.

法二:CD=BD-BC=
h
tan

 

β
-

h
tan

 

α

=
h(sin

 

αcos
 

β-sin
 

βcos
 

α)
sin

 

βsin
 

α =
hsin(α-β)
sin

 

αsin
 

β
.

故选A.
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(3)如图,∠BAC=90°+30°=120°,
由正弦定理得

42
sin

 

C=
43

sin∠BAC
,

解得sin
 

C=
2
2.因为0°<C<90°,

所以C=45°,因为90°-45°-30°=15°,
所以乙船航行的最佳方向为西偏南15°.故选A.]

规范答题二

典例 (1)π -cos
 

B sin
 

Asin
 

C cos
 

Acos
 

C cos
 

A
cos

 

C (2)sin
 

B 2

第五章 平面向量、复数

第37课时 平面向量的概念及线性运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)大小 方向 长度 |AB→|
(2)0 (3)1个单位 (4)相同 相反 平行 (5)相等 相

同 (6)相等 相反

知识点2 b+a a+(b+c) |λ||a| 相同 相反 0 
(λμ)a λa+μa λa+λb 

知识点3 b=λa
链教材·夯基固本

1.CD [易知A,B正确;
单位向量a 与b的方向均不确定,故C错误;
两个单位向量平行,它们的方向可能相反,两个向量不相等,
故D错误.故选CD.]

2.OA→-OB→+OC→ [因为OD→=OC→+CD→,
而CD→=BA→=OA→-OB→,

故OD→=OC→+CD→=OC→+(OA→-OB→)=OA→-OB→+OC→.]

3.
1
3 

[由题意知,存在实数λ,使得

b-ta=λ 1
2a-

3
2b  ,则

t=-
1
2λ
,

3
2λ=-1

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得t=
1
3.]

4.5 1 [|a+b|≤|a|+|b|=2+3=5,当且仅当a,b 同向时

取等号,所以|a+b|max=5.
又|a+b|≥||a|-|b||=|3-2|=1,
当且仅当a,b反向时取等号,所以|a+b|min=1.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)CD (2)ABC [(1)方向相反的两个非零向量必定

平行,所以方向相反的两个非零向量一定共线,单位向量的

模相等,但方向不确定,不一定是共线向量,故A错误;
零向量是有方向的,其方向是任意的,故B错误;

因为
a
|a|

与
b
|b|

都是单位向量,所以只有当
a
|a|

与
b
|b|

是相反

向量,即a 与b 反 向 共 线 时,a
|a|+

b
|b|=0 才 成 立,故 C

正确;
向量是有方向和大小的矢量,不能比较大小,但它们的模能

比较大小,故D正确.故选CD.

(2)由正六边形的结构特征,知 AB→ 与OC→ 方向相同,长度相

等,所以AB→=OC→,故A正确;

AB→ 与DE→ 方向相反,所以AB→∥DE→,故B正确;

由正六边形的性质,知|AD→|=|BE→|,故C正确;AD→ 与FC→ 不共

线,故D错误.故选ABC.]
考点二

典例2 (1)D (2)B (3)B [(1)
1
2BD→-AD→=12BA→+

1
2AD→-AD→=12(BA→-AD→)=-12(AB→+AD→)=12CA→.故

选D.

(2)由已知得,BE→=AE→-AB→=34AD→-AB→

=
3
4
(AB→+BD→)-AB→

=
3
4 AB→+23BC→ -AB→

=
3
4 AB→+23(AC

→-AB→)  -AB→

=-
3
4AB→+12AC→=-34a+

1
2b.

故选B.

(3)如图,在△ABC 中,BD→=13BC→,AE→=13AD→,

根据向量 的 运 算 法 则,可 得 EB→=EA→+AB→=- 13AD→+

AB→=-13(AB→+BD→)+AB→=23AB→-13×
1
3BC→

=
2
3AB→-19(AC

→-AB→)=79AB→-19AC→,

所以λ+μ=
7
9-

1
9=

2
3.故选B.]

多维变迁

1.A [∵四 边 形 ABCD 为 平 行 四 边 形,∴M 是AC,BD 的

中点,

∴MA→+MC→=0,MB→+MD→=0,

∴MA→+2MB→+2MC→+MD→=MC→+MB→= 12AC→+12DB→=

1
2
(AC→+DB→)= 12 (AC

→+DC→+CB→)= 12 (AB→+DC→)=

AB→=DC→.故选A.]

2.ABD [对于A,由题意知,E,F 分别是CD 边上的两个三等

分点,且EF→ 与AB→ 方 向 相 同,|EF→|= 13|AB→|,则 EF→=

1
3AB→,故A正确;
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对于B,AF→=AD→+DF→=AD→+ 23DC→=AD→+ 23 (AC
→-

AD→)=13AD→+23AC→,故B正确;

对于C,CB→-CE→=EB→,故C错误;

对于D,AD→+DC→=AC→,AB→+BC→=AC→,所 以 AD→+DC→=
AB→+BC→,故D正确.故选ABD.]

考点三

典例3 (1)B (2)A [(1)由题意知ka-b=λ(-2a+kb),

λ>0,即
k=-2λ,

-1=kλ,

λ>0, 解得λ=
2
2
,k=- 2.

故选B.

(2)对于A,因为BD→=BC→+CD→=a+5b,

所以AB→=BD→,所以A,B,D 三点共线,故A正确;

对于B,因为BC→=-2a+8b,AB→=a+5b,

所以不存在λ∈R,使得AB→=λBC→,
所以A,B,C 三点不共线,故B错误;

对于C,因为CD→=3a-3b,BC→=-2a+8b,

所以不存在λ∈R,使得BC→=λCD→,
所以B,C,D 三点不共线,故C错误;

对于D,因为CD→=3a-3b,AC→=AB→+BC→=-a+13b,

所以不存在λ∈R,使得AC→=λCD→,
所以A,C,D 三点不共线,故D错误.
故选A.]

母题探究

1.解:由题意知ka-b=λ(-2a+kb),即(2λ+k)a-(kλ+

1)b=0,因为a,b 是 两 个 不 共 线 的 向 量,所 以
k=-2λ,

-1=kλ, 解

得k= 2或k=- 2.

2.解:BD→=BC→+CD→=(a+kb)+3(a-b)=4a+(k-3)b,a,b
不共线,

若A,B,D 三点共线,则存在实数λ,使BD→=λAB→,
即4a+(k-3)b=λ(a+5b),

所以
4=λ,

k-3=5λ, 解得k=23.

随堂·对点检测

1.C [
1
2
(a+2b-3c)-3(a-2b-c)

=-
5
2a+7b+

3
2c.故选C.]

2.D [对于选项A,两个向量不能比较大小,故A错误;
对于选项B,若a=b,则可得|a|=|b|且a∥b,所以必要性

成立,
当|a|=|b|且a∥b 时,则可得a=b 或a=-b,故充分性不

成立,故B错误;
对于选项C,当b=0时,因为零向量与任意向量都平行,对于

任意向量a 和c,都有a∥b 且b∥c,但a 与c不一定平行,故

C错误;

对于选项D,A,B,C,D 是不共线的四点,AB→=DC→,即模相

等且方向相同,即平行四边形 ABCD 对边平行且相等,反之

也成立,故D正确.故选D.]

3.A [由点F 是线段DE 的中点,

得DF→=12DE→,

由BC→=3EC→,且 四 边 形 ABCD
为平行四边形,

得CE→=-13BC→=-13AD→,

则AF→=AD→+DF→=AD→+12DE→=AD→+ 12(DC→+CE→)=

AD→+12 DC→-13AD→  =12DC→+56AD→=12AB→+56AD→,

且AF→=λAB→+μAD→,

故μ=
5
6.

故选A.]

4.-
2
3 

[由a 与b不共线,a-xb与3a+2b共线,

可设a-xb=λ(3a+2b),

所以
1=3λ,

-x=2λ, 解得x=-
2
3.]

第38课时 平面向量基本定理及坐标表示

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)不共线 有且只有 (2)不共线

知识点2 (1)(x1+x2,y1+y2) (x1-x2,y1-y2) (λx1,

λy1) (2)(x2-x1,y2-y1) 
知识点3 x1y2-x2y1=0
链教材·夯基固本

1.B [对于A,因为零向量与任何向量平行,所以选项 A中的

两个向量不可以作为基底;对于B,e1=(-1,2)与e2=(5,7)

对应坐标不成比例,两向量不共线,可以作为基底;对于C,

e1=(3,5),e2=(6,10),e1=
1
2e2

,两向量共线,不可以作为

基底;对于D,e1=(2,-3),e2=
1
2
,-
3
4  ,e1=4e2,两向

量共线,不可以作为基底.故选B.]

2.b-
1
2a a-

1
2b 

[根据题意,得BC→=AD→=b,

CF→=-12AB→=-12a,

所以BF→=BC→+CF→=b-12a.

同理DE→=DC→+CE→=AB→-12AD→=a-12b.]

3.(1,5) [设D(x,y),则AB→=DC→,
得(3-(-1),-1-(-2))=(4,1)=(5-x,6-y),

即
4=5-x,

1=6-y, 解得
x=1,

y=5, 即D(1,5).]

4.-4 [因为a=(2,3),b=(x,-6),a∥b,所以2×(-6)-
3x=0,解得x=-4,所以当x=-4时,a 与b共线.]

5.B [由题意得,P 是△OAB 的重心,

又A(5,-2),B(-4,-3),O(0,0),

所以P 点坐标为 1
3
,-
5
3  .故选B.]
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考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)因为e1-2e2=-(2e2-e1),所以

{e1-2e2,2e2-e1}不能作为平面向量的基底,A错误;因为

不存在实数λ,使得2e1+3e2=λ(3e1+2e2),所以2e1+3e2,
3e1+2e2 不共线,所以{2e1+3e2,3e1+2e2}能作为平面向量

的基底,B正确;
因为6e1+4e2=2(2e2+3e1),所以{2e2+3e1,6e1+4e2}不
能作 为 平 面 向 量 的 基 底,C 错 误;因 为 e1 -2e2 =

-2e2-
1
2e1  ,所以 e1-2e2,e2-12e1 不能作为平面向

量的基底,D错误.故选B.
(2)由 题 意,D 为BC 的 中 点,E 是 线 段AD 上 的 一 点,设

AE→=mAD→,
则CE→=CA→+AE→=CA→+mAD→=CA→+m(AC→+CD→)=

CA→+m AC→+12CB→  =(1-m)CA→+m
2CB→,

又CE→=xCA→+(1-2x)CB→,

则

x=1-m,

1-2x=
m
2
, 解得

x=
1
3
,

m=
2
3.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 故选C.]

母题探究

 解:由 本 例(2)解 析 可 知,CE→= 13CA→+ 13CB→,即3CE→=

CA→+CB→,①
由D 为BC 的中点,可得CB→=2CD→=2(CE→+ED→),②
将②代入①得,CA→=CE→-2ED→,
所以AB→=CB→-CA→=4ED→+CE→=4ED→-EC→.

考点二

典例2 (1)B (2)A [(1)由题意得AB→=(-2,-7),AC→=
(-1,-4),

所以AB→+AC→=(-3,-11).
故选B.

(2)如图所示,由题意可得a=EG→,以A 为原点,AC 为y 轴,

AE 为x 轴 建 立 平 面 直 角 坐 标 系,设 每 个 小 正 方 形 的 边 长

为1,

则C(0,3),A(0,0),E(3,0),B(3,1),D(3,2),G(5,-2),

所以a=(2,-2),u=AB→=(3,1),v=CD→=(3,-1),
因为u=ma-nv,即(3,1)=m(2,-2)-n(3,-1)=(2m-
3n,-2m+n),

所以
2m-3n=3,

n-2m=1, 解得m=-
3
2
,n=-2,

所以m+n=-
7
2.故选A.]

考点三

典例3 (1)C (2)ACD (3)
1
2 

[(1)因为a=(2,1),a 与b

共线且方向相反,
所以b=λa=(2λ,λ)(λ<0),

又因为|b|=5,所以|b|= 4λ2+λ2=5,

解得λ=- 5,

所以b=(2λ,λ)=(-25,- 5).
故选C.
(2)因为A(0,1),B(1,0),C(3,2),
以A,B,C 三个点为顶点作平行四边形,如图所示.

设第四个顶点D 的坐标为(x,y),

若AB→=DC→,则(1,-1)=(3-x,2-y),

即
3-x=1,

2-y=-1, 解得
x=2,

y=3, 所以D(2,3),选项A正确;

若AC→=BD→,则(3,1)=(x-1,y),

即
x-1=3,

y=1, 解得
x=4,

y=1, 所以D(4,1),选项C正确;

若AD→=CB→,则(x,y-1)=(-2,-2),

即
x=-2,

y-1=-2, 解得
x=-2,

y=-1, 
所以D(-2,-1),选项D正确.
故选ACD.
(3)因为a=(2,1),b=(1,x),a∥b,

则2x=1,解得x=
1
2.]

随堂·对点检测

1.C [因为向量AB→=(1,2),AC→=(3,5),
所以BC→=AC→-AB→=(2,3).
故选C.]

2.B [因为点 D 在边AB 上,BD=2DA,所以BD→=2DA→,即
CD→-CB→=2(CA→-CD→),所 以 CB→=3CD→-2CA→=3n-
2m=-2m+3n.
故选B.]

3.A [由已知得,EF→=AF→-AE→=34AC→-12AD→=34(AB→+

AD→)-12AD→=34AB→+14AD→=xAD→+yAB→,则x=
1
4
,y=

3
4
,x+y=1.故选A.]

4.1 [由题可得a+b=(2,2),a+kb=(3-k,1+k),
又(a+b)∥(a+kb),
则2(1+k)=2(3-k),解得k=1.]
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第39课时 平面向量的数量积及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)|a||b|cos
 

θ |a||b|cos
 

θ
链教材·夯基固本

1.3c 32a [(a·b)c=|a||b|cos
π
6c=1×2×

3
2c=3c

,

a(b·c)=a·|b||c|cos
π
4=2×3×

2
2a=32a.]

2.-
962
962  

[cos
 

θ=
a·b
|a||b|=

-30+28
74× 52

=-
962
962 .]

3.±
3
4  

[由 题 意 知(a+kb)·(a-kb)=a2-k2b2=9-

16k2=0,解得k=±
3
4.]

4.84 [(2a-b)·(a+3b)=2|a|2+5a·b-3|b|2=2×36+

5×6×4×
1
2-3×16=84.

]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B (3)6 [(1)因为a=(1,1),b=(-1,

2),

则a·b=-1+2=1,|b|= (-1)2+22=5,

则a 在b上的投影向量是
a·b
|b|2

b=
1
5b= -15,25 .

故选B.

(2)法一:由 题 意 知,EC→=EB→+BC→= 12AB→+AD→,ED→=

EA→+AD→=-12AB→+AD→,所以EC→·ED→= 12AB→+AD→ ·

 -12AB→+AD→ =|AD→|2- 14|AB→|2,由 题 意 知|AD→|=

|AB→|=2,所以EC→·ED→=4-1=3.故选B.

法二:以点A 为坐标原点,AB→,AD→ 的方向分别为x,y 轴的

正方向建立平面直角坐标系(图略),则
 

E(1,0),C(2,2),

D(0,2),所 以 EC→= (1,2),ED→= (-1,2),所 以 EC→·

ED→=-1+4=3.故选B.

(3)由题意,a 与b的夹角为
2π
3
,|a|=5,|b|=4,

则(a+b)·b=a·b+b2

=5×4× -
1
2  +42=6.]

考点二

考向1 典例2 (1)B (2)D [(1)因为(b-2a)⊥b,所以

(b-2a)·b=0,
即b2=2a·b,又因为|a|=1,|a+2b|=2,
所以1+4a·b+4b2=1+6b2=4,

所以|b|=
2
2.故选B.

(2)因为|a-3b|=|a+3b|,
所以两边同时平方可得a2-6a·b+9b2=a2+6a·b+9b2,
所以a·b=0,
因为a=(3-m,3),b=(2,m+4),
所以a·b=2(3-m)+3(m+4)=m+18=0,
解得m=-18.故选D.]

考向2 典例3 (1)C (2)C [(1)因为|2b-a|= 15,
所以两边同时平方得|2b-a|2=(2b-a)2=4|b|2+|a|2-
4a·b=15,
又因为|a|=1,|b|=2,

所以16+1-4a·b=15,得a·b=
1
2
,

所以cos<a,b>=
a·b
|a||b|=

1
4.

故选C.
(2)由已知得a-b=(1-x,-2).
由于向量a-b 与b 的夹角为锐角,所以(a-b)·b>0,且

a-b与b不共线,
则(1-x)x +2>0,且 -2x ≠ x -1,解 得 x ∈

-1,
1
3  ∪ 1

3
,2  ,

即x 的取值范围为 -1,
1
3  ∪ 1

3
,2  .

故选C.]

考向3 典例4 2 [法一:因为a=(x,1),b=(x-1,2x),
所以a-b=(1,1-2x),又a⊥(a-b),
所以a·(a-b)=x+1-2x=0,解得x=1,
所以a=(1,1),

则|a|= 12+12= 2.
法二:由a⊥(a-b),得a·(a-b)=0,即a2=a·b,将a=
(x,1),b=(x-1,2x)代入,得x2+1=x(x-1)+2x,解得

x=1,所以a=(1,1),则|a|= 12+12= 2.]
考题探源

1.解:因为a=(1,0),b=(1,1),所以a+λb=(1+λ,λ),
因为(a+λb)⊥a,所以(a+λb)·a=1+λ=0,
解得λ=-1.

2.解:因为m=(λ+1,1),n=(λ+2,2),
所以m+n=(2λ+3,3),m-n=(-1,-1),
因为(m+n)⊥(m-n),
所以(m+n)·(m-n)=-(2λ+3)-3=-2λ-6=0,
解得λ=-3.

教材拓展6

典例5 解:(1)
 

由极化恒等式知AB→·AC→=AD→2-
BC→2

4 =9-

9
4=

27
4.

(2)设|AD→|=3m>0,|BC→|=2n>0.因为AB→·AC→=27,所

以由极化恒等式知AB→·AC→=AD→2-
BC2→

4 =9m2-n2=27.

因为FB→·FC→=-5,由 极 化 恒 等 式 知 FB→·FC→=FD→2-

BD→2=m2-n2=-5,所以
9m2-n2=27,

m2-n2=-5, 解得m=2,n=3,

所以EB→·EC→=4m2-n2=7.
随堂·对点检测

1.B [因为a=(3,1),b=(-2,2),
所以a+λb=(3-2λ,1+2λ),
因为a⊥(a+λb),
所以a·(a+λb)=3×(3-2λ)+1×(1+2λ)=10-4λ=0,

解得λ=
5
2.故选B.]
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2.D [法一(平方法):由|a+b|=1,两边平方,得a2+2a·

b+b2=1 ①.由|a-b|= 3,两边平方,得a2-2a·b+

b2=3 ②.①-②,得4a·b=-2,所 以a·b=-
1
2.故

选D.

法二(整体表 示 法):因 为a=
1
2
[(a+b)+(a-b)],b=

1
2
[(a+b)-(a-b)],所以a·b=

1
2
[(a+b)+(a-b)]·

1
2
[(a+b)-(a-b)]=

1
4
(|a+b|2-|a-b|2)=

1
4×

(1-

3)=-
1
2.故选D.]

3.A [设a 与b的夹角为θ,θ∈[0,π],
因为(a+b)·(a-2b)=a2-a·b-2b2=|a|2-|a||b|·

cos
 

θ-2|b|2=-17,
所以22-2×3cos

 

θ-2×32=-17,

解得cos
 

θ=
1
2
,因为θ∈[0,π],所以θ=

π
3.

故选A.]

4.ABD [由题意可知,AB→=(3,1),AC→=(2,4),BD→=(-4,

2),CD→=(-3,-1),

|AC→|= 22+42=25,A正确;

BD→·AC→=-4×2+2×4=0,则BD→⊥AC→,B正确;

cos<AC→,AB→>= AC→·AB→

|AC→||AB→|
=

3×2+1×4
22+42 32+12

=
2
2
,又

0°≤<AC→,AB→>≤180°,则 向 量 AC→ 与AB→ 的 夹 角 为45°,C
错误;

AB→=-CD→,即AB→∥CD→,D正确.
故选ABD.]

5.(5,3) [设向量a,b的夹角为θ,因为向量a,b的夹角为锐

角,所以0<cos
 

θ<1,因为c=a+2b,
所以c2=(a+2b)2=a2+4a·b+4b2=5+4cos

 

θ∈(5,9),

所以|c|∈(5,3).]
第40课时 平面向量的应用

理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.C [因为AB→·BC→+AB→2=AB→·(AB→+BC→)=AB→·AC→=

0,所以AB→⊥AC→,所以A=
π
2.故选C.]

2.8 [取AB 的中点M,连接CM(图略),则CM⊥AB,AM→=
1
2AB→,所以AB→·AC→=|AB→||AC→|·cos∠BAC=|AB→|·

|AM→|=12|AB→|2=8.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 A [因为CD→=2DB→,

所以AD→=AB→+BD→=AB→+13BC→=AB→+13(AC
→-AB→)=

2
3AB→+13AC→.

设AB=x,则AD→2= 2
3AB→+13AC→  

2

,

即37=
4
9x2+

4
9×x×9cos

 

60°+
1
9×9

2,

即2x2+9x-126=0,
因为x>0,
故解得x=6(负值舍去),即AB=6,

所以|BC→|=|AC→-AB→|

= |AB→|2+|AC→|2-2|AB→||AC→|cos
 

60°

= 62+92-2×6×9×
1
2

=37.]
多维变迁

 
21
2  [以A 为坐标原点,AD,AB 所在直线分别为x 轴、y

轴建 立 平 面 直 角 坐 标 系,则A(0,0),B(0,3),C(3,3),

D(3,0),AC→=(3,3),

设AE→=λAC→,则E 的坐标为(3λ,3λ),

故BE→=(3λ,3λ- 3).
因为BE⊥AC,所以BE→·AC→=0,
即9λ+3λ-3=0,

解得λ=
1
4
,

所以E 3
4
,3
4  ,

故ED→= 9
4
,-
3
4  ,|ED→|= 21

2
,

即ED=
21
2 .]

考点二

典例2 (1)A (2)AC [(1)如图,真风风速对应的向量=视

风风速对应的向量-船行风风速对应的向量=视风风速对

应的向量+船 速 对 应 的 向 量=AB→,|AB→|=2 2∈(1.6,
3.3),故选A.

(2)如图所示,因为|F1|=|F2|,所以平行四边形 ABCD 为

菱形,故|F1|cos
θ
2=

1
2|G|

,即|F1|=
|G|

2cos
θ
2

,故A正确;

由A项解析知,θ越小越省力,θ越大越费力,故B错误;

当θ=
2π
3

时,∠ABD=
π
3
,又AB=AD,所以△ABD 为等边

三角形,即|F1|=|G|,故C正确;
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若θ=π,则F1+F2=0,与F1+F2=G 矛盾,所以θ≠π,故D
错误.

故选AC.]
考点三

考向1 典例3 8

[如图,因为 AD→=xAB→+yAC→,
E 为AC 的中点,

所以AD→=xAB→+2yAE→,
因为B,E,D 三点共线,
所以x+2y=1(x>0,y>0),

所以
2
x +

1
y
=(x+2y)

2
x+

1
y  =4+4yx +

x
y
≥4+

2
4y
x

·x
y
=8,

当且仅当
4y
x =

x
y
,即x=

1
2
,y=

1
4

时等号成立,故2
x +

1
y

的最小值为8.]
考向2 典例4 B [因为P 为图中7个正六边形(边长为1)

内部或边界上的点,

A,B 为两个固定顶点,

所以AP→·AB→=|AP→||AB→|cos<AP→,AB→>=4|AP→|cos<AP→,

AB→>.
当点P 与点E 或点F 重合时,

|AP→|cos<AP→,AB→>最小,

最小值为1×cos
 

120°=-
1
2
;

当点P 与点G 或点H 重合时,|AP→|cos<AP→,AB→>最大,

最大值为4+1×cos
 

60°=
9
2
,

所以-2≤4|AP→|cos<AP→,AB→>≤18,

则AP→·AB→ 的取值范围是[-2,18].
故选B.]

考向3 典例5 D [由|OA→|=|OB→|= 2,|AB→|=2,可知

OA→⊥OB→,
故点A,B 在以O 为圆心,2为半径的圆上,
取AB 的中点H,可知|OH|=1,
所以点 H 在以O 为圆心,1为半径的圆上,

则|2CA→+AB→|2=4CA→2+4CA→·AB→+AB→2

=4CA→·(CA→+AB→)+4=4CA→·CB→+4
=4(CH→+HA→)·(CH→+HB→)+4
=4(CH→2-HA→2)+4

=4(CH→2-1)+4=4CH→2,

所以|2CA→+AB→|=2|CH→|,
又||CO→|-1|≤|CH→|≤|CO→|+1,|CO→|= 32+42=5,

则4≤|CH→|≤6,故8≤2|CH→|≤12,

即|2CA→+AB→|的取值范围是[8,12].
故选D.]

教材拓展7

典例6 B [∵
AB→

|AB→|
,AC→

|AC→|
分别表示与向量 AB→,AC→ 方向相

同的单位向量,

∴设AD→= AB→

|AB→|
,AE→= AC→

|AC→|
,

则|AD→|=|AE→|=1,

以AD,AE 为邻边作平行四边形ADFE,可得 AF→=AD→+

AE→= AB→

|AB→|
+

AC→

|AC→|
,

∴四边形ADFE 是菱形,可得AF 平分∠BAC.

又∵OP→=OA→+λ
AB→

|AB→|
+

AC→

|AC→|  ,λ∈[0,+∞),
∴AP→=OP→-OA→=λ

AB→

|AB→|
+

AC→

|AC→|  =λAF→,可得点P 在射

线AF 上运动.

由于△ABC 的内心在∠BAC 的平分线上,所以点P 的轨迹

一定经过△ABC 的内心.
故选B.]

随堂·对点检测

1.A [∵(OB→-OC→)·(OB→+OC→-2OA→)=0,

∴CB→·(AB→+AC→)=0,

∴CB→⊥(AB→+AC→),
∴△ABC 的边BC 上的中线和边BC 垂直,

∴△ABC 是等腰三角形.故选A.]
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2.D [由题意,知F1+F2+F3=0,即F3=-(F1+F2),所以

F2
3=(F1+F2)2=F2

1+F2
2+2F1·F2=4+16+16cos

 

60°=

28,即|F3|=27
 

N.故选D.]

3.A [因为a=(-5,m),b=(-2,3),且a,b的夹角为锐角,

则a·b=10+3m>0,解得m>-
10
3.

当a,b共线时,-2×m=-5×3,解得m=
15
2
,

此时a= -5,
15
2  ,b=(-2,3),满足a=

5
2b,此时两向量

夹角为0,

于是当 a,b 的 夹 角 为 锐 角 时,m∈ -103,152 ∪ 152,
+∞ .

故选A.]

4.C [如图,连接 MO,OP,OQ,ON,作PQ⊥OE,MN⊥OD,
垂足分别为E,D,

则E,D 分别是QP,MN 的中点,

由勾股定理得OE= 132-52=12,OD= 132-122=5,

又PM→+QN→=OM→-OP→+ON→-OQ→

=(OM→+ON→)-(OP→+OQ→)=2(OD→-OE→),

故|PM→+QN→|=2|OD→-OE→|≤2(|OD→|+|OE→|)=34,当

OE→,OD→ 共线且反向时等号成立,所以|PM→+QN→|的最大值

是34.故选C.]

5.16 [因为BD→=13BC→,所以CB→=32CD→,

因为CE→=xCA→+yCB→,

所以CE→=xCA→+32yCD→,

且A,D,E 三点共线,则x+
3y
2=1

,x>0,y>0,

则
6x+y
xy

=
6
y
+
1
x= 6y+1x  x+32y 

=
6x
y
+
3y
2x+10≥2

6x
y

·3y
2x+10=16

,

当且仅当

6x
y =

3y
2x
,

x+
3
2y=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 即

x=
1
4
,

y=
1
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 时,等号成立,

所以
6x+y
xy

的最小值是16.]

第41课时 复数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)a b (2)= ≠ (3)a=c且b=d (4)a=c

且b=-d (5)|z| |a+bi| a2+b2

知识点2 Z(a,b)
知识点3 (1)(a+c)+(b+d)i (a-c)+(b-d)i (ac-

bd)+(ad+bc)i 
ac+bd
c2+d2+

bc-ad
c2+d2i

链教材·夯基固本

1.-1 [由题意知
m+1=0,

m-1≠0, 解得m=-1.]

2.-2+i [
5
i-2=

5(-2-i)
(-2+i)(-2-i)=-2-i

,

故其共轭复数是-2+i.]

3.A [由z=m(3+i)-(2-i)=(3m-2)+(m+1)i,

又
2
3<m<1,则

3m-2>0,

m+1>0, 
所以复数z 在复平面内对应的点为(3m-2,m+1),位于第

一象限.
故选A.]

4.-5-5i [(-2-i)(3+i)=-2×3-2×i-3×i-i×i=
-6-2i-3i-i2

=-6-2i-3i+1=-5-5i.]

5.1 [由题意可知|z|= 1+i
1-i =|i|=1.

]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对 于 A,由 题 知,z=1-mi,则z(2-i)=
(1-mi)(2-i)=(2-m)-(1+2m)i,

又z(2-i)是纯虚数,则 2-m=0,

1+2m≠0, 
解得m=2,A正确;
对于B,i(1+i)=-1+i,其虚部为1,B错误;

对于C,因为z(1+i)=2,所以z=
2
1+i=

2(1-i)
(1+i)(1-i)=1-

i,则|z|= 2,C正确;
对于D,由(x-i)i=-i2+xi=1+xi=y+5i,得x=5,y=1,
则x+y=6,D正确.故选ACD.]

母题探究

1.-
1
2 

[由题知,z=1-mi,则z(2-i)=(1-mi)(2-i)=

(2-m)-(1+2m)i,

又z(2-i)是实数,则1+2m=0,解得m=-
1
2.]

2.-1-i [i(1+i)=-1+i,故其共轭复数为-1-i.]

3.2 [法一:z=i(1+i)=-1+i,|z|= 12+(-1)2= 2.

法二:|z|=|i(1+i)|=|i||1+i|= 2.]
考点二

典例2 (1)A (2)A (3)A (4)B

[(1)
1

z-1=
1
i=-i

,故选A.

(2)因 为 z= (cos
 

75°+isin
 

75°)(cos
 

15°+isin
 

15°)=
cos(75°+15°)+isin(75°+15°)=i,
所以|z|=1.故选A.
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(3)∵
1+2i
2-i=

(1+2i)(2+i)
(2-i)(2+i)=

5i
5=i

,

∴z=i2
 

027=i4×506+3=-i,∴z·z=1.
故选A.
(4)(1-3i)2=1-6i+9i2=1-6i-9=-8-6i,故选B.]

多维变迁

1.C [因为
z

z-1=
z-1+1
z-1 =1+

1
z-1=1+i

,

所以z=1+
1
i=1-i.

]

2.2i [因为复数z 对应的点的坐标为(2,-1),
所以z=2-i,z=2+i,

故
z+i
z-1=

2+i+i
2-i-1=

2+2i
1-i=

2(1+i)2
(1-i)(1+i)=

2(1+i)2

2 =2i.]

考点三

典例 3 (1)A (2)B [(1)由 题 意 可 知,z=
4+3i
1+2i=

(4+3i)(1-2i)
(1+2i)(1-2i)=2-i

,

则z=2+i,在复平面上对应的点为(2,1),位于第一象限.故

选A.
(2)由复数z 满足|z+i|+|z-i|=2,
可知复数z 在复平面内对应点的轨迹为以A(0,-1),B(0,1)
为两端点的线段,
而|z-1|的几何意义为线段上的点到点(1,0)的距离,

则|z-1|的最大值是 2.故选B.]
多维变迁

1.ABD [分三种情况:

①当BA→=CD→ 时,zA-zB=zD-zC,
则zD=zA-zB+zC=-5-2i+4-5i+2=1-7i;

②当BA→=DC→ 时,zA-zB=zC-zD,
则zD=zC-zA+zB=2+5+2i-4+5i=3+7i;

③当AC→=DB→ 时,zC-zA=zB-zD,
则zD=zB-zC+zA=-4+5i-2-5-2i=-11+3i.
所以点D 对应的复数为1-7i或3+7i或-11+3i.
故选ABD.]

2.4 [|z+2-2i|=1,复数z 对应的点的轨迹是以C(-2,2)
为圆心,半径r=1的圆,
而|z-3-2i|=|z-(3+2i)|的几何意义是复数z 对应的点

与点A(3,2)的距离.
又|AC|=5,点A(3,2)在圆C 外,所以|z-3-2i|的最小值

为|AC|-r=5-1=4.]
教材拓展8

典例 4 BC [复 数 z=1- 3i的 三 角 形 式 为 z=

2cos
5π
3+isin

5π
3  ,故A错误;

当r=1,θ=
π
2

时,z=cos
π
2+isin

π
2=i

,

因为i4k+1+i4k+2+i4k+3+i4k+4=0,k∈Z,
所以z+z2+z3+…+z2

 

024=0,故B正确;

当r=2,θ=
π
3

时,z=2cos
π
3+isin

π
3  ,

z3= 2cos
π
3+isin

π
3    

3

=23(cos
 

π+isin
 

π)=-8,故C

正确;

当r=3,θ=
π
4

时,z=3cos
π
4+isin

π
4  ,

zn= 3cos
π
4+isin

π
4    

n

=3n cosnπ4+isinnπ4 ,

若zn 为 纯 虚 数,则
cos

nπ
4=0

,

sin
nπ
4
≠0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 则

nπ
4 =

π
2 +kπ,所 以n=

4k+2,k∈Z,
虽然n=4k+2,k∈Z是偶数,但是偶数还有n=4k,k∈Z的

形式的数,
所以“n 为偶数”是“zn 为纯虚数”的 必 要 不 充 分 条 件,故 D
错误.
故选BC.]

随堂·对点检测

1.A [由z=i3·(2+i)=-i·(2+i)=1-2i,得z 的实部

为1.
故选A.]

2.D [∵(a2-3a+2)+(a2-4a+3)i是纯虚数,

∴
a2-3a+2=(a-1)(a-2)=0,

a2-4a+3=(a-1)(a-3)≠0, 
解得a=2.
故选D.]

3.C [因为z1=2+i,z2=1-3i,所以z1+z2=2+i+1-3i=
(2+1)+(1-3)i=3-2i,则|z1+z2|=|3-2i|=

32+(-2)2= 13.故选C.]

4.(-∞,-2) [由 于(1+2i)-m(3-i)=(1-3m)+(2
+m)i,
故点(1-3m,2+m)位于第四象限,

因此
1-3m>0,

2+m<0, ∴
m<

1
3
,

m<-2, ∴m<-2,

即实数m 的取值范围是(-∞,-2).]

第六章 数列

第42课时 数列的概念及其函数特性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 序号n
知识点2 有限 无限 > <
知识点3 序号n 数列的第n项an

链教材·夯基固本

1.5n-4 [由题图可知,

a1=1=5×1-4,a2=6=5×2-4,a3=11=5×3-4,a4=
16=5×4-4=16,…,归纳得an=5n-4.]

2.
2,n=1,

2n-1,n≥2,n∈N*  [当n=1时,a1=S1=2.

当n≥2时,

an=Sn-Sn-1=n2+1-[(n-1)2+1]=2n-1.
显然当n=1时,不满足上式,

故an=
2,n=1,

2n-1,n≥2,n∈N*. ]

3.
n

n+1 
增 [an=

n
n+1

可以作为这个数列的一个通项公式.
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由an+1-an=
n+1
n+2-

n
n+1

=
1

(n+1)(n+2)>0.

得an+1>an,因此数列{an}为递增数列.]

4.
1
2 

[由题意得an=
2n-1
2n =1-

1
2n .因为n 为正整数,所以

2n≥2,0<
1
2n≤

1
2
,1-

1
2n≥

1
2
,所以an≥

1
2.]

5.A [由a1=-2,an+1=1-
1
an
(n∈N*),

可得a2=1- -
1
2  =32,

a3=1-
2
3=

1
3
,a4=1-3=-2=a1,

a5=1- -
1
2  =32=a2,…,

即数列{an}是周期为3的数列,
则a2 

026=a3×675+1=a1=-2.故选A.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)an=
4,n=1,

4n-1,n≥2  [当n=1时,a1=S1=2×

12+1+1=4,
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n2+n+1-[2(n-1)2+(n-
1)+1]=4n-1.
由于a1=4不满足上式,

所以an=
4,n=1,

4n-1,n≥2. ]

(2)解:因为2Sn=3an+1-3,所以2Sn+1=3an+2-3,
两式相减,得2an+1=3an+2-3an+1,
即3an+2=5an+1,

所以等比数列{an}的公比q=
5
3
,

又因为2S1=3a2-3=5a1-3,

所以a1=1,故an=
5
3  

n-1

.

(3)解:(i)证明:当n=1时,a1=
a1
2+

1
a1
,

所以a21=2;当n≥2时,Sn=
Sn-Sn-1

2 +
1

Sn-Sn-1
,所 以

Sn+Sn-1

2 =
1

Sn-Sn-1
,所以S2

n-S2
n-1=2,故数列{S2

n}是以

2为首项,2为公差的等差数列.
(ii)由(i)知,S2n=2+(n-1)×2=2n,得

Tn=2n.当n≥2时,bn=
Tn

Tn-1
=

2n
2(n-1)=

n
n-1.

当n=1时,b1=T1=2,不符合上式,故bn=
2,n=1,

n
n-1

,n≥2. 
母题探究

 解:当n=1时,a1=3,

当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n2+n-[2(n-1)2+(n-
1)]=4n-1,
由于a1=3满足上式,

所以an=4n-1(n∈N*).

考点二

典例2 (1)A (2)C [(1)由已知得an+1-an=ln
n+1
n  =

ln(n+1)-ln
 

n,
所以an-an-1=ln

 

n-ln(n-1),

an-1-an-2=ln(n-1)-ln(n-2),
…,

a3-a2=ln
 

3-ln
 

2,

a2-a1=ln
 

2-ln
 

1,
将上述n-1个式子相加,
整理得an-a1=ln

 

n-ln
 

1=ln
 

n,
又因为a1=0,所以an=ln

 

n(n≥2).
当n=1时,a1=0,满足an=ln

 

n.故选A.

(2)因为
Sn

an
=n2,所以Sn+1=(n+1)2an+1,

所以an+1=Sn+1-Sn=(n+1)2an+1-n2an,

化简得(n2+2n)an+1=n2an,
即(n+2)an+1=nan,

由a1=1,知an≠0,所以
an+1

an
=

n
n+2

,

累乘可得
an+1

an
· an

an-1
·…·a2

a1
=

n
n+2×

n-1
n+1×

…×
1
3
,

即an+1=
2a1

(n+1)(n+2)=
2

(n+1)(n+2)
,

所以an=
2

n(n+1)
(n≥2),

当n=1时,a1=1也符合上式,所以Sn=n2an=
2n

n+1
(n∈

N*),

所以S30=
2×30
30+1=

60
31.

故选C.]
考点三

考向1 典例3 A [已 知 在 数 列{an}中,a1=2,且an+1=
1

1-an
,n∈N*,

则an+2=
1

1-an+1
=

1

1-
1

1-an

=1-
1
an
,

所以an+3=
1

1-an+2
=

1

1- 1-
1
an  

=an,

所以数列{an}为周期数列,周期为3.

又a2=
1

1-a1
=-1,a3=

1
1-a2

=
1
2
,

即a2 

025=a675×3=a3=
1
2.

故选A.]
考向2 典例4 AD [当n≥2时,比较an 与an-1 的大小,可

得{an}是否为递增数列.
对于A,由an=2n-11,得an-an-1=2n-11-[2(n-1)-
11]=2>0,
所以数列{an}是递增数列,故A正确;
对于B,由an=-3n+32,得an-an-1=-3n+32-[-3(n-
1)+32]=-3<0,
所以数列{an}是递减数列,故B错误;
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对于 C,由 an=2· 1
3  

n
,得 an -an-1=2·

1
3  

n

-

2· 1
3  

n-1

=-4· 1
3  

n

<0,

所以数列{an}是递减数列,故C错误;

对于D,由an=2·3n,得an-an-1=2·3n-2·3n-1=4·

3n-1>0,
所以数列{an}是递增数列,故D正确.故选AD.]

考向3 典例5 4 [根据题意,数列{an}的通项公式为an=

n+
4
n
,

设f(x)=x+
4
x
(x≥1),

由对勾函 数 的 性 质 可 知:f(x)min=f(2),即 当 x=2时,

f(x)=x+
4
x

取得最小值,

则当n=2时,{an}取得最小项,其最小项的值为a2=2+
4
2=4.

]

多维变迁

1.A [根据题意,函数f(x)为在定义域[1,+∞)上的减函数,
当n≥1且n∈Z时,必有f(n)>f(n+1),则数列{an}为递

减数列,

反之,当f(x)=- x-
5
4  

2

时,数列{an}为递减数列,但函

数f(x)在定义域上不是减函数,
故“函数f(x)为减函数”是“数列{an}为递减数列”的充分不

必要条件.故选A.]

2.B [由题意可得a2=2-
4
a1
=-2,a3=2-

4
a2
=4,a4=2-

4
a3
=1,…,

可知数列{an}是最小正周期为3的周期数列,
且一个周期的和为a1+a2+a3=3,
则数列{an}的前2

 

025项和为a1+a2+…+a2 

025=675×
(a1+a2+a3)=2

 

025.
故选B.]

3.
98

107
 [由an=(n+1)

9
10  

n-1

,

可得an+1=(n+2)
9
10  

n

,an-1=n· 9
10  

n-2

,

若an 为最大项,则有
an≥an-1,

an≥an+1, 
即

(n+1)910  
n-1

≥n· 9
10  

n-2

,

(n+1)910  
n-1

≥(n+2)910  
n

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得8≤n≤9,

当n=8或n=9时,数列取得最大项,

故数列{an}的最大项的值为a8=a9=
98

107
.]

教材拓展9
典例6 BCD [A选项:因为an-2=an-an-1(n≥3),

因此Sn=a1+a2+a3+…+an

=(a3-a2)+(a4-a3)+(a5-a4)+…+(an+2-an+1)=
an+2-a2=an+2-1,

因此S20+1=a22,因此A选项错误.
B选项:因 为a1+a3+a5+…+a2n-1=a2n,因 此 B选 项

正确.
C选 项:因 为a2+a4+a6+…+a30=a1+a2+a4+a6
+…+a30-a1=a3+a4+a6+…+a30-a1
=…=a31-a1=a31-1,因此C选项正确.

D选项:因为an-1=an-an-2(n≥3),因此a2n-1=anan-1-
an-1an-2(n≥3),

即Tn=a21+a22+a23+…+a2n =a21+(a3a2-a1a2)+
(a4a3-a3a2)+…+(an+1an-anan-1)=a21+an+1an-
a1a2=anan+1,
因为Tn=a2 

023a2 

024,因 此n=2
 

023,因 此 D选 项 正 确.故
选BCD.]

随堂·对点检测

1.C [当n=1时,S1=4a1-3,S1=4S1-3,得S1=1,
当n≥2时,Sn=4(Sn-Sn-1)-3,3Sn=4Sn-1+3,

Sn=
4
3Sn-1+1,

Sn+3=
4
3
(Sn-1+3),又S1+3=4,

所以{Sn+3}是首项为4,公比为
4
3

的等比数列,

所以 Sn +3=4×
4
3  

n-1
,Sn =4×

4
3  

n-1

-3=

3 4
3  

n

-1  .

故选C.]

2.D [由an=an-1+
1

n2+n
,得an-an-1=

1
n -

1
n+1

,…,

a3-a2=
1
3-

1
4
,a2-a1=

1
2-

1
3
,将上述n-1个式子相

加,得an-a1=
1
2-

1
n+1

,

又因为a1=
1
2
,所以an=1-

1
n+1

,所以a2 

025=1-
1
2

 

026=

2
 

025
2

 

026.
故选D.]

3.7 [因为an=
2n-2
2n-15=

2n-15+13
2n-15 =1+

13
2n-15

,

当n≤7,n∈N*时,2n-15<0,an=1+
13

2n-15
为递减数列,

且1>an=1+
13

2n-15≥a7=1+
13
-1=-12

,

所以当n>7,n∈N* 时,2n-15>0,an=1+
13

2n-15
为递减

数列,

且an=1+
13

2n-15>1
,

所以an 取到最小值时n 的值是7.]

第43课时 等差数列及其前n项和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)同一个常数 (2)2A=a+b

知识点2 (1)a1+(n-1)d (2)na1+
n(n-1)
2 d

知识点3 (1)ak+al=am+an md
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链教材·夯基固本

1.-3 [设方程x2+6x+1=0的两根分别为x1 和x2,
则x1+x2=-6,所以两根的等差中项为-3.]

2.6 [由题意可得
a1+3d+a1+7d=20,

a1+6d=12, 
解得a1=0,d=2,故a4=a1+3d=6.]

3.340 [S17=
17
2
(a1+a17)=

17
2
(a3+a15)=

17
2×40=340.

]

4.876 [法一:由S8=8a1+
8×7
2 d=100,

S16=16a1+
16×15
2 d=392,

得a1=2,d=3,

∴S24=24×2+
24×23
2 ×3=876.

法二:∵S8,S16-S8,S24-S16 成等差数列,

∴2(S16-S8)=S8+(S24-S16),
得S24=3S16-3S8=876.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)AC (2)24 [(1)设 等 差 数 列{an}的 公 差 为d,

则

a5=a1+4d=4,

S3=3a1+
3×2
2 d=-6, 

解得
a1=-4,

d=2, 故A正确;

a3=a1+2d=-4+4=0,故B错误;

S5=5a1+
5×4
2 d=-20+20=0,故C正确;

因为S2=2a1+d=-8+2=-6,S3=-6,所以S2=S3,故

D错误.
故选AC.
(2)设等差 数 列{an}的 公 差 为 d,由a4=a1+3d,得5=
-1+3d,所 以 d =2,则 a6 =a1 +5d =9,故 S6 =
6×(a1+a6)

2 =24.]

多维变迁

1.B [根据题意,设等差数列{an}的公差为d,

由于S3=15,S10=120,则
3a1+

3×2
2 d=15,

10a1+
10×9
2 d=120,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
a1=3,

d=2, 故a7=a1+6d=15.

故选B.]

2.2n2 [由 an+1= an+ 2得 an+1- an= 2,

而 a1= 2,于是得数列{ an}是以 2为首项,2为公差的

等差数列,则有 an = a1+(n-1)d= 2+ 2(n-1)=

2n,所以数列{an}的通项公式为an=2n2.]
考点二

典例2 (1)BCD [对于 A,当n≥1时,an+1-an=d⇔数列

{an}为等差数列,A错误;
对于B,若 数 列{an}为 等 差 数 列,则an=a1+(n-1)d=
dn+a1-d,符合an=kn+b的形式,

若an=kn+b,则an+1-an=k(n+1)+b-kn-b=k(常
数),即数列{an}为等差数列,
故数列{an}的通项公式可以表示为an=kn+b⇔数列{an}为等

差数列,B正确;

对于C,若数列{an}为等差数列,则Sn=na1+
n(n-1)d

2 =

dn2

2 + a1-
d
2  n,符合Sn=an2+bn 的形式,

若Sn=an2+bn,当n≥2时,an=Sn-Sn-1=an2+bn-
a(n-1)2-b(n-1)=2an+b-a,
当n=1时,a1=a+b 符合上式,故an=2an+b-a,即数列

{an}为等差数列,

故数列{an}的前n 项和可以表示为Sn=an2+bn 的形式⇔
数列{an}为等差数列,C正确;
对于D,由2an+1=an+an+2,可得an+1-an=an+2-an+1⇔
数列{an}为等差数列,D正确.]
(2)证明:①③⇒②.
已知{an}是等差数列,a2=3a1.
设等差 数 列{an}的 公 差 为 d,则a2=3a1=a1+d,得 d
=2a1,

所以Sn=na1+
n(n-1)
2 d=n2a1.

因为数列{an}的各项均为正数,所以 Sn=n a1,

所以 Sn+1- Sn=(n+1) a1-n a1= a1(常数),

所以数列{ Sn}是等差数列.
①②⇒③.

已知{an}是等差数列,{ Sn}是等差数列.
设等差数列{an}的公差为d,

则Sn=na1+
n(n-1)
2 d=

1
2n

2d+ a1-d
2 n.

因为数列{ Sn}是等差数列,所以数列{ Sn}的通项公式

是关于n 的一次函数,则a1-
d
2=0

,即d=2a1,

所以a2=a1+d=3a1.
②③⇒①.

已知数列{ Sn}是等差数列,a2=3a1,所以S1=a1,S2=
a1+a2=4a1.
设数列{ Sn}的公差为d,d>0,则 S2- S1= 4a1-

a1=d,

得a1=d2,所 以 Sn = S1 +(n-1)d=nd,所 以 Sn

=n2d2,
所以an=Sn-Sn-1=n2d2-(n-1)2d2=2d2n-d2(n≥
2),当n=1时也满足,故an=2d2n-d2,n∈N* 是关于n 的

一次函数,所以数列{an}是等差数列.
考点三

考向1 典例3 (1)C (2)D [(1)在等差数列{an}中,a2+
a8=2a5=10,解得a5=5,
又a4=4,
故公差d=a5-a4=5-4=1.
故选C.
(2)法一(利用等差数列的基本量):由S9=1,根据等差数列

的求和公式,

S9=9a1+
9×8
2 d=1⇔9a1+36d=1,
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又a3+a7=a1+2d+a1+6d=2a1+8d=
2
9
(9a1+

36d)=
2
9.

故选D.
法二(利 用 等 差 数 列 的 性 质):根 据 等 差 数 列 的 性 质,a1+
a9=a3+a7,由S9=1,根据等差数列的求和公式,

S9=
9(a1+a9)

2 =
9(a3+a7)

2 =1,故a3+a7=
2
9.

故选D.
法三(特殊值法):不妨取等差数列的公差d=0,则S9=1=

9a1⇒a1=
1
9
,则a3+a7=2a1=

2
9.

故选D.]
考向2 典例4 (1)C (2)C [(1)根据题意,数列{an}为等

差数列,则S10,S20-S10,S30-S20 成等差数列,
则有S10+(S30-S20)=2(S20-S10),即20+(S30-10)=
2(10-20),
解得S30=-30.
故选C.

(2)Sn,Tn 分别是等差数列{an}与{bn}的前n 项和,且Sn

Tn
=

3n+1
2n-1

(n=1,2,…),

则
a5
b5
=
2a5
2b5
=
a1+a9
b1+b9

=

9
2
(a1+a9)

9
2
(b1+b9)

=
S9

T9
=
3×9+1
2×9-1=

28
17.

故选C.]
考向3 典例5 解:法一:设公差为d.

由S3=S11,

可得3a1+
3×2
2 d=11a1+

11×10
2 d,

即d=-
2
13a1.

从而Sn=
d
2n

2+ a1-
d
2  n=-a113(n-7)2+4913a1,

因为a1>0,所以-
a1
13<0.

故当n=7时,Sn 最大.
法二:易知Sn=An2+Bn(A≠0)是关于n 的二次函数,

由S3=S11,可 知 Sn =An2+Bn 的 图 象 关 于 直 线n=
3+11
2 =7对称.

由法一可知A=-
a1
13<0

,

故当n=7时,Sn 最大.
法三:设公差为d.

由法一可知d=-
2
13a1.

要使Sn 最大,则有
an≥0,

an+1≤0, 
即

a1+(n-1)-
2
13a1  ≥0,

a1+n -
2
13a1  ≤0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得6.5≤n≤7.5,故当n=7时,Sn 最大.

法四:设公差为d.
由S3=S11,可得2a1+13d=0,
即(a1+6d)+(a1+7d)=0,故a7+a8=0,
又由a1>0,S3=S11 可知d<0,
所以a7>0,a8<0,
所以当n=7时,Sn 最大.

随堂·对点检测

1.A [等差数列{an}的前4项为a,3b,2,5b,

则
3b+5b=2×2,

a+2=6b, 解得

a=1,

b=
1
2
, 

故等差数列{an}的公差为
1
2
,

所以a9=1+8×
1
2=5.

故选A.]

2.ABD [an=a1+(n-1)d=dn+a1-d.
由等差数列的性质,得{a2n-1}是公差为2d 的等差数列,故A
正确.
2an-1=2dn+2a1-2d-1,所以{2an-1}是公差为2d 的

等差数列,故B正确.
an

n =
dn+a1-d

n =d+
a1-d

n
,当a1-d>0时,an

n  是递减

数列,故C错误.
an+3nd=4dn+a1-d,因为4d>0,所以{an+3nd}是递增

数列,故D正确.故选ABD.]

3.D [等差数列{an}中,a5=20,a10=35,

则d=
a10-a5
10-5 =3

,

则a20=a10+10d=35+30=65.
故选D.]

4.B [因为等差数列{an}的前n 项和为Sn,所以S4,S8-S4,

S12-S8 成等差数列,
即S4+S12-S8=2(S8-S4),解得S12=96.
故选B.]

5.30 5或6 [法一:由an+1-an=-2<0,得an+1<an,所以

{an}是递减数列.又由an=10+(n-1)×(-2)=-2n+12,
可知当n<6时,an>0;当n=6时,an=0;当n>6时,an<
0.所以S1<S2<…<S5=S6>S7>….故当n=5或6时,

Sn 最大.

因为S5=
5
2×

[10+10+(5-1)×(-2)]=30,所以Sn 的最

大值为30.

法二:因 为 Sn=na1+
n(n-1)
2 d=

d
2n2+ a1-

d
2  n=

-n2+11n=- n-
11
2  

2

+
121
4
,所以当n 取与

11
2

最接近的

整数,即5或6时,Sn 最大,最大值为30.]
第44课时 等比数列及其前n项和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)2 同一个 公比 (2)等比 G ab
知识点2 (1)a1qn-1 (2)na1
链教材·夯基固本

1.D [设 3+1与 3-1的等比中项为S,

则有S2=(3+1)(3-1)=2,
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解得S=± 2,

即 3+1与 3-1的等比中项为 2或- 2.
故选D.]

2.
1

 

023
512  

[S10=
1× 1- 1

2  
10

  
1-

1
2

=
1

 

023
512 .]

3.3·2n-1 或2·3n-1 [设等比数列{an}的公比为q,

由题意得
a1q=6,

6a1+a1q2=30, 
解得

q=2,

a1=3 或
q=3,

a1=2, 
故an=3·2n-1 或an=2·3n-1.]

4.
4
3 

[∵a4a5a6=a35=3,∴a5=
33,

∴log3a1+log3a2+log3a8+log3a9 =log3(a1a2a8a9)=

log3a45=log33
4
3=
4
3.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)2 [(1)设等比数列{an}的公比为q,

由a24=a6,得(a1q3)2=a1q5,即a1q=1,

又a1=
1
3
,故q=3,所以S4=a1+a2+a3+a4=

1
3+1+

3+9=
40
3.

故选D.
(2)法一:设该等比数列为 an  ,Sn 是其前n 项和,则S4=4,

S8=68,
设 an  的公比为qq>0  ,
当q=1时,S4=4a1=4,即a1=1,则S8=8a1=8≠68,显然

不成立,舍去;

当q≠1时,则S4=
a1 1-q4  
1-q

=4,S8=
a1 1-q8  
1-q

=68,

两式相除,得1-q
8

1-q4
=
68
4
,

即
1-q4  1+q4  

1-q4
=17,

则1+q4=17,所以q=2,
所以该等比数列公比为2.
法二:设该等比数列为 an  ,Sn 是 其 前n 项 和,则S4=4,

S8=68,
设 an  的公比为qq>0  ,
所以S4=a1+a2+a3+a4=4,

S8=a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8
=a1+a2+a3+a4+a1q4+a2q4+a3q4+a4q4

= a1+a2+a3+a4  1+q4  =68,

所以41+q4  =68,则1+q4=17,所以q=2,
所以该等比数列公比为2.
法三:设该等比数列为 an  ,Sn 是 其 前n 项 和,则S4=4,

S8=68,
设 an  的公比为qq>0  ,

因为S8-S4=a5+a6+a7+a8= a1+a2+a3+a4  q4=
68-4=64,
又S4=a1+a2+a3+a4=4,

所以
S8-S4

S4
=q4=

64
4=16

,所以q=2,

所以该等比数列公比为2.]
考题探源

1.解:若q=1,则
S10

S5
=
10a1
5a1

=2≠
31
32
,

所以q≠1.

当q≠1时,由S10

S5
=
31
32
,得

(-1)1-q10  
1-q

· 1-q
(-1)1-q5  

=
31
32.

整理,得1+q5=
31
32
,

即q5=-
1
32.所以q=-

1
2.

2.证明:当q=1时,

Sn=na1,

S2n-Sn=2na1-na1=na1,

S3n-S2n=3na1-2na1=na1,
所以Sn,S2n-Sn,S3n-S2n 成等比数列,公比为1.
当q≠1时,

Sn=
a1 1-qn  
1-q

,

S2n - Sn =
a1 1-q2n  
1-q

-
a1 1-qn  
1-q

=
a1qn 1-qn  

1-q
=qnSn,

S3n-S2n =
a1 1-q3n  
1-q

-
a1 1-q2n  
1-q

=
a1q2n 1-qn  

1-q
=

qn S2n-Sn  ,

所以
S2n-Sn

Sn
=
S3n-S2n

S2n-Sn
=qn.

因为qn 为常数,所以Sn,S2n-Sn,S3n-S2n 成等比数列,公

比为qn.
多维变迁

1.C [法一(直接运用等比数列的通项公式与前n 项和公式求

解):若该数列的公比q=1,代入S5=5S3-4中,有5=5×

3-4,不 成 立,所 以q≠1.由
1-q5

1-q
=5×

1-q3

1-q
-4,化 简 得

q4-5q2+4=0,所以q2=1(舍)或q2=4,由于此数列各项均

为正数,所以q=2,所以S4=
1-q4

1-q
=15.故选C.

法二(直接求和法):设等比数列{an}的公比为q,则由已知得

1+q+q2+q3+q4=5(1+q+q2)-4,整理得(1+q)(q3-
4q)=0,由于此数列各项均为正数,所以q=2,所以S4=1+

q+q2+q3=1+2+4+8=15.故选C.]

2.ACD [设此人第n 天走an 里路,

则数列{an}是首项为a1,公比为
1
2

的等比数列,

因为S6=378,所以S6=
a1 1-

1
26  

1-
1
2

=378,

解得a1=192.

对于A,由于a2=192×
1
2=96

,所以此人第二天走了九十六

里路,所以A正确;
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对于B,由于a3=192×
1
4=48

,48
378>

1
8
,

所以B不正确;
对于C,由于378-192=186,192-186=6,
所以此人第一天走的路程比后五天走的路程多六里,所以C
正确;
对于D,a4+a5+a6=378-192-96-48=42,
所以此人后三天共走了四十二里路,
所以D正确.故选ACD.]

考点二

典例2 (1)BCD [对于A,当a=b=c=0时,b2=ac,此时a,

b,c不是等比数列,故A错误;

对于B,若{an}为等差数列,设其公差为d,则此时有
2

an+1

2
an
=

2
an+1-an=2d>0,所以数列{2

an}为等比数列,故B正确;

对于C,若Sn=3n-1,则a1=S1=2,

an=Sn-Sn-1=3n-1-(3n-1-1)=3n-3n-1=2·3n-1

(n≥2),

a1=2显然满足an=2·3n-1,

所以数列{an}为等比数列,故C正确;

对于D,因为3an+1=an+2an+2,

所以2(an+2-an+1)-(an+1-an)=0,

而a1=1,a2=2,

因此数列{an+1-an}是首项为1,公比为
1
2

的等比数列,故D

正确.故选BCD.]

(2)(i)证明:因为an+1=
3an

an+2
,

所以
1

an+1
=
an+2
3an

=
an

3an
+
2
3an

,

所以
1

an+1
=
2
3

·1
an
+
1
3
,

所以1-
1

an+1
=1- 2

3
·1
an
+
1
3  ,

即1-
1

an+1
=-

2
3

·1
an
+
2
3

=
2
3 1-

1
an  ,

所以
1-

1
an+1

1-
1
an

=
2
3
,

又因为1-
1
a1
=1-

1
3=

2
3
,

所以数列 1-
1
an  是以

2
3

为首项,2
3

为公比的等比数列.

(ii)解:由(i)知,1-
1
an
=
2
3

· 2
3  

n-1

= 2
3  

n

,

所以
1
an
=1- 2

3  
n

=
3n-2n

3n ,

所以an=
3n

3n-2n.

考点三

典例3 (1)C [法一:设等比数列{an}的公比为q(q≠0),由
题意易知q≠1,

则

a1(1-q4)
1-q =-5,

a1(1-q6)
1-q =21×

a1(1-q2)
1-q

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 化简整理得

q2=4,

a1
1-q=

1
3. 所

以S8=
a1(1-q8)
1-q

=
1
3×

(1-44)=-85,故选C.

法二:易知S2,S4-S2,S6-S4,S8-S6,…为等比数列,所

以(S4-S2)2=S2·(S6-S4),解得S2=-1或S2=
5
4.当

S2=-1时,由(S6-S4)2=(S4-S2)·(S8-S6),解 得

S8=-85;当S2=
5
4

时,结合S4=-5得

a1(1-q4)
1-q =-5,

a1(1-q2)
1-q =

5
4
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 化简 可 得q2=-5,不 成 立,舍 去.所 以

S8=-85,故选C.]
(2)解:(i)∵{an}为正项等比数列,∴a2a4+2a3a5+a4a6=
a23+2a3a5+a25
=(a3+a5)2=25,

∵an>0,∴a3+a5>0,∴a3+a5=5.
(ii)根据等比数列的性质,
得a5a6=a1a10=a2a9=a3a8=a4a7=9,

∴a1a2…a9a10=(a5a6)5=95,

∴log3a1+log3a2+…+log3a10
=log3(a1a2…a9a10)=log395=10.

多维变迁

1.C [在等比数列{an}中,a1+a2,a3+a4,a5+a6,a7+a8 成

等比数列,

∵a1+a2=16,a3+a4=24,

∴a7+a8=(a3+a4)·
a3+a4
a1+a2  

2

=24× 24
16  

2

=54.故

选C.]

2.2 [由题意可知a1+a2+…+a2n=3(a1+a3+…+a2n-1),
又a2+a4+…+a2n=q(a1+a3+…+a2n-1),
所以(q+1)(a1+a3+…+a2n-1)=3(a1+a3+…+a2n-1).
又q>0,an>0,所以q+1=3,即q=2.]

随堂·对点检测

1.C [由a3=a1q2=2,a7=a1q6=8,得q2=2(舍负).
又∵a5=a3q2>0,∴a5=4.故选C.]

2.CD [对于A,数列的前三项为2,4,6,第二项不是第一和第

三项的等比中项,不成立;
对于B,数列的前三项为1,4,9,第二项不是第一和第三项的

等比中项,不成立;

对于C,因为
3-n

3-(n-1)
=
1
3

为常数,所以满足等比数列的定义,

故成立;

对于D,因为
2·2n

2·2n-1=2为常数,所以满足等比数列的定义,

故成立.
故选CD.]

3.A [由等比数列{an},且a3+a5=12①,

a2·a6=32,a3<a5②,
可得,a2·a6=a3·a5=32③,
联立①②③,解得a3=4,a5=8.
故选A.]
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4.
7
3 

[设等比数列{an}的公比为q,易知q≠-1,由等比数列

前n 项和的性质可知S3,S6-S3,S9-S6 仍成等比数列,

∴
S6-S3

S3
=
S9-S6

S6-S3
,

又由已知得S6=3S3,

∴S9-S6=4S3,

∴S9=7S3,∴
S9

S6
=
7
3.]

*第45课时 由数列的递推关系求

通项公式(进阶课)
类型一

考向1 典例1 B [因为an=4an-1+3(n≥2),
所以an+1=4(an-1+1)(n≥2),
所以{an+1}是以1为首项,4为公比的等比数列,

则an+1=4n-1,

所以an=4n-1-1,所以a2 

026=42
 

025-1.
故选B.]

考向2 典例2 an=3n-2(n-1) [法一:设an+1+p(n+
1)+q=3(an+pn+q),即an+1=3an+2pn+2q-p,
与原式相比较,由对应项系数相等得

2p=4,

2q-p=-6, 解得
p=2,

q=-2. 
首项a1+2-2=3,
所以数列{an+2n-2}是首项为3,公比为3的等比数列,故

an+2n-2=3×3n-1=3n,

故an=3n-2(n-1).
法二:因为an+1=3an+4n-6(n∈N*),
所以an+1+2n=3an+4n-6+2n
=3[an+2(n-1)],
因为a1=3,所以a1+2×(1-1)=3,
所以{an+2(n-1)}是首项为3,公比为3的等比数列,则

an+2(n-1)=3·3n-1=3n,

所以an=3n-2(n-1).]
考向3 典例3 D [法一:在递推公式an+1=2an+3×5n 的

两边同时除以5n+1,

得
an+1

5n+1=
2
5×

an

5n+
3
5
,①

令bn=
an

5n,则①式变为bn+1=
2
5bn+

3
5
,

即bn+1-1=
2
5
(bn-1),

所以数列{bn-1}是等比数列,

其首项为b1-1=
a1
5-1=-

3
5
,公比为

2
5
,

所以bn-1=-
3
5×

2
5  

n-1

,

即bn=1-
3
5×

2
5  

n-1

,

所以
an

5n=1-
3
5×

2
5  

n-1

=1-
3×2n-1

5n ,

所以an=5n-3×2n-1.
法二:设an+1+k×5n+1=2(an+k×5n),

则an+1=2an-3k×5n,

与an+1=2an+3×5n 比较可得k=-1,

所以an+1-5n+1=2(an-5n),

所以数列{an-5n}是首项为a1-5=-3,
公比为2的等比数列,所以an-5n=-3×2n-1,

所以an=5n-3×2n-1.]
类型二

典例4 AB [因为数列{an}满足a1=1,an+1=
an

4+15an
(n∈

N*),

所以
1

an+1
=
4+15an

an
=15+4×

1
an
,

故
1

an+1
+5=4 1

an
+5  ,

又
1
a1
+5=6,

所以数列 1
an
+5  是首项为6,公比为4的等比数列,

故
1
an
+5=6×4n-1,可 得

1
an
=6×4n-1 -5,可 得 an

=
1

6×4n-1-5
,

故{an}为递减数列,

故 1
an  的前n 项和Sn=

6×(1-4n)
1-4 -5n=2(4n-1)-5n.

故正确的只有AB.
故选AB.]

类型三

典例5 (1)证明:因为a1=a2=1,an+2-5an+1+6an=0,
所以an+2-2an+1=3an+1-6an=3(an+1-2an),
所以a2-2a1=-1,
故数列{an+1-2an}是以-1为首项,3为公比的等比数列.
由题意an+2-3an+1=2an+1-6an=2(an+1-3an),
所以a2-3a1=-2,
故数列{an+1-3an}是以-2为首项,2为公比的等比数列.
(2)解:由(1)得,an+1-2an=-3n-1,an+1-3an=-2n,

联立两式可得,an=2n-3n-1.
(3)解:因为an=2n-3n-1,所以Sn=2+22+…+2n-(1+
3+…+3n-1)

=
2(1-2n)
1-2 -

1-3n

1-3
 

=2n+1-2-
3n-1
2

=2n+1-
3n

2-
3
2.

第46课时 数列求和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)na1+
n(n-1)
2 d

(2)
a1(1-qn)
1-q

=
a1-anq
1-q

链教材·夯基固本

1.2n+1-2+
1
2n2+

1
2n [Sn=(2+22+…+2n)+(1+2

+…+n)=
2(1-2n)
1-2 +

1
2n(n+1)=2n+1-2+

1
2n2+

1
2n.]
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2.n(n+1)-
3
4
(1-5-n) [原式=(2+4+…+2n)-3(5-1+

5-2+…+5-n)=
(2+2n)n
2 -3×

5-1(1-5-n)
1-5-1

=n(n+1)-

3
4
(1-5-n).]

3.22×220-2 [S20=4×1+5×21+6×22+…+23×219,

2S20=4×2+5×22+6×23+…+23×220,

两式相 减,得-S20=4+2+22+…+219-23×220=4+

2(1-219)
1-2 -23×220=-22×220+2,

故S20=22×220-2.]

4.
2

 

026
2

 

027 
[由题意得an=

1
n(n+1)=

1
n-

1
n+1

,

故S2
 

026= 1-
1
2  + 1

2-
1
3  +…+ 1

2
 

026-
1
2

 

027  =
1-

1
2

 

027=
2

 

026
2

 

027.
]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)
2

 

0253
2  [函数y=sin

π
3x 以6为最小正周期,

又a6m+1+a6m+2+a6m+3+a6m+4+a6m+5+a6m+6=-33,m
∈N*,2

 

025=337×6+3,

所以 S2 

025 = -3 3×337+2
 

023sin
2

 

023π
3 +2

 

024·

sin
2

 

024π
3 +2

 

025sin
2

 

025π
3 =

2
 

0253
2 .

 

]

(2)解:(i)数列{an}满足:a1=1,an+1=an+2(n∈N*),
故{an}是首项为1,公差为2的等差数列,
由等差数列的通项公式可得an=2n-1.
又b1,b2,b3-1成等差数列,故2b2=b1+b3-1,

设{bn}的公比为q,其中b2=2,则4=
2
q
+2q-1,解得q=2

或q=
1
2
,

当q=
1
2

时,b1=4,此 时bn=b1qn-1= 1
2  

n-3

,为 递 减 数

列,舍去;
当q=2时,b1=1,此时bn=b1qn-1=2n-1,为递增数列,满足

要求.
综上,an=2n-1,bn=2n-1.
(ii)由(i)得cn=an+bn=2n-1+2n-1,

故Tn=c1+c2+c3+…+cn=(1+20)+(3+21)+(5+
22)+…+(2n-1+2n-1)

=(1+3+…+2n-1)+(20+21+…+2n-1)

=
n(1+2n-1)

2 +
20(1-2n)
1-2

 

=n2+2n-1.

多维变迁

 解:(1)由Sn=2n+λ,
知当n=1时,a1=2+λ.
当n≥2时,

an=Sn-Sn-1=2n+λ-2n-1-λ=2n-1.
因为数列{an}为等比数列,

所以a1=2+λ适合an=2n-1,

所以λ=-1,an=2n-1.

(2)由an=2n-1,

则bn=(-1)nlog2a2n+1=(-1)n2n,
所以T2n=b1+b2+b3+…+b2n=(-2+4)+(-6+8)

+…+(-4n+2+4n)=2n.
考点二

典例2 解:(1)因为4Sn=3an+4,①
所以当n≥2时,4Sn-1=3an-1+4,②
则当n≥2时,①-②得4an=3an-3an-1,
即an=-3an-1.
当n=1时,由4Sn=3an+4,得4a1=3a1+4,所 以a1=4
≠0,
所以数列{an}是以4为首项,-3为公比的等比数列,

所以an=4×(-3)n-1.
(2)因为bn=(-1)n-1nan=(-1)n-1n×4×(-3)n-1

=4n·3n-1,
所以Tn=4×30+8×31+12×32+…+4n·3n-1,

3Tn=4×31+8×32+12×33+…+4n·3n,

两式相减得-2Tn=4+4(31+32+…+3n-1)-4n·3n

=4+4×
3(1-3n-1)
1-3 -4n·3n

=-2+(2-4n)·3n,
所以Tn=1+(2n-1)·3n.

考题探源

1.解:由an+1=2Sn+2(n∈N*),可得an=2Sn-1+2(n∈N*,

n≥2),两 式 相 减 可 得an+1=3an(n∈N*,n≥2),又a2=
2a1+2,数列{an}是 等 比 数 列,所 以a2=2a1+2=3a1,则

a1=2,故an=2×3n-1.
2.解:由题意设等差数列{an}的公差为d,

因为S4=4S2,a2n=2an+1,所以

4a1+
4×(4-1)

2 d=42a1+
2×(2-1)

2 d  ,
a1+(2n-1)d=2[a1+(n-1)d]+1, 
即
2a1-d=0,

a1-d+1=0, 解得
a1=1,

d=2, 
所以an=a1+(n-1)d=1+2(n-1)=2n-1(n∈N*),

又bn=3n-1,

所以cn=anbn=(2n-1)·3n-1,

所以Tn=1×30+3×31+5×32+…+(2n-1)·3n-1,

3Tn=1×31 +3×32 +5×33 + … + (2n -3)·

3n-1+(2n-1)·3n,
两式相减 得-2Tn=1+2×31+2×32+2×33+…+2·

3n-1-(2n-1)·3n

=1+2(31+32+33+…+3n-1)-(2n-1)·3n

=1+
6(1-3n-1)
1-3 -(2n-1)·3n

=1+3(3n-1-1)-(2n-1)·3n

=1+3n-3-(2n-1)·3n

=-2+(2-2n)·3n,
所以Tn=1+(n-1)·3n.

多维变迁

 解:(1)证明:因为Sn 为数列{an}的前n 项和,且an+1=Sn+
n+1,所以Sn=an+1-n-1,
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=an+1-n-1-[an-(n-1)-
1]=an+1-an-1,
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所以an+1=2an+1,所以an+1+1=2(an+1),
当n=1时,a2=S1+1+1=a1+2=3,所以a2+1=2(a1+
1),
所以 对 任 意 的 n∈N*,都 有 an+1 +1=2(an +1),即

an+1+1
an+1

=2,又a1+1=2,

所以数列{an+1}是首项为2,公比为2的等比数列.
(2)由(1)知,数列{an+1}是首项为2,公比为2的等比数列,
所以an+1=2×2n-1=2n,即an=2n-1,

因为bn=
an

2n-1=
2n-1
2n-1 =2-

1
2n-1,

所以n·(2-bn)=n· 2- 2- 1
2n-1  = n

2n-1,

所以Tn=
1
20
+
2
21
+
3
22
+…+

n-1
2n-2+

n
2n-1,①

1
2Tn=

1
2+

2
22
+
3
23
+…+

n-1
2n-1+

n
2n,②

则①-②得
1
2Tn=1+

1
2 +

1
22
+
1
23
+…+

1
2n-1-

n
2n =

1- 12 
n

1-
1
2

-
n
2n=2-

2
2n-

n
2n=2-

n+2
2n ,

所以Tn=4-
n+2
2n-1.

考点三

典例3 (1)C [由f(4)=2,可得4α=2,解得α=
1
2
,

则f(x)= x.

所以an=
1

f(n+1)+f(n)
=

1
n+1+ n

= n+1- n,

所以S2
 

025=a1+a2+a3+…+a2 

025=(2- 1)+(3-

2)+(4- 3)+…+( 2
 

026- 2
 

025)= 2
 

026-1.]
(2)解:(i)当n=1时,

有 a2- a1=
1
4a2

,又a1=1,

所以a2-4 a2+4=0,解得a2=4.
(ii)由 an+1- an=1,得{ an}是以1为首项,1为公差

的等差数列,

所以 an=1+n-1=n,即an=n2.

(iii)
1

an+ an

=
1

n2+n
=

1
n(n+1)=

1
n-

1
n+1

,

所以Sn=1-
1
2 +

1
2 -

1
3 +

…+
1
n -

1
n+1=1-

1
n+1

=
n

n+1.

多维变迁

 (1)证明:由an+1=
3an

1+2an
取 倒 数 可 得,1

an+1
=
1+2an

3an
=

1
3

·1
an
+
2
3
,

∴
1

an+1
-1=

1
3

·1
an
-
1
3=

1
3
1
an
-1  ,

又∵
1
a1
-1=1≠0,

∴数列 1
an
-1  是以1为首项,1

3
为公比的等比数列.

(2)解:由于数列 1
an
-1  是以1为首项,1

3
为公比的等比数

列,则1
an
-1=

1
3n-1,

可得an=
3n-1

3n-1+1
(n∈N*),

∴bn=
2an·an+1

3n =
2·

3n-1

3n-1+1
· 3n

3n+1
3n

=
2·3n-1

(3n-1+1)(3n+1)
=

1
3n-1+1

-
1

3n+1
,

∴b1 +b2 + … +bn =
1
2-

1
4  + 1

4-
1
10  + …

+
1

3n-1+1
-
1

3n+1  
=
1
2-

1
3n+1

=
3n-1
2(3n+1)

.

随堂·对点检测

1.D [a2=
2
a1
=2,

an+2

an
=
an+2an+1

an+1an
=2,所 以 数 列{a2n-1}和

{a2n}均为公比为2的等比数列.所以S2
 

026=(a1+a3+…+

a2 

025)+(a2+a4+…+a2 

026)=
1-21

 

013

1-2 +
2×(1-21

 

013)
1-2 =

3×21
 

013-3.故选D.]

2.A [观察此数列可知,当n 为偶数时,an=
n2

2
;当n 为奇数

时,an=
n2-1
2 .因为bn=(-1)n·an

=
-
n2-1
2
,n 为奇数,

n2

2
,n 为偶数,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 所 以 数 列{bn}的 前20项 和 为(0+

2)+(-4+8)+(-12+18)+…+ -
192-1
2 +

202

2  =2+
4+6+…+20=

10×(2+20)
2 =110.]

3.AC [由题可知:a2-a1=2,a3-a2=3,则a4-a3=4,…,

an-an-1=n(n≥2,n∈N*),

所以an=an-1+n(n≥2,n∈N*),
由累加法 得:an=an-an-1+an-1-an-2+…+a2-a1+

a1=n+n-1+…2+1=
n(n+1)
2

,

当n=1时,也满足上式,所以an=
n(n+1)
2 .

对于A,因 为an-an-1=n,所 以an+1=an+n+1,故 A
正确;

对于B,a100=
100(100+1)

2 =5
 

050,故B错误;

对于C,
1
an
=

2
n(n+1)=2

1
n-

1
n+1  ,

由裂项相 消 可 得 Sn=2 11 - 12 + 12 - 13 +…+
1
n -

1
n+1 = 2nn+1

,故C正确;

对于D,令t=
n(n+1)
2 -

2n
n+1=

n(n-1)(n+3)
2(n+1)

,

因为n∈N*,即n≥1,所以t≥0,即an≥Sn,故D错误.故
选AC.]
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4.

(1+n)n
2

,x=1,

nxn+1-(n+1)xn+1
(1-x)2

,x≠1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁  [当 x =1 时,1+2x +

3x2+…+nxn-1=1+2+3+…+n=
(1+n)n
2

;当x≠1时,

记Sn=1+2x+3x2+…+nxn-1①,①×x 得xSn=x+
2x2+3x3+…+nxn②,①-②得(1-x)·Sn=1+x+

x2 + … +xn-1 -nxn =
1-xn

1-x -nxn,化 简 得 Sn

=
nxn+1-(n+1)xn+1

(1-x)2
.

综上,1+2x+3x2+…+nxn-1

=

(1+n)n
2

,x=1,

nxn+1-(n+1)xn+1
(1-x)2

,x≠1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ]

*第47课时 数列的综合应用(进阶课)
类型一

典例1 解:(1)等差数列{an}的前n 项和为Sn,设公差为d,
等比数列{bn}的前n 项和为Tn,设公比为q,

a1=-1,b1=1,a2+b2=2,
得d+q=3.①
由a3+b3=5,得2d+q2=6,②

联立①②,解得
d=3,

q=0 (舍去),d=1,

q=2, 
因此T5=

1-25

1-2=31.

(2)由b1=1,T3=21,得q2+q-20=0,
解得q=-5或q=4,
由于数列{an}为递增数列,所以d>0,
当q=4时,由①得d=-1(舍去);
当q=-5时,由①得d=8,

则Sn=n×(-1)+
n(n-1)
2 ×8=4n2-5n.

类型二

典例2 BD [由题意可知,数列{an}为等差数列,设数列{an}

的公差为d,由题意可得a1=5,30a1+
30×29d
2 =390,解得

d=
16
29
,所以an=5+(n-1)×

16
29=

16n+129
29 .

因为bn=2
an,所以

bn+1

bn
=
2

an+1

2
an
=2

an+1-an=2d(非零常数),

则数列{bn}是等比数列,B正确;

因为5d=5×
16
29=

80
29
≠3,

b10
b5
=(2d)5=25d ≠23,所以b10≠

8b5,A错误;

a30=a1+29d=5+16=21,所 以a1b30=5×221>105,C
错误;

a4=a1+3d=5+3×
16
29=

193
29
,a5=a1+4d=5+4×

16
29=

209
29
,所以

a3+a5+a7
a2+a4+a6

=
3a5
3a4
=
a5
a4
=
209
193
,D正确.故选BD.]

类型三

典例3 解:(1)根据题意,点(n,an)(n∈N*)都在函数f(x)=
2x 的图象上,

则an=2n,易 得 数 列{an}是 以2为 首 项,2为 公 差 的 等 差

数列,

则Sn=
n(2+2n)

2 =n(n+1),

又Sn=(n+1)log1
2
bn,所以bn=

1
2  

n
,

故an=2n,bn=
1
2  

n

.

(2)证明:根据题意,由(1)的结论,得cn=b2n=
1
4  

n
,

因为
cn+1

cn
=

1
4  

n+1

1
4  

n =
1
4
,c1=

1
4
,所以{cn}是以

1
4

为首项,

1
4

为公比的等比数列,

所以Tn=

1
4 1- 1

4  
n

  
1-

1
4

=
1
3 1- 1

4  
n

  .

因为n∈N*,函数Tn=
1
3 1- 1

4  
n

  是增函数,

所以当n=1时,Tn 最小为
1
4
,Tn≥

1
4
,

又1- 1
4  

n

<1,所以Tn<
1
3
,所以

1
4≤Tn<

1
3.

规范答题三

典例 (2)a1+2a2x+…+mamxm-1

第七章 立体几何与空间向量

第48课时 基本立体图形、简单几何体

的表面积与体积

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)平行 全等 平行 相似 平行且相等 一点

 一点 平行四边形 三角形 梯形 (2)直棱柱 斜棱柱

 正棱柱 平行六面体 (4)垂直 一点 一点 矩形 等

腰三角形 等腰梯形 圆面 矩形 扇形 扇环

知识点2 (1)斜二测画法 (2)垂直 分别平行于坐标轴 不

变 一半

知识点3 2πrl πrl π(r1+r2)l

知识点4 Sh 
1
3Sh 4πR2 

4
3πR

3

链教材·夯基固本

1.C [由 于 平 面 ABFEA'∥平 面 DCGHD',且 AD,BC,FG,

EH,A'D'相互平行且相等,所以剩下的几何体是五棱柱.故

选C.]

2.D [由直观图的画法规则知,角度、长度都有可能改变,而线

段的平行关系不变,正方形的直观图是平行四边形.故选D.]

3.B [设圆锥的底面圆的半径为r,母线长为l,因为侧面展开

图是 一 个 半 圆,所 以πl=2πr,即l=2r,所 以πr2+πrl=

πr2+πr·2r=3πr2=12π,解得r=2(cm).]
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4.3 [设球的半径为R,由题意得
4
3πR

3=4πR2,解得R=3.]

5.A [由常用结论2知,S△AOB=22×S△A'O'B'=22×
1
2×

2×2×sin
 

45°=4.故选A.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 AD [由圆台定义知,以直角梯形垂直于底边

的腰所在直线为旋转轴,其余三边旋转一周形成的面围成的

旋转体是圆台,故A正确;
底面是正多边形的棱锥,不能保证顶点在底面上的射影为底

面正多边形的中心,故B错误;
对于C,如图,在圆锥SO 中,经过

圆锥顶点的平面截圆锥所得截面

一定是等腰三角形,
设截 面 为△SAC,设 AB 为 底 面

圆O 的一条直径,若∠ASB 为钝

角,则当SA⊥SC 时,截面三角形

的面积最大,C错误;
棱台是由平行于棱锥底面的平面截得的,故棱台的各侧棱延

长后必交于一点,故D正确.]
考向2 典例2 D [根据斜二测画法还原图形,可得如图:

则AO=A'O',CO=C'O',BO=2B'O',BO⊥AC,
易知△ABC 为等腰直角三角形,故A、C错误;
由 题 意,过 B'作 B'D'⊥
A'C',垂足为D',如图,

则B'D'=B'O'·sin
 

45°=
2
2
,

由S△ABC=
1
2

·AC·BO=

1
2×4×2=4

,

S△A'B'C'=
1
2

·A'C'·B'D'=
1
2×4×

2
2= 2

,

则S△ABC=22S△A'B'C',故B错误;

△ABC 的 周 长 AB+AC+BC=AC+ AO2+BO2 +

CO2+BO2=4+42,故D正确.
故选D.]

多维变迁

 BC [由题意可画出其直观图如下,

其中A'B'∥C'D',A'B'=AB=4,C'D'=CD=2,A'D'=
1
2AD=

2,故A错误,B正确;

过点D',C'分别作D'M⊥A'B',C'N⊥A'B',垂足分别为点

M,N,
故A'M =D'M =C'N=A'D'sin

 

45°=1,NB'=A'B'-
C'D'-A'M=1,

故B'C'= 2,则四边形A'B'C'D'为等腰梯形,故C正确;

故四边形A'B'C'D'的周长为4+2+22=6+22,故D错

误.故选BC.]
考向3 典例3 D [第1步 确定展

开方式:找路径两端点所在平面的公

共棱、端点所在棱或所在的母线,确
定展开方式.
将平面 ABC、平 面 AA1C1C 沿AC
翻折至同一平面,如图所示.
第2步 确定最小值:分别计算不同展开方式中两端点的连

线长度,其最小值为最短路径的长.
则当A1,B,D 三点共线时,A1D+DB 取最小值,
因为A1C1=CC1=4,BC=2,且∠ACB=∠ACC1=90°,
延展 后,B,C,C1 共 线,所 以 BC1=2+4=6,A1C1=4,

∠A1C1B=90°,

由勾股定理,得A1B= A1C2
1+BC2

1= 42+62=2 13.

故A1D+DB 的最小值为2 13.故选D.]
多维变迁

 B [如图,绳子的最短长度为侧面展开图中AM 的长度.
因为圆台的上、下底面半径分别为

1
 

cm,3
 

cm,

所以
OB

OB+AB=
1
3
,

母线 长 AB=12
 

cm,代 入 可 得

OB=6
 

cm,
所以OA=18

 

cm,OM=12
 

cm,
设∠BOB'=θ,
由2×1×π=OB·θ,

解得θ=
π
3
,所以AM= OA2+OM2-2OA·OM·cos

 

θ

= 182+122-2×18×12×
1
2 =67

(cm),

即绳子的最短长度为67cm.
故选B.]

考点二

考向1 典例4 (1)A (2)D [(1)根据题意,如图所示为该

组合体上半部分圆锥轴截面,

由于其母线长为23米,轴截面是

面积为33平方米的等腰钝角三

角形,

则有

h2+r2=12,

1
2×2r×h=33

,

r>h,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得
r=3,

h= 3, 
则上半部分圆锥的侧面积S1=πrl=63π,
下半部分圆柱的侧面积S2=2πr×2.5=15π,

则该组合体的表面积(不含底面)S=S1+S2=(63+15)π.
故选A.
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(2)设A1B1=a,则AB=2a,如
图,连 接 AC,BD 交 于 点O,连
接A1C1,B1D1 交 于 点 O1,连

接OO1,由正四棱台的几何性质

可知O1,O 分别是上、下底面的

中心,所以OO1⊥平面 ABCD,

OO1⊥平面A1B1C1D1,所以OO1 为正四棱台的高h,由题

可知h=22.过点A1 作A1H⊥AO 交AO 于点H,则h2+

(AO-A1O1)2=AA2
1,即h2+ 2a-

2
2a  

2

=(2 3)2,解

得a=22.过点A1 作A1H'⊥AB 交AB 于点H',则A1H'

为斜高,此时A1H'= 12-2= 10,所以正四棱台的表面

积S=4×
(22+42)× 10

2 +(2 2)2+ (42)2=40+

245.故选D.]
多维变迁

 B [由 题 意 作 出 示 意 图 如 图

所示.
则球的半径为OA=OB,由题意

可得∠OAB=
π
3
,所 以△OAB

是等边三角形,

所 以 ∠AOB =
π
3
, 所 以

∠O1OB=
π
6
,

因为球O 的表面积为4π,所以4π×OA2=4π,解得OA=1,
所以OB=AB=1,

所以O1B=
1
2OB=

1
2
,

所以圆台的侧面积为π1+
1
2  ×1=3π2.

故选B.]

考向2 典例5 (1)
2
3 1 

(2)C [(1)设圆锥的底面半径为

r,球的半径为R,

因为圆锥的轴截面为正三角形,所以圆锥的高h= 3r,母线

长l=2r,由题可知,h=2R,所以球的半径R=
3
2r
,

所以圆锥的体积为V1=
1
3πr

2× 3r=
3
3πr

3,

球的体积V2=
4
3πR

3=
4
3π×

3
2r  

3

=
3
2πr

3,

所以
V1

V2
=

3
3πr

3

3
2πr

3

=
2
3.

圆锥的表面积S1=πrl+πr2=3πr2,

球的表面积S2=4πR2=4π× 3
2r  

2

=3πr2,

所以
S1

S2
=
3πr2

3πr2
=1.

(2)法一(补 形 法):如 图1,用 一 个 完 全 相 同 的 五 面 体 HI-
JLMN 与该五面体相嵌,因为 AD∥BE∥CF,且两两之间的

距离为1,AD=1,BE=2,CF=3,则形成的新组合体为一个

三棱柱,且该三棱柱的直截面(与侧棱垂直的截面)为边长为

1的等边三角形,该截面的面积为
1
2×1×1×

3
2=

3
4
,侧棱

长为1+3=2+2=3+1=4,所 以 该 五 面 体 的 体 积 为

VABC-DEF=
1
2VABC-HIJ=

1
2×

3
4×4=

3
2.

法二(补形法):如图2,延长AD 到点G,使 DG=2,延长BE
到点H,使EH=1,连接AF,BF,可得AG=BH=CF=3,
结合AG∥BH∥CF,可知多面体ABC-GHF 为三棱柱.因为

四边 形 ABED 与 四 边 形 HGDE 全 等,所 以 VF-ABED =

VF-HGDE=
1
3VABC-GHF.由AG∥BH∥CF,且它们两两之间的

距离为1,得当三棱柱ABC-GHF 为正三棱柱时,底面边长为

1,高为3,此时VABC-GHF=
3
4×1

2×3=
33
4 .根据棱柱的性质,若

三棱 柱 ABC-GHF 为 斜 三 棱 柱,则 体 积 也 是
33
4
,所 以

VF-ABED=VF-HGDE=
1
3VABC-GHF=

3
4
,所 以 该 五 面 体 的 体 积

V=VABC-GHF-VF-HGDE=
3
2.

法三(分割法):因为AD,BE,CF 两两平行,且两两之间的距

离为1,过点D 作与AB,AC 平行的直线分别交BE,CF 于点

P,Q(图略),则该五面体可以分成一个侧棱长为1的三棱柱

ABC-DPQ 和一个底面为梯形的四棱锥D-PQFE,其中三棱

柱的体积等于棱长均为1的直三棱柱的体积,四棱锥的高为

3
2
,底面是上底为1,下底为2,高为1的梯形,故该五面体的

体积为
 

V= 1
2×1

2×
3
2  ×1+13× 1

2×
(1+2)×1  ×

3
2=

3
2.

]

微点突破9
典例6 解:法一(直接法):如图1,取BC 的中点D,连接AD,

PD,过点P 作PO⊥AD 于点O,
由题意可得BC⊥AD,BC⊥PD.
因为AD∩PD=D,AD,PD⊂平面

PAD,所以BC⊥平面PAD.
又BC⊂平面ABC,所以平面PAD⊥平

面ABC.
因为平面 PAD∩平面 ABC=AD,

PO⊥AD,PO⊂平面PAD,

所以PO⊥平面ABC,
即PO 为三棱锥P-ABC 的高.
因为AB=AC=2,∠BAC=60°,

所以BC=2,AD= 3.
又PA=1,∠PAC=∠PAB=60°,
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所以PB=PC= 3,所以PD= 2,
所以AD2=PA2+PD2,
所以AP⊥PD.
由PA·PD=PO·AD,

得PO=
PA·PD

AD
,

所以V三棱锥P-ABC=
1
3S△ABC·PO

=
1
3

·1
2BC·AD·PA·PD

AD

=
1
6×2×1× 2=

2
3.

法二(等 积 转 换 法):在△PAB 中,由 余 弦 定 理,得 PB2=
PA2+AB2-2PA·AB·cos∠PAB=12+22-2×1×
2cos

 

60°=3.
所以AB2=PA2+PB2,
所以PA⊥PB.
同理可得PA⊥PC,故PA⊥平面PBC.
因为AB=AC=2,∠BAC=60°,
所以△ABC 为正三角形,BC=2.

如图1,取BC 的中点D,连接PD,则PD= PB2-BD2=

3-1= 2.

所以S△PBC=
1
2BC·PD= 2,

所以V三棱锥A-PBC=
1
3S△PBC·PA=

1
3× 2×1=

2
3.

所以V三棱锥P-ABC=V三棱锥A-PBC=
2
3.

法三(割补法):如图2,分别取 AB,

AC 的 中 点 M,N,连 接 PM,PN,

MN,则PA=AM=AN=1,
由∠PAB=∠PAC=∠BAC=60°,得
PM=PN=MN=1,
所以三棱锥P-AMN 是一个棱长为1的

正四面体.

则V三棱锥P-AMN=
1
3

·S△AMN ·h=
1
3 ×

1
2 ×1

2×sin
 

60°×

1- 2
3×

3
2  

2

=
2
12
,

所以V三棱锥P-ABC=4V三棱锥P-AMN=4×
2
12=

2
3.

随堂·对点检测

1.C [依题意,在△ABC中,BC⊥AC,BC=2B'C'=4,AC=A'C'=3,

所以AB= 32+42=5.
故选C.]

2.ABD [选项A:圆柱的侧面展开图是一个矩形,A正确;
选项B:棱台的侧面一定是梯形,而不

是平行四边形,故B正确.
选项C:有两个面互相平行,其余各面

都是四边形的多面体不一定是棱柱,
如图所示,故C错误;
选项D:球体是旋转体的一种类型,D
正确.
故选ABD.]

3.C [如图,在圆柱侧面展开图中,线段AC1 的长度即为所求.

在Rt△AB1C1 中,AB1=π·
2
π=2

(cm),B1C1=2
 

cm,所以AC1=2

2
 

cm.
故选C.]

4.CD [圆柱的侧面积为2πR×2R=4πR2,故 A错误;圆锥的

母线长为 R2+(2R)2= 5R,圆锥的侧面积为πR× 5R=

5πR2,故B错误;球的表面积为4πR2,所以圆柱的侧面积与

球的表面积相等,故C正确;圆柱的体积为πR2×2R=2πR3,

圆锥的体积为
1
3×πR

2×2R=
2π
3R3,球的体积为

4π
3R3,所以

圆柱、圆锥、球的体积之比为2πR3∶
2π
3R3∶

4π
3R3=3∶1∶2,故

D正确.故选CD.]

5.
2
9 

[因 为 在 三 棱 锥 P-ABC 中,线 段 PC 上 的 点 M 满 足

PM=
1
3PC,线 段 PB 上 的 点 N 满 足PN=

2
3PB,所 以

 

S△PMA=
1
3S△PAC,设 N 到平面PAC 的距离为d1,B 到平面

PAC 的距离为d2,则d1=
2
3d2,

则 三 棱 锥
 

P-AMN 的 体 积 V三棱锥P-AMN =V三棱锥N-APM =
1
3S△PAM ·d1=

1
3×

1
3×S△PAC×

2
3d2=

2
9V三棱锥B-PAC.

故三棱锥
 

P-AMN 和三棱锥
 

P-ABC 的体积之比为
2
9.]

*第49课时 与球有关的切、接问题(进阶课)
类型一

考向1 典例1 (1)C (2)
32π
3  

[(1)设球的半径为r,

所以球的体积为
4
3πr

3=36π,所以r=3,

因为 正 方 体 的 顶 点 都 在 球 面 上,正 方 体 的 棱 长 为a,所 以

3a2=(2r)2=36,解得a=23.
故选C.
(2)第1步 补形:若为棱柱或圆柱,则无需补形;若棱锥中有

侧棱垂直于底面,则补形为棱柱.
根据题意及正弦定理可得上、下底面三角形的外接圆的半径

为
3

2sin
 π
3

=1,又AA1=23,

第2步 定外心、定球心:确定上、下底面的外心及外接球球

心,连出直角三角形.
且其外接球的球心为上、下底面三角形外心连线的中点.

第3步 用勾股定理:R2=r2+ h
2  

2
(r为底面外接圆半径,h

为柱体高,R 为外接球半径).
设外接球的半径为R,

则根据勾股定理可得12+(3)2=R2,所以R=2,

所以该三棱柱的外接球的体积为
4
3πR

3=
4
3π×8=

32π
3 .]
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母题探究

 
13
2 

[如 图 所 示,过 球 心 O 作 平 面

ABC 的 垂 线,则 垂 足 为 BC 的 中

点M.

易得BC=5,又 AM=
1
2BC=

5
2
,

OM=
1
2AA1=6,所以球 O 的半径

R=OA= 5
2  

2

+62=
13
2.]

考向2 典例2 (1)A (2)B (3)BD

[(1)设圆锥的高为h,因为圆锥的体积为3π,所以
1
3π×3

2×

h=3π,解得h=1,
设圆锥 的 外 接 球 的 半 径 为 R,可 得 R2=r2+(R-h)2,即

R2=32+(R-1)2,解得R=5,所以外接球的表面积为S=
4πR2=4π×52=100π.故选A.
(2)第1步 将几何体放入长方体中:几何体的顶点作为长方

体的顶点.因为在三棱锥S-ABC 中,SA⊥平面 ABC,AB⊥

BC,SA=AB= 2,BC=2,
第2步 确定长方体的长、宽、高的长度.
所以三棱锥S-ABC 的外接球的直

径2R 即为长、宽、高分别为2,2,2
的长方体的体对角线长,如图所示.
第3步 求长方体的外接球半径.
(2R)2=a2+b2+c2.
所以(2R)2=2+2+4=8,
所以三 棱 锥 的 外 接 球 的 表 面 积 为

4πR2=8π.故选B.
(3)设该正四棱台外接球的球心为O,半径为R,则4πR2=
100π,解得R=5.设上底面正方形ABCD 的中心为M,下底

面正方形EFGH 的中心为 N.如图1,若球心在正四棱台的内

部,连接OA,OE,AM,EN,OM,ON,则 MN 为正四棱台的高,

OA=OE=5,可得AM=
1
2AC=

1
2×

(32)2+(32)2=3,

同理NE=4.由勾股定理得OM= OA2-AM2= 52-32=

4,ON= OE2-NE2= 52-42=3,可得正四棱台的高h=

MN=4+3=7,正 四 棱 台 的 体 积 V=
1
3 ×

(18+32+

18×32)×7=
518
3.如图2,若球心在正四棱台的外部,可得正

四棱台的高h=OM-ON=4-3=1,所以正四棱台的体积V=
1
3×

(18+32+ 18×32)×1=
74
3.故选BD.

]

母题探究

1.8π [将三棱锥S-ABC 放入长方体中,设长方体的长、宽、高
分别为a,b,c,如图所示,

则

a2+b2=5,

a2+c2=7,

b2+c2=4, 
所以a2+b2+c2=8,
因为外接球O 的直径即为长方体的

体对角线,

则球O 的半径为
a2+b2+c2

2 = 2,

所以球O 的表面积为4π×(2)2=8π.]

2.3 [依题意,得该正四棱锥底面对角线的长为32× 2=6,

高为 (32)2- 1
2×6  

2

=3,

因此底面中心到各顶点的距离均等于3,所以该正四棱锥的

外接球 的 球 心 即 为 底 面 正 方 形 的 中 心,其 外 接 球 的 半 径

为3.]
类型二

典例3 (1)D (2)B [(1)圆锥的侧面展开图是一个半径为

3,圆心角为
2π
3

的扇形,

由题意得,扇形的弧长l=3×
2π
3=2π

,

所以该圆锥的底面圆的半径r=
l
2π=1

,

所以该圆锥的高h= 32-r2=22.
设该圆锥内的球的最大半径为R,
圆锥的轴截面如图所示,

所以S△ABC=
1
2×2×22=

1
2×

(3+3+2)×R,所以R=
2
2
,

所以 该 球 的 体 积V 的 最 大 值 是

4
3πR

3=
4
3π

2
2  

3

=
2
3π.

故选D.
(2)作出示意图如图所示.

设正四棱锥内切球球心为O,底面正方形的中心为O',
则O 在PO'上,设内切球半径为r,
取AB 中点E,CD 中点F,则正四

棱锥 P-ABCD 内 切 球 半 径 即 为

△PEF 的内切圆半径,
因为底面边长为3,所以EF=3,

O'F=
1
2EF=

3
2
,

因为高为
33
2
,即PO'=

33
2
,
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则PE=PF=3,

所以OF=OP=PO'-OO'=
33
2 -r,

在Rt△OO'F 中,O'O2+O'F2=OF2,

即r2+ 3
2  

2

= 33
2 -r  

2

,解得r=
3
2
,

所以正 四 棱 锥 P-ABCD 内 切 球 的 体 积 为
4
3πr

3=
3
2π.

故

选B.]
第50课时 空间点、直线、平面之间的位置关系

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)不在一条直线上 两个点 过该点的公共直线

 (2)一条直线 两条相交 两条平行 
知识点3 (1)平行 (2)相等或互补 
链教材·夯基固本

1.D [对于 A,三个不在同一条直线上的点确定一个平面,故

A错误.对于B,直线和直线外一点,确定一个平面,故B错

误.对于C,因为圆的一条直径不能确定一个平面,所以若圆

心和圆上的两点在同一条直径上,则无法确定一个平面,故C
错误.对于D,两条平行直线确定一个平面,梯形有一组对边

平行,另 一 组 对 边 不 平 行,故 梯 形 可 确 定 一 个 平 面,故 D
正确.]

2.D [∵α∥β,∴a 与b无公共点,

∴a 与b可能平行,也可能是异面直线.]

3.(1)AC=BD (2)AC=BD 且AC⊥BD
[(1)要使四边形EFGH 为菱形,应有EF=EH,

∵EF􀰿
1
2AC,EH􀰿

1
2BD,

∴AC=BD.
(2)要使四边形EFGH 为正方形,
应有EF=EH 且EF⊥EH,

∵EF􀰿
1
2AC,EH􀰿

1
2BD,

∴AC=BD 且AC⊥BD.]

4.D [连接BD(图略),由于AA1∥DD1,所以∠DD1B 即为直

线BD1 与直线AA1 所成的角,

不 妨 设 正 方 体 的 棱 长 为 a,则 BD = 2a,BD1 =

D1D2+BD2= 3a,

所以cos∠DD1B=
DD1

D1B
=

a
3a
=
3
3.]

5.C [与直线BC1 成异面直线的有A1B1,AC,AA1,共3条.
故选C.]

考点深研·题型突破

考点一

典例 1 证 明:(1)如 图 所 示,连

接B1D1.
因为EF 是△D1B1C1 的中位线,
所以EF∥B1D1.
在 正 方 体 ABCD-A1B1C1D1 中,

B1D1∥BD,
所以EF∥BD,所 以 EF,BD 确 定

一个平面,
即D,B,E,F 四点共面.

(2)在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,连接A1C,
设A1,C,C1 确定的平面为α,设平面BDEF 为β.
因为Q∈A1C1,所以Q∈α.
又Q∈EF,所以Q∈β,
所以Q 是α与β的公共点,同理,P 是α与β的公共点.
所以α∩β=PQ.
又A1C∩β=R,所以R∈A1C,R∈α,且R∈β.
则R∈PQ,故P,Q,R 三点共线.
(3)因为EF∥BD 且EF<BD,所以DE 与BF 相交,
设交点为 M,则由 M∈DE,DE⊂平面 D1DCC1 得 M∈平

面D1DCC1,
同理,M∈平面B1BCC1.
又平面D1DCC1∩平面B1BCC1=CC1,
所以 M∈CC1.
所以DE,BF,CC1 三线交于一点.

考点二

典例2 (1)ABD (2)CD [(1)对于 A,因为 M∈α,M∈β,α
∩β=l,由基本事实3可知 M∈l,A正确;
对于B,若a⊂α,b⊂β,a∩b=A,则 A∈α,A∈β,因为α∩

β=l,所以A∈l,B正确;
对于C,若l∩α=A,则有l⊄α,A∈l,但A∈α,C错误;
对于D,有三个不共线的点在平面α,β 中,故α,β 重合,D正

确.故选ABD.
(2)因为点A 在平面CDD1C1 外,点 M 在平面CDD1C1 内,
直线CC1 在平面CDD1C1 内,CC1 不过点 M,所以直线AM
与CC1 是异面直线,故 A错误;取 DD1 的中点E,连接 AE
(图略),则BN∥AE,但AE 与AM 相交,所以AM 与BN 不

平行,故B错误;因为点 B1 与 直 线 BN 都 在 平 面BCC1B1

内,点 M 在 平 面BCC1B1 外,BN 不 过 点B1,所 以 BN 与

MB1 是异面直线,故C正确;同理D正确.故选CD.]
考点三

典例3 (1)C (2)C [(1)取OA 的中点E,连接DE,CE,
因为D 为SO 的中点,所以DE∥SA,
则直线 CD 与AS 所 成 的 角 为∠CDE(或 其 补 角),不 妨 设

AB=2,
又圆锥的轴截面SAB 是正三角形,O 为底面圆的圆心,D 为

SO 的中点,点C 在底面圆的圆周上,且△ABC 是等腰直角

三角形,

则 DE =
1
2 ×2=1

,CE = 12+ 1
2  

2

=
5
2
,CD =

12+ 3
2  

2

=
7
2
,

在△CDE 中,由余弦定理的推论,得

cos∠CDE=

7
2  

2

+12- 5
2  

2

2×
7
2×1

=
37
14
,
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即直线CD 与AS 所成角的余弦值为
37
14.

故选C.
(2)法 一:如 图,在 长 方 体 ABCD-
A1B1C1D1 的一侧补上一个相同的长方

体CDEF-C1D1E1F1,连接DE1,B1E1.
易知 AD1∥DE1,则∠B1DE1(或 其

补角)为 异 面 直 线 AD1 与 DB1 所

成角.
因 为 在 长 方 体 ABCD-A1B1C1D1

中,AB=BC=1,AA1= 3,

所以DE1= DE2+EE2
1

= 12+(3)2=2,

DB1= 12+12+(3)2= 5,

B1E1= A1B2
1+A1E2

1= 12+22= 5,
在△B1DE1 中,由余弦定理的推论,

得cos∠B1DE1=
22+(5)2-(5)2

2×2× 5
=
5
5
,

即异面直线AD1 与DB1 所成角的余弦值为
5
5.

法二:如 图,连 接 BD1,交 DB1 于 点 O,
取AB 的中点M,连接 DM,OM.易知O
为 BD1 的 中 点,所 以 AD1∥OM,则

∠MOD(或其补角)为异面直线 AD1 与

DB1 所 成 的 角.因 为 在 长 方 体 ABCD-

A1B1C1D1 中,AB=BC=1,AA1= 3,

所以AD1= AD2+DD2
1=2,

DM= AD2+ 1
2AB  

2

=
5
2
,

DB1= AB2+AD2+BB2
1= 5,

所以OM=
1
2AD1=1,OD=

1
2DB1=

5
2
,在△DMO 中,由

余弦定理的推论,

得cos∠MOD=
12+ 5

2  
2

- 5
2  

2

2×1×
5
2

=
5
5
,

即异面直线AD1 与DB1 所成角的余弦值为
5
5.

故选C.]
多维变迁

1.D [如图所示,连接CD1,AD1,根据长

方体的性质易知BC1∥AD1,
所以∠D1AC(或 其 补 角)为 异 面 直 线

AC 与BC1 所成的角,
不妨设AA1=AD=2AB=2a,

在△D1AC 中,AD1=22a,D1C=AC=

5a,
所以由余弦定理的推论,得

cos∠D1AC=
AD2

1+AC2-CD2
1

2AD1·AC

=
(22a)2+(5a)2-(5a)2

2×22a× 5a
=
10
5
,

所以异面直线AC 与BC1 所成角的余弦值为
10
5 .

故选D.]

2.D [如图,过点 M 作AO 的平行

线 ME 交OC 于 点E,连 接 EN,

ON,MO,
则∠NME(或其补角)为直线 MN
与AO 所成的角,
设球的 半 径 为2,则 AO=OM=
ON=2,
因为 M 为AC︵ 的中点,所以∠MOE=45°,
又 ME∥AO,AO 垂直于底面,所以 ME 垂直于底面,ME⊥
OE,ME⊥EN,

则 ME=OE=
2
2OM= 2,所以EN= OE2+ON2= 6,

所以tan∠NME=
EN
ME= 3.故选D.]

微点突破10

典例4 
7 17
6  [在 正 方 体 ABCD-A1B1C1D1 中,设 直 线

MN 与直线DA,DC 分别交于E,F,
连接 D1E,D1F,分 别 与 AA1,CC1 交 于 点 P,Q,连 接

PM,QN,
则五边形D1PMNQ 是过M、N、D1 的正方体的截面α,

由 M 为AB 中点,N 为BC 中点,
得AM=BM=BN=CN=1,AE=AM=1,CF=CN=1,

所以
AP
DD1

=
AE
ED=

1
3
,即AP=

2
3
,

同理CQ=
2
3
,D1E=D1F= 32+22= 13,EF=3EM=

32,

PE=PM=QN=QF= 12+ 2
3  

2

=
13
3
,

在等腰△D1EF 中,

cos∠D1EF=

1
2EF

D1E
=
32
2 13

,

则sin∠D1EF= 1-cos2∠D1EF

= 1- 32
2 13  

2

=
34

2 13
,

S△D1EF
=
1
2EF·D1E·sin∠D1EF=

1
2×3 2× 13×

34
2 13

=
3 17
2

,
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S△PEM=
1
2EM ·PE ·sin∠D1EF=

1
2 × 2×

13
3 ×

34
2 13

=
17
6
,

所以截 面α 的 面 积S=S△D1EF
-2S△PEM =

3 17
2 -2×

17
6 =

7 17
6 .]

随堂·对点检测

1.C [对于A,由线面垂直的性质得:

垂直于同一个平面的两条直线平行,故A正确;

对于B,由平面的基本性质得:

经过一条直线和这条直线外一点,有且只有一个平面,故B
正确;

对于C,由等角定理得:

如果空间中两个角的两条边分别对应平行,那么这两个角相

等或互补,故C错误;

对于D,如果两个不重合的平面有一个公共点,则两个平面必

交于一条直线,且公共点在该直线上,

所以它们有且只有一条过该点的公共直线,故D正确.
故选C.]

2.A [如图,因为EF⊂平面 ABC,而GH
⊂平面ADC,且EF 和GH 相交于点P,
所以点P 在两平面的交线上,因为AC 是

两平 面 的 交 线,所 以 点 P 必 在 直 线

AC 上.]

3.C [取CD 的中点F,连接EF,BF,BE,
因为E,F 分别是棱PC,CD 的中点,所以

EF∥PD,EF=
1
2PD,

则∠BEF(或其补角)是异面直线PD 与BE 所成的角.
设AB=BC=2,则PD=PA=3AB=6,CF=1,

则EF=
1
2PD=3,BF= BC2+CF2= 4+1= 5,

因为PB=PC=6,BC=2,所以cos∠PCB=
36+4-36
2×2×6 =

1
6
,所以BE= BC2+CE2-2BC·CEcos∠PCB

= 4+9-2×2×3×
1
6

= 11,

则cos∠BEF=
BE2+EF2-BF2

2BE·EF

=
11+9-5
2× 11×3

=
5 11
22 .

故选C.]

4.
6
6 

[如图,过点E 作圆柱的母线交下底面于点F,连接AF,

易知F 为AD︵ 的中点.设正方形 AB-

CD 的边长为2,则 EF=2,AF= 2,

所以AE= 22+(2)2=6.

连接ED,则ED= 6.因为BC∥AD,

所以∠EAD(或 其 补 角)为 异 面 直 线

AE 与 BC 所 成 的 角.在 △EAD 中,

cos∠EAD=
6+4-6
2×2×6

=
6
6
,所以异面直线AE 与BC 所成角

的余弦值为
6
6.]

第51课时 空间直线、平面的平行

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 此平面内 相交

知识点2 相交直线 相交 交线

链教材·夯基固本

1.A [因为F,G 分别为BC,CD 的中点,所以FG∥BD,因为

EH∥平面CBD,平面 ABD∩平面 BCD=BD,EH⊂平 面

ABD,所以 EH∥BD,由 平 行 的 传 递 性 可 知 EH∥FG.故

选A.]

2.D [对于A,平面α内有无穷多条直线都与平面β平行,并不

能保证平面α 内有两条相交直线与平面β 平行,这无穷多条

直线可以是一组平行线,故 A错误;对于B,直线a∥α,a∥β,
且直线a 不在α内,也不在β内,当直线a 平行于平面α与平

面β的相交直线时满足上述条件,但平面α与平面β不平行,

故B错误;对于C,直线a⊂α,直线b⊂β,且a∥β,b∥α,当直

线a∥b 时,不能保证平面α 与平面β 平行,故C错误;对于

D,α内的任何一条直线都与β 平行,则α 内至少有两条相交

直线与平面β平行,所以平面α与平面β平行,故D正确.]

3.
27
4 

[因为α∥β,平面PBD∩α=AC,

平面PBD∩β=BD,
由平面与平面平行的性质定理,得AC∥BD,

所以
PA
PB=

PC
PD
,即4
9=

3
PD
,故PD=

27
4.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 B [对于A,在如图1所示三棱柱中,右侧面为γ,前面

的平面为α,后 面 的 侧 面 为β,满 足α∩γ=m,β∩γ=n,
且m∥n,但α,β相交,A错误;对于B,如图2,m,n 相交且都

在α,β外,设 m,n 确定的平面为γ,即 m,n⊂γ.因为 m∥α,

n∥α,故可得γ∥α,同理γ∥β,故α∥β,B正确;对于C,若 m∥
n,n⊂α,则 m⊂α 或m∥α,C错误;对于 D,若 m∥α,n∥α,
则m,n 可能平行或相交或异面,D错误.

]
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考点二

考向1 典例2 证明:法一(应用线面平行的判定定理):
第1步 平移连线:找特殊点并连线,长度一致构造平行四边

形,一长一短构造三角形.
设PA 的中点为F,连接EF,FB(图略).

∵E,F 分别为PD,PA 的中点,∴EF∥AD,且EF=
1
2AD.

又∵BC∥AD,BC=
1
2AD,∴EF∥BC,且EF=BC,∴四边

形BCEF 为平行四边形,
第2步 证明线线平行.
∴CE∥BF.
第3步 证明线面平行:根据线面平行的判定定理,推出线面

平行.
又∵BF⊂平面PAB,CE⊄平面PAB,

∴CE∥平面PAB.
法二(应用面面平行的性质):第1步

 

平移平面:将平面平移

到包含直线的平面中找平行线,构造新的平面.
 

取AD 的中点G,连接GE,GC(图略).
由题意知AG=BC 且AG∥BC,

∴四边形ABCG 为平行四边形,
第2步 证明面面平行.
GC∥AB,

AB⊂平面PAB,

GC⊄平面PAB  ⇒GC∥平面PAB.

GE∥PA,

PA⊂平面PAB,

GE⊄平面PAB  ⇒GE∥平面PAB.

又∵GC∩GE=G,且GC⊂平面EGC,GE⊂平面EGC,

∴平面EGC∥平面PAB.
第3步 证明线面平行.
∵EC⊂平面EGC,

∴EC∥平面PAB.
考向2 典例3 证明:如图所示,连接 AC 交BD 于点O,连

接OM.
因 为 四 边 形 ABCD 是 平 行 四

边形,
所以O 是AC的中点.
又 M 是 PC 的 中 点,所 以 PA
∥OM.
又 OM ⊂ 平 面 BMD,PA ⊄ 平

面BMD,
所以PA∥平面BMD.
因为PA⊂平面PAHG,
平面PAHG∩平面BMD=GH,
所以PA∥GH.

多维变迁

 证明:(1)取PD 的中点E,连接AE,NE,如图所示.

因为 NE∥DC,且 NE=
1
2DC,

AM∥DC,且AM=
1
2DC,

所以 NE∥AM,且 NE=AM,
所 以 四 边 形 MNEA 是 平 行 四

边形,

所以 MN∥AE,
又AE⊂平面PAD,MN⊄平面PAD,
所以 MN∥平面PAD.
(2)因为BC∥AD,BC⊄平面PAD,AD⊂平面PAD,
所以BC∥平面PAD,又因为平面PBC∩平面PAD=l,
所以l∥BC.

考点三

典例4 证明:(1)∵E,F 分别为B1C1,A1B1 的中点,

∴EF∥A1C1.
∵A1C1⊂平面A1C1G,EF⊄平面A1C1G,

∴EF∥平面A1C1G.
又F,G 分别为A1B1,AB 的中点,

∴A1F=BG,
又A1F∥BG,

∴四边形A1GBF 为平行四边形,

∴BF∥A1G.
∵A1G⊂平面A1C1G,BF⊄平面A1C1G,

∴BF∥平面A1C1G,
又EF∩BF=F,EF,BF⊂平面BEF,

∴平面A1C1G∥平面BEF.
(2)∵ 平 面 ABC∥平 面 A1B1C1,平 面 A1C1G ∩ 平 面

A1B1C1=A1C1,
平面A1C1G 与平面ABC 有公 共 点G,经 过 点 G 的 直 线 交

BC 于点H,则A1C1∥GH,得GH∥AC,

∵G 为AB 的中点,

∴H 为BC 的中点.
多维变迁

 证明:∵圆台可以看做是由平行于圆锥底面的平面去截圆锥

而得到,

∴圆台的 母 线 也 就 是 生 成 这 个 圆 台 的 圆 锥 相 应 母 线 的 一

部分.
∴母线AA1 与母线BB1 的延长线必交于一点,

∴A,A1,B,B1 四点共面.
∵圆 O1∥圆 O,且 平 面 ABB1A1∩ 圆 O1=A1B1,平 面

ABB1A1∩圆O=AB.
∴A1B1∥AB.

考点四

典例5 解:(1)证明:∵四边形ABCD 是平行四边形,M,N,Q
分别为BC,PA,PB 的中点,∴NQ∥AB∥CD,MQ∥PC,
又NQ⊄平面PCD,CD⊂平面PCD,MQ⊄平面PCD,PC⊂
平面PCD,

∴NQ∥平面PCD,MQ∥平面PCD,
又∵NQ∩MQ=Q,且NQ,MQ⊂平面MNQ,

∴平面 MNQ∥平面PCD.

(2)在线段PD 上存在点E,使得 MN∥平面 ACE,且
PE
PD=

1
2.理由如下:

如图,取 PD 的 中 点E,连 接 NE,

CE,AC,AE,

∵N,E 分别是AP,PD 的中点,

∴NE∥AD,NE=
1
2AD,

易知 BC∥AD,BC=AD,又 M 为

BC 的中点,
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∴MC∥AD,MC=
1
2AD,

∴NE∥MC,NE=MC,

∴四边形 MCEN 是平行四边形,

∴MN∥CE,
又∵MN⊄平面ACE,CE⊂平面ACE,

∴MN∥平面ACE,

故在线 段 PD 上 存 在 点E,使 得 MN∥平 面 ACE,且
PE
PD

=
1
2.

随堂·对点检测

1.C [若m∥α,m∥β,则α 与β 可能平行也可能相交,所以 A
选项错误;
若m∥n,m∥α,n∥β,则α 与β 可能平行也可能相交,所以B
选项错误;
若m∥n,m⊥α,n⊥β,则α∥β,所以C选项正确;
如图,因 为 AB∥平 面 A1B1C1D1,

A1D1∥平 面 BCC1B1,且 AB 与

A1D1 是异面直线,
但平面A1B1C1D1 与平面BCC1B1

不平行,所以D选项错误.
故选C.]

2.A [如图,把这三条线段放在正方

体内,

可得AC∥EF,AC⊄平面EFG,

EF⊂平面EFG,
故AC∥平面EFG.
故选A.]

3.D [因为平面α∥平面ABC,所以AB∥平面α,又平面α∩平

面PAB=A'B',AB⊂平面PAB,所以A'B'∥AB,同理可得

AC∥A'C',BC∥B'C',
所以∠ABC=∠A'B'C',∠BCA=∠B'C'A',
所以

 

△ABC∽△A'B'C'.
因为PA'∶AA'=2∶3,所以PA'∶PA=2∶5,
所以A'B'∶AB=2∶5,

所以
S△A'B'C'

S△ABC
= A'B'AB 

2

= 25 
2

=
4
25.

故选D.]

4.
1
2 

[连接BD,与AC 交于点O,连接 DF 交CE 于点G,连

接OG.
由于直线BF∥平面AEC,

BF⊂平面BDF,
平面BDF∩平面AEC=OG,
则BF∥OG,

由于O 是BD 的中点,所以
OB
OD=

GF
GD=1

,

过F 作FH∥CE,交PD 于点H,

则
ED
EH=

GD
GF=1

,

由于
PE
ED=

3
2
,所以

PH
HE=

1
2
,

所以
PF
FC=

PH
HE=

1
2.]

第52课时 空间直线、平面的垂直

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)任意 (2)相交 l⊥a l⊥b
a∩b=O a,b⊂α 平行 a⊥α b⊥α
(3)平面上的射影 0°≤θ≤90°

知识点2 (1)两个半平面 垂直于棱

(2)0°≤α≤180°
知识点3 (1)直二面角 (2)垂线 交线

链教材·夯基固本

1.C [由题意可知 AD⊥BD,AD⊥CD,BD∩CD=D,BD,

CD⊂平面α,所以AD⊥平面α,
所以折痕AD 所在直线与桌面α所成的角等于90°.故选C.]

2.(1)外 (2)垂 [(1)易证△POA≌△POB≌△POC,
故OA=OB=OC,O 是△ABC 的外心.
(2)易知PA⊥平面PBC,从而PA⊥BC.
而PO⊥平面ABC,所以PO⊥BC,
从而BC⊥平面PAO,所以BC⊥AO.
同理AC⊥BO,
所以O 为△ABC 的垂心.]

3.
5
6 

[如 图 所 示,取 AB 的 中 点O,连 接

VO,CO,
因为VA=VB=AB=AC=BC=2,
所以VO⊥AB,CO⊥AB,
所 以 ∠VOC 是 二 面 角 V-AB-C 的 平

面角.

又VO=CO= 3,VC=1,
在△VOC 中,由余弦定理的推论,得

cos∠VOC=
VO2+CO2-VC2

2VO·CO =
5
6.]

4.D [α⊥γ,β⊥γ⇒α与β相交或平行,故A不正确;
因为α∩β=a,b⊥a,b⊂β,
所以β可以绕交线a 任意旋转,所以不能得到α⊥β,故B不

正确;

a∥β,a∥α⇒α与β相交或平行,故C不正确;

a⊥β,a∥α,过直线a 作平面与平面α交于直线b,所以a∥b,
又a⊥β,所以b⊥β,
又b⊂α,所以α⊥β,故D正确.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 C [对于A,若 m∥α,n⊂α,则 m∥n 或m,n 异面,故

A错误;
对于B,若m⊥α,m⊥β,则α∥β,故B错误;
对于C,若m∥α,m⊥β,则α⊥β,故C正确;
对于D,若m⊂α,α⊥β,则m∥β或m 与β相交或m⊂β,故D
错误.
故选C.]
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多维变迁

 AC [根据平面与平面垂直的性质知A正确;B中,m 还可能

在α内或m∥α或m 与α 斜交,不正确;C中,α⊥β,m⊥β,m
⊄α时,只能有m∥α,正确;D中,若m⊥n,m⊥α,n∥β,则α∥

β或α与β相交,故D错误.故选AC.]
考点二

典例2 证明:(1)在四棱锥P-ABCD 中,

∵PA⊥底面ABCD,CD⊂底面ABCD,

∴PA⊥CD,又∵AC⊥CD,且PA∩AC=A,PA,AC⊂平面

PAC,∴CD⊥平面PAC.
又AE⊂平面PAC,∴CD⊥AE.
(2)由PA=AB=BC,∠ABC=60°,可得AC=PA.
∵E 是PC 的中点,∴AE⊥PC.
由(1)知AE⊥CD,且PC∩CD=C,PC,CD⊂平面PCD,

∴AE⊥平面PCD.
又PD⊂平面PCD,∴AE⊥PD.
∵PA⊥底面ABCD,AB⊂底面ABCD,

∴PA⊥AB.
又∵AB⊥AD,且PA∩AD=A,PA,AD⊂平面PAD,

∴AB⊥平面PAD.
又PD⊂平面PAD,∴AB⊥PD.
又∵AB∩AE=A,AB,AE⊂平面ABE,

∴PD⊥平面ABE.

考点三

典例3 (1)证明:连接CD,

由于AC=
1
2AA1=1,BC= 2,D 是

棱AA1 的中点,则CD=C1D=2,

因为 CD2+C1D2=4=CC2
1,所 以

C1D⊥CD,
又由 C1D⊥BD,且 CD∩BD=D,

CD,BD ⊂ 平 面 BCD,则 C1D ⊥ 平

面BCD,
而BC⊂平面BCD,所以C1D⊥BC.
(2)证明:由(1)知,BC⊥C1D,
因为CC1⊥平面ABC,BC⊂平面ABC,则CC1⊥BC,
因为CC1∩C1D=C1,CC1⊂平 面 ACC1A1 且C1D⊂平 面

ACC1A1,则BC⊥平面ACC1A1,又由BC⊂平面BCC1B1,
由面面垂直判定定理,必有平面BCC1B1⊥平面ACC1A1.
(3)解:根据题意,由(2)知,BC⊥平面ACC1A1,
由于AC⊂平面ACC1A1,

则BC⊥AC,故AB= 12+(2)2= 3,

过点C 作CH⊥AB,交AB 于点H,
如图,

又由
1
2×1× 2=

1
2× 3×CH,

解得CH=
6
3.

因为AA1⊥平面 ABC,而CH⊂平面

ABC,则AA1⊥CH,
因为AA1∩AB=A,而AA1,AB⊂平

面ABB1A1,则CH⊥平面ABB1A1,

则CH 为四棱锥C-ABB1A1 的高,

故V四棱锥C-ABB1A1
=
1
3×S四边形ABB1A1

×CH =
1
3 ×2× 3×

6
3=

22
3 .

考点四

典例4 (1)证明:连接BD,设AC 交BD 于点O,连接SO,由
题意知SO⊥AC,
在正方形ABCD 中,AC⊥BD,又SO∩BD=O,
因为SO,BD⊂平面SBD,
所以AC⊥平面SBD,因为SD⊂平面SBD,
所以AC⊥SD.
(2)解:连接OP,若SD⊥平面PAC,
则SD⊥OP,
设正方形ABCD 的边长为a,

则SD= 2a,OD=
2
2a,

则OD2=PD·SD,

可得PD=
OD2

SD =
2
4a,

故可在SP 上取一点N,使PN=
PD,
过 N 作PC 的平行线与SC 的交

点即为E,连接BN,BE.
在△BDN 中知BN∥PO,
又 NE∥PC,BN⊄平面 APC,PO⊂平 面 APC,NE⊄平 面

APC,PC⊂平 面 APC,可 知 BN∥平 面 PAC,NE∥平 面

PAC,BN∩NE=N,BN,NE⊂平面BEN,故平面BEN∥
平面PAC,
得BE∥平面PAC,
由于SN∶NP=2∶1,
故SE∶EC=2∶1.

教材拓展10
典例5 ACD [由 三 余 弦 定 理,得cos∠BCD=cos∠ACD·

cos∠ACB=cos
 

45°·cos
 

45°=
1
2
,所以∠BCD=60°.由DC=

2BC,得BC⊥DB.又EF∥BC,所以EF⊥DB,故 A正确,B
错误.
如图,过点B 作BH⊥AC 于点 H,

HK⊥DC 于点K,连接BK.
因为平面ADFC⊥

 

平面ABC,平面

ADFC ∩ 平 面 ABC =AC,所 以

BH⊥平面ADFC.易得BK⊥DC.

设BC=1,则BK=
3
2
,BH=

2
2.

所以sin∠BKH=
BH
BK=

2
3
=
6
3
,故C正确.

因为AC∥DF,所以DF 与平面DBC 所成角,即为AC 与平

面DBC 所成角,设为θ.

由三 正 弦 定 理,得sin
 

θ=sin∠ACD·sin∠BKH=
2
2 ×

6
3=

3
3
,故D正确.故选ACD.]

随堂·对点检测

1.B [若m∥α,n⊥m,则n⊂α或n∥α或直线n 和平面α相交,
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则“n⊥m”不是“n⊥α”的充分条件;
若m∥α,n⊥α,则n⊥m,则“n⊥m”是“n⊥α”的必要条件,
所以“n⊥m”是“n⊥α”的必要不充分条件.
故选B.]

2.D [若α⊥β,α∩β=m,l⊥m,则l⊂β或l∥β或l与β相交,

A错误;
若α∩β=m,l⊂α,l⊥m,则l 与β 相 交 但 不 一 定 垂 直,B
错误;
若α⊥β,l⊂α,则l⊂β或l∥β或l与β相交,C错误;
若α⊥β,α∩β=m,l⊂α,l⊥m,则l⊥β,由面面垂直的性质定

理可知D正确.
故选D.]

3.B [因为AB 是圆柱上底面的一条直径,所以 AC⊥BC,又
AD 垂直圆柱的底面,所以AD⊥BC,
因为AC∩AD=A,AC,AD⊂平面ACD,
所以BC⊥平面ACD,因为BC⊂平面BCD,
所以平面BCD⊥平面ACD.故选B.]

4.BD [选项A,由题意知,BC1 和CC1 是两条不同的直线,
由正方体的性质知,CC1⊥平面A1B1C1D1,
若BC1⊥平面A1B1C1D1,则这与过一点有且只有一条直线

与已知平面垂直相矛盾,故选项A错误;
选项B,由正方体的性质知,AB∥C1D1,AB=C1D1,
所以四边形ABC1D1 是平行四边形,
所以BC1∥AD1,
而AD1⊂平面ACD1,BC1⊄平面ACD1,
所以BC1∥平面ACD1,故选项B正确;
选项C,连接BD,因为正方形A1B1C1D1,
所以A1C1⊥B1D1,
由正方体的性质知,BB1⊥平面A1B1C1D1,
因为A1C1⊂平面A1B1C1D1,
所以BB1⊥A1C1,
又B1D1∩BB1=B1,
所以A1C1⊥平面BDD1B1,
而 A1C1⊂ 平 面 A1C1B,所 以 平 面

A1C1B⊥平面BDD1B1,
若平 面 A1C1B⊥平 面 B1D1C,则 这

与过同一条直线有且只有一个平面与

已知平面垂直相矛盾,故选项C错误;
选项 D,因 为 正 方 形 BCC1B1,所 以

BC1⊥B1C,
由正方体的性质知,CD⊥平面BCC1B1,
因为BC1⊂平面BCC1B1,所以CD⊥BC1,
又B1C∩CD=C,B1C,CD⊂平 面 B1CD,所 以 BC1⊥平

面B1CD,
而BC1⊂平面A1C1B,所以平面A1C1B⊥平面B1CD,故选

项D正确.
故选BD.]

5.
4
3 

[连接AC,BD 相交于点H,则 H 为正方形ABCD 的中

心,
故PH⊥底面ABCD,
取CD 的中点Q,连接 HQ,PQ,
则 HQ⊥CD,PQ⊥CD,HQ=
1
2AD=1,

故∠PQH 为二面角P-CD-A 的平面角,

所以∠PQH=
π
4
,故PH=HQ=1,

所以该四棱锥的体积为
1
3×AB2·PH=

4
3.]

第53课时 空间向量的运算及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 大小 方向 相同 相等 相反 相等 平行 重

合 平行于同一个平面的向量

知识点2 (1)a=λb (2)存在唯一的有序实数对(x,y),使

p=xa+yb
知识点3 (1)|a||b|cos<a,b>

链教材·夯基固本

1.
1
4OA→+14OB→+14OC→ [OP→=OA→+AP→=OA→+34AN→

=OA→+34(ON→-OA→)

=OA→+34ON→-34OA→

=
1
4OA→+34

1
3OB→+13OC→  

=
1
4OA→+14OB→+14OC→.]

2.
10
3 

[因为a⊥b,

所以a·b=-8-2+3x=0,解得x=
10
3.]

3.12 [因为|PA→+AB→+BC→|2=PA→2+AB→2+BC→2+2PA→·

AB→+2PA→·BC→+2AB→·BC→

=|PA→|2+|AB→|2+|BC→|2+2|AB→|·|BC→|cos<AB→,BC→>=

62+62+62+2×6×6×
1
2=144

,

所以|PA→+AB→+BC→|=12.]

4.10 85 [AA'→·AB→=|AA'→|·|AB→|·cos
 

60°

=5×4×
1
2=10.

因为AC'→=AC→+CC'→=AB→+AD→+AA'→,

所以|AC'→|2=(AB→+AD→+AA'→)2=|AB→|2+|AD→|2+

|AA'→|2+2(AB→·AD→+AB→·AA'→+AD→·AA'→)

=16+9+25+2× 0+4×5×12+3×5×12 =85,
所以|AC'→|= 85,

即AC'的长为 85.]

5.C [∵n1 ≠λn2,且n1·n2=-23≠0,∴α,β 相 交 但 不

垂直.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABD (2)A [(1)对于选项 A,对于空间四个点

P,A,B,C,PC→=14PA→+34PB→,

由共线向量定理可知A,B,C 三点共线,故选项A正确;
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对于选项B,b+c与b-c不共线,且a 不能用b+c和b-c
表示,即b+c,b-c,a 不共面,故选项B正确;

对于选项C,由A,B,C 三点不共线,对空间任意一点O,若

OP→=34OA→+18OB→+18OC→,

因为
3
4+

1
8+

1
8=1

,由空间向量基本定理的推论可得 P,

A,B,C 四点共面,故选项C错误;

对于选项D,若 P,A,B,C 为空间四点,且有 PA→=λPB→+

μPC
→(PB→,PC→ 不共线),

当λ+μ=1时,即μ=1-λ,可得PA→-PC→=λ(PB→-PC→),即

CA→=λCB→,
由共线向量定理可得A,B,C 三点共线,反之也成立,即λ+

μ=1是A,B,C 三点共线的充要条件,故选项D正确.
故选ABD.

(2)因为EC=2PE,所以PE→=13PC→,

所以DE→=AE→-AD→=AP→+PE→-AD→
 

=AP→+13PC→-AD→

=AP→+13(AC
→-AP→)-AD→

=
2
3AP→+13AC→-AD→

=
2
3AP→+13AC→-(AC→+CD→)

=
2
3AP→-23AC→-CD→

  

=
2
3AP→-23AC→+AB→,

又DE→=xAB→+yAC→+zAP→,

所以

x=1,

y=-
2
3
,

z=
2
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

则x+y+z=1.故选A.]

多维变迁

1.A [由点A(2,3,5),B(1,1,2),C(0,a,b),

得AB→=(-1,-2,-3),BC→=(-1,a-1,b-2),

由于A,B,C 三点共线,所以AB→∥BC→,
所以a-1=-2,b-2=-3,解得a=-1,b=-1,故a+
b=-2.
故选A.]

2.D [因为e1+e2,e2-e3,3e1+te3 共面,
所以存在有序数对(x,y)使得e1+e2=x(e2-e3)+y(3e1+
te3)=3ye1+xe2+(yt-x)e3,

所以

1=3y,

1=x,

yt-x=0, 解得

x=1,

y=
1
3
,

t=3.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 故选D.]

考点二

典例2 解:设AB→=a,AC→=b,AD→=c.
(1)由 题 意 得,|a|=|b|=|c|=1,<a,b>=<b,c>=<c,

a>=60°.

EF→=12BD→=12c-
1
2a
,BA→=-a,

所以EF→·BA→= 1
2c-

1
2a  

 

·(-a)

=-
1
2a

·c+
1
2a

2=-
1
2× 1×1×

1
2  +12×1=14.

(2)证 明:EG→=AG→ - 12AB→ = 12 (AC
→ +AD→ -AB→)=

1
2
(b+c-a),

所以 EG→ · AB→ =
1
2
(a ·b +a ·c-a2)=

1
2 ×

1×1×
1
2+1×1×

1
2-1  =0.故EG→⊥AB→.

母题探究

1.解:由本例(2)知,EG→=-12a+
1
2b+

1
2c
,

|EG→|2=14a2+
1
4b2+

1
4c2-

1
2a·b+

1
2b·c-

1
2c·

a=
1
4+

1
4+

1
4-

1
2× 1×1×

1
2  +12× 1×1×

1
2  -

1
2× 1×1×

1
2  =12,即|EG→|= 22.

2.解:AG→=12b+
1
2c
,CE→=CA→+AE→=-b+12a,所以AG→·

CE→= 1
2b+

1
2c  · -b+

1
2a  =-12b2+14a·b-

1
2b

·

c+
1
4a

·c=-
1
2
,又|AG→|= 32,|CE

→|= 32,

所以cos<AG→,CE→>= AG→·CE→

|AG→||CE→|
=-

2
3.

多维变迁

 ABD [设b=(x,y,z),因 为a=(1,2,3),所 以a+2b=
(-3,0,5)=(1,2,3)+2(x,y,z)=(1+2x,2+2y,3+2z),
即1+2x=-3,2+2y=0,3+2z=5,解得b=(-2,-1,1),

则|b|= 4+1+1= 6,A正确;

因为a∥c,所以a=λc,即
1=2λ,

2=4λ,

3=mλ, 解得
λ=

1
2
,

m=6. B正确;

因为2b+c=(-2,2,8),a·(2b+c)=-2×1+2×2+8×
3=26≠0,所以C错误;

cos<b,c>=
b·c

|b|·|c|=
-2

6· 56
=-

21
42

,D正确.

故选ABD.]
考点三

典例3 BD [法一:对 于 A,在 正 三 棱 柱 ABC-A1B1C1 中,

AA1⊥平面ABC,
又AD⊂平面 ABC,则 AA1⊥AD,

则A1A
→·AD→=0,

因为△ABC 是 正 三 角 形,D 为BC

的中点,所以 AD⊥BC,所以 DC→·

AD→=0.
又A1C
→=A1A

→+AD→+DC→,
所以A1C

→·AD→=(A1A
→+AD→+DC→)·AD→=A1A

→·AD→+
AD→2+DC→·AD→=AD→2≠0,
则AD⊥A1C 不成立,故A错误;
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对 于 B,因 为 在 正 三 棱 柱 ABC-A1B1C1 中,AA1 ⊥ 平

面ABC,
又BC⊂平面ABC,则AA1⊥BC,
因为△ABC 是正三角形,D 为BC 中点,则AD⊥BC,
又 AA1 ∩AD =A,AA1,AD ⊂ 平 面 AA1D,BC ⊄ 平

面AA1D,
所以 BC⊥平 面 AA1D,又 BC∥B1C1,所 以 B1C1⊥平 面

AA1D,故B正确;
对于C,因为在正三棱柱ABC-A1B1C1 中,A1B1∥AB,
假设AD∥A1B1,则AD∥AB,这与AD∩AB=A 矛盾,
所以AD∥A1B1 不成立,故C错误;
对于D,因为在正三棱柱ABC-A1B1C1 中,CC1∥AA1,
又AA1⊂平面 AA1D,CC1⊄平面 AA1D,所 以CC1∥平 面

AA1D,故D正确.
故选BD.
法二:如图,建立空间直角坐标系,设该正三棱柱的底边为2,
高为h,h>0,

则D(0,0,0),A(3,0,0),A1(3,

0,h),C(0,-1,0),C1(0,-1,h),

B(0,1,0),B1(0,1,h),

对于A,AD→=(- 3,0,0),A1C
→=

(- 3,-1,-h),

则AD→·A1C
→=(- 3)×(- 3)+

0=3≠0,
则AD⊥A1C 不成立,故A错误;

对于B,D,B1C1
→=(0,-2,0),CC1

→=(0,0,h),AA1
→=(0,0,

h),AD→=(- 3,0,0),
设平面AA1D 的法向量为n=(x,y,z),

则
AA1
→·n=hz=0,

AD→·n=- 3x=0, 得x=z=0,令y=1,则n=(0,1,

0)为平面AA1D 的一个法向量,

所以B1C1
→=(0,-2,0)=-2n,CC1

→·n=0,
则B1C1⊥平面AA1D,CC1∥平面AA1D,故BD正确;

对于C,AD→=(- 3,0,0),A1B1
→=(- 3,1,0),

则
- 3
- 3

≠
0
1
,显然AD∥A1B1 不成立,故C错误.故选BD.]

随堂·对点检测

1.BD [∵a=(-2,1,2),∴|a|= 4+1+4=3,A错误;

若a⊥b,则a·b=-2-
1
2+2m=0

,解得m=
5
4
,B正确;

若a∥b,则
-2
1 =

1

-
1
2

=
2
m
,解得m=-1,C错误;

若m=1,则cos<a,b>=
a·b
|a||b|=

-2-
1
2+2

3×
3
2

=-
1
9
,D

正确.
故选BD.]

2.A [由题意得,ON→=12(OB
→+OC→),OM→=23OA→.

若G 与M,N 共线,则存在实数λ,使得OG→=λON→+(1-λ)·

OM→=λ
2
(OB→+OC→)+2

(1-λ)
3 OA→.

又OG→=13OA→+x
4OB→+x

4OC→,

所以

2(1-λ)
3 =

1
3
,

λ
2=

x
4
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

λ=
1
2
,

x=1. 故选A.]

3.证明:以B 为坐标原点,BA,BC,BB1 所在直线分别为x 轴、

y 轴、z 轴建立如图所示的空间直角坐标系,则 B(0,0,0),

D(0,2,2),B1(0,0,4),E(0,0,3),F(0,1,4).

设BA=a,则A(a,0,0),G a
2
,1,

4 ,A1(a,0,4).

(1)因为BA→=(a,0,0),BD→=(0,

2,2),B1D
→=(0,2,-2),所以B1D

→

·BA→=0,B1D
→·BD→=0.所 以

B1D
→⊥BA→,B1D

→⊥BD→,即 B1D⊥
BA,B1D⊥BD.又BA∩BD=B,

BA,BD⊂平面 ABD,B1D⊄平面

ABD,所以B1D⊥平面ABD.
因为B1D⊂平面A1B1D,所以平面A1B1D⊥平面ABD.

(2)因为EG→= a
2
,1,1  ,EF→=(0,1,1),B1D

→=(0,2,-2),

所以B1D
→·EG→=0,B1D

→·EF→=0.
所以B1D⊥EG,B1D⊥EF.
因为EG∩EF=E,EG,EF⊂平面EGF,B1D⊄平面EGF,
所以B1D⊥平面EGF.
由(1)知,B1D⊥平面ABD,所以平面EGF∥平面ABD.

第54课时 向量法求空间角(一)
理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.A [如 图,建 立 空 间 直 角 坐 标 系.设

BC=CA=CC1=1,则 A(1,0,1),

B(0,1,1),D1
1
2
,1
2
,0  ,F1 12,0,

0 ,所以BD1
→= 1

2
,-
1
2
,-1  ,

AF1
→= -

1
2
,0,-1  ,

所以|cos
 

<BD1
→,AF1

→>|=|BD1
→·AF1

→|
|BD1
→||AF1

→|

=

3
4

1
4+

1
4+1×

1
4+1

=
30
10 .故选A.]

2.A [设直线l与平面α所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<m,n>|=
1
2
,所以直线l与平面α所成的角为

30°.故选A.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A (2)D [(1)设圆台经过点A'的母线为A'B,

∵O'A'⊥OA,∴OA⊥OB,以O 为原点,OA,OB,OO'所在直

线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系,如图所示.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

18



则O(0,0,0),A(2,0,0),A'(0,1,1),O'(0,0,1),可得AA'→=
(-2,1,1),|AA'→|= 4+1+1= 6,

∵OO'→=(0,0,1),

∴cos<AA'→,OO'→>= AA'→·OO'→

|AA'→||OO'→|
=
0+0+1
6×1

=
6
6
,即 直 线

AA'与OO'所成角的余弦值为
6
6.

故选A.
(2)法一:连接BD,AF 交于点O,连接OC,
易知 OC,OD,OA 两 两 垂 直,
如 图,建 立 空 间 直 角 坐 标 系

Oxyz,

则B(0,- 2,0),C(2,0,0),

A(0,0,2),D(0,2,0),F(0,

0,- 2),

所以 N 2
2
,0,
2
2  ,M 0,22,

2
2 ,
BN→= 2

2
,2,

2
2  ,FM→= 0,22,

32
2  ,

所以|cos<BN→,FM→>|=|BN→·FM→|
|BN→||FM→|

=

5
2

3× 5
=
15
6
,

即直线BN 和FM 所成角的余弦值为
15
6 .

法二:由题意,可得BN→=AN→-AB→=12AC→-AB→,

FM→=FD→+DM→=BA→+DM→=-12AD→-AB→,

连接BD(图略),由正八面体 ABCDEF 的棱长都是2,且各

个面都是等边三角形,易知四边形BCDE 为正方形,

在△ABD 中,由 AB=AD=2,BD=2 2,可 得 AB2+
AD2=BD2,所以AB⊥AD,

所 以 FM→ ·BN→ = -
1
2AD→-AB→  · 1

2AC→-AB→  =
-
1
4AD→·AC→+12AD→·AB→-12AB→·AC→+AB→2=-

1
4×

2×2×
1
2+0-

1
2×2×2×

1
2+2

2=-
1
2-1+4=

5
2
,

|BN→|= 1
2AC→-AB→  

2

=
1
4AC→2-AC→·AB→+AB→2

=
1
4×2

2-2×2×
1
2+2

2= 3,

|FM→|= -
1
2AD→-AB→  

2

=
1
4AD→2+AD→·AB→+AB→2=

1
4×2

2+0+22= 5,

所以|cos<FM→,BN→>|=|FM→·BN→|
|FM→||BN→|

=

5
2

5× 3
=
15
6
,

即直线BN 和FM 所成角的余弦值为
15
6 .]

多维变迁

1.B [如图,以B 为原点,BA,BC,BB1 所在直线分别为x 轴、

y 轴、z 轴建立空间直角坐标系,

则B(0,0,0),A(2,0,0),C(0,2 2,

0).
设A1(2,0,z),z>0,

则BA→=(2,0,0),CA1
→=(2,-2 2,

z),

所以|cos
 

<BA→,CA1
→>|= 4

2 12+z2

=cos
 

60°=
1
2
,

解得z=2,故AA1=2.故选B.]

2.A [取 BC 的 中 点F,连 接 AF,则 由 题 意 可 得 AF⊥BC,

AF⊥AD,且BF=1,AF= 3,
以A 为坐标原点,AF,AD,AA1 所在直线分别为x 轴、y 轴、

z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则A(0,0,0),B(3,-1,0),

B1 32,- 12,1 ,C(3,1,
0),∴BB1

→= - 3
2
,1
2
,1 ,

AC→=(3,1,0),

∴|cos<BB1
→,AC→>|=|BB1

→·AC→|
|BB1
→||AC→|

=
1
2×2

=
2
4
,

∴直线AC 与直线BB1 所成角的余弦值为
2
4.

故选A.]
考点二

典例2 解:(1)证明:由 AE⊥CE,AE⊥DE,CE∩DE=E,

DE,CE⊂平 面 DCE,可 得 AE⊥平 面 DCE,又CD⊂平 面

DCE,所以AE⊥CD,
又AD⊥CD,AD∩AE=A,且 AD,AE⊂平面 ABD,故有

CD⊥平面ABD,
因为AB⊂平面ABD,所以CD⊥AB.
(2)由(1)知BD,CD,AE 两两垂直.以 D 为坐标原点,BD,

CD 所在直线分别为x 轴、y 轴,过点D 且平行于AE 的直线

为z 轴,建立空间直角坐标系,如图.
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可得B(3,0,0),C(0,2 3,0),D(0,0,0),A(2,0,2),则

AD→=(-2,0,- 2),AB→=(1,0,- 2),BC→=(-3,23,0).
设平面ABC 的法向量为n=(x,y,z),

由
AB→·n=x- 2z=0,

BC→·n=-3x+23y=0, 
得x= 2z,2y= 3x,取x=2,所以n=(2,3,2)为平面

ABC 的一个法向量,
设直线AD 与平面ABC 所成角为θ,

则sin
 

θ=|cos<AD→,n>|=|AD→·n|
|AD→||n|

=
6
36

=
6
3
,因此直线

AD 与平面ABC 所成角的正弦值为
6
3.

多维变迁

 (1)证明:过A1 作A1D⊥CC1,垂足为D,

∵A1C⊥平面ABC,BC⊂平面ABC,∴A1C⊥BC,
又∠ACB=90°,∴AC⊥BC,

∵A1C,AC⊂平 面 ACC1A1,且 A1C∩AC=C,∴BC⊥平

面ACC1A1,

∵A1D⊂平面ACC1A1,∴BC⊥A1D,
又CC1,BC⊂平面BCC1B1,且CC1∩BC=C,

∴A1D⊥平面BCC1B1,∴A1D=1.
由已知条件易证△CA1C1 是直角三角形,又CC1=AA1=2,

A1D=1,

∴D 为CC1 的中点,又A1D⊥CC1,

∴A1C=A1C1,
又在三棱柱ABC-A1B1C1 中,AC=A1C1,

∴A1C=AC.
(2)解:连接A1B,由(1)易证A1B=A1B1,故取BB1 的中点

F,连接A1F,

∵AA1 与BB1 的距离为2,∴A1F=2,
又A1D=1且A1C=AC,

∴A1C=A1C1=AC= 2,AB=A1B1= 5,BC= 3.

建立空间直角坐标系Cxyz 如图所示,

则C(0,0,0),A(2,0,0),B(0,3,0),B1(- 2,3,2),

C1(- 2,0,2),

∴CB→=(0,3,0),CC1
→=(- 2,0,2),AB1

→=(-22,3,

2).
设平面BCC1B1 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·CB→=0,

n·CC1
→=0, 即

3y=0,

- 2x+ 2z=0, 取 x=1,则 y=0,

z=1,

∴平面BCC1B1 的一个法向量为n=(1,0,1).
设AB1 与平面BCC1B1 所成角为θ,

则sin
 

θ=|cos<n,AB1
→>|=

|n·AB1
→|

|n||AB1
→|
=
13
13 .

∴AB1 与平面BCC1B1 所成角的正弦值为
13
13 .

随堂·对点检测

1.C [因为s1=(1,0,1),s2=(-1,2,-2),所以cos<s1,s2>=

s1·s2
|s1||s2|

=
-1-2
2×3

=-
2
2.又 两 直 线 所 成 角 的 取 值 范 围 为

0,
π
2  ,所以l1 和l2 所成角的余弦值为

2
2.]

2.C [因为P(0,0,1),A(0,3,0),B(1,3,0),C(2,0,0),

故PA→=(0,3,-1),PB→=(1,3,-1),PC→=(2,0,-1),
设平面PAB 的法向量为n=(x,y,z),

则
n⊥PA→,

n⊥PB→, 则
n·PA→= 3y-z=0,

n·PB→=x+ 3y-z=0, 
令y=1,则x=0,z= 3,

故n=(0,1,3)为平面PAB 的一个法向量,
设PC 与平面PAB 所成的角为θ,

则sin
 

θ=
|n·PC→|
|n||PC→|

=
3
25

=
15
10 .故选C.]

3.B [如图,以 D 为坐标原点,

DA,DC,DD1 所 在 直 线 分 别

为x,y,z 轴 建 立 空 间 直 角 坐

标系,
在 长 方 体 ABCD-A1B1C1D1

中,AB =BC=3,BB1 =2,

DM→= 23DB→,A1N
→=13A1C1

→,

则A1(3,0,2),M (2,2,0),B(3,3,0),N(2,1,2),所 以

A1M
→=(-1,2,-2),BN→=(-1,-2,2),

设异面直线A1M 和BN 所成的角为θ,

则cos
 

θ=
|A1M
→·BN→|

|A1M
→||BN→|

=
|(-1,2,-2)·(-1,-2,2)|

1+4+4× 1+4+4
=
7
9.

故选B.]

4.
1
2 

[建立空间直角坐标系如图,设AB=2,

则 M(2,2,1),N(1,2,2),B(2,2,

0),A'(2,0,2),C(0,2,0),

则 MN→=(-1,0,1),BA'→=(0,-2,

2),BC→=(-2,0,0).
设平面A'BCD'的法向量为n=(x,

y,z),

故
BA'→·n=-2y+2z=0,

BC→·n=-2x=0, 
令z=1,则y=1,x=0,所以平面 A'BCD'的一个法向量为

n=(0,1,1),

所以 MN 与 平 面 A'BCD'所 成 角 的 正 弦 值 为|cos<MN→,

n>|=
1

2× 2
=
1
2.]
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第55课时 向量法求空间角(二)
理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点 夹角 
|n1·n2|
|n1||n2|

链教材·夯基固本

 
π
3 

[以C 为原点,建立如图所示的空间直角坐标系Cxyz.

易 得 平 面 ABC 的 一 个 法 向 量 为

n1=(0,0,1).
设平面BCP 的法向量为n2=(x,y,

z),

CB→=(0,2,0),CP→=(2,0,23),

所以
CB→·n2=2y=0,

CP→·n2=2x+23z=0, 
取x= 3,则z=-1,y=0,

故n2=(3,0,-1),

所以cos<n1,n2>=
n1·n2
|n1||n2|

=
-1
1×2=-

1
2
,

所以<n1,n2>=
2π
3.

由图可知所求二面角为锐二面角,

所以二面角A-BC-P 的平面角的大小为
π
3.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)证明:由平面ABEF⊥平面ABCD,平面ABEF
∩平面ABCD=AB,AF⊥AB,得 AF⊥平面 ABCD,以 A
为坐标原点,建立如图所示的空间直角坐标系Axyz.
设AB=a,BC=b,BE=c,
则B(a,0,0),C(a,b,0),E(a,

0,c),D(0,2b,0),F(0,0,2c),EC→=
(0,b,-c),FD→=(0,2b,-2c),

故EC→=12FD→,∴EC∥FD,

∴C,D,E,F 四点共面.
(2)∵AB=2,BC=BE=1,故C(2,

1,0),E(2,0,1),D(0,2,0),
设平面ADE 的法向量为m=(x1,y1,z1),

由AE→=(2,0,1),AD→=(0,2,0),

得
2x1+z1=0,

2y1=0, 取x1=1,可得z1=-2,

∴m=(1,0,-2)为平面ADE 的一个法向量.
设平面CDE 的法向量为n=(x2,y2,z2),

由CD→=(-2,1,0),CE→=(0,-1,1),

得
-2x2+y2=0,

-y2+z2=0, 取x2=1,可得y2=2,z2=2,

∴n=(1,2,2)为平面CDE 的一个法向量.
设平面ADE 与平面CDE 的夹角为θ,

∴cos
 

θ=|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|=

|1-4|
5×3

=
5
5
,

即平面ADE 与平面CDE 夹角的余弦值为
5
5.

多维变迁

 (1)证明:在三棱台ABC-A1B1C1 中,

∵A1B1=1,AB=AC=2,∴A1C1=1,BC=2B1C1.
∵D 为BC 的中点,∴B1C1=BD,B1C1∥BD,

∴四边形BDC1B1 为平行四边形,故B1B∥C1D.
∵AC⊥C1D,∴AC⊥B1B.
∵AA1⊥底面ABC,AC⊂底面ABC,

∴AA1⊥AC.
∵AA1,BB1⊂平面ABB1A1,AA1,BB1 为相交直线,

∴AC⊥平面ABB1A1,

∵AB⊂平面ABB1A1,∴AC⊥AB.

(2)解:以A 为原点,以AB→,AC→,AA→1 的方向分别为x 轴,y
轴,z 轴的正方向,建立如图所示的空间直角坐标系,

则A(0,0,0),B(2,0,0),C(0,2,0),B1(1,0,2),C1(0,1,

2),D(1,1,0).

∴BC→=(-2,2,0),BB1
→=(-1,0,2),AC→1=(0,1,2),

AD→=(1,1,0).
设m=(x1,y1,z1)是平面BCC1B1 的法向量,

则
BC→·m=0,

BB1
→·m=0, 

 

即
-2x1+2y1=0,

-x1+ 2z1=0, 
 

令x1= 2,则y1= 2,z1=1,故m=(2,2,1).

设n=(x2,y2,z2)是平面ADC1 的法向量,则
AD→·n=0,

AC1
→·n=0, 

即
x2+y2=0,

y2+ 2z2=0, 
 

令x2= 2,则y2=- 2,z2=1,故n=(2,- 2,1).
设平面BCC1B1 与平面ADC1 的夹角为θ,则cos

 

θ=cos<m,

n>=
m·n
|m||n|=

1
5.

∴平面BCC1B1 与平面ADC1 夹角的余弦值为
1
5.

考点二

典例2 (1)证明:由 AB=8,AD=5 3,AE
→
=
2
5AD
→,AF
→
=

1
2AB
→,

得AE=23,AF=4.
又∠BAD=30°,在△AEF 中,由余弦定理得

EF= AE2+AF2-2AE·AFcos∠BAD

= 16+12-2×4×23×
3
2 =2.

所以AE2+EF2=AF2,
则AE⊥EF,
即EF⊥AD,
所以EF⊥PE,EF⊥DE,
又PE∩DE=E,PE,DE⊂平面PDE,
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所以EF⊥平面PDE,
又PD⊂平面PDE,故EF⊥PD.
(2)解:连接CE,由∠ADC=90°,ED=33,CD=3,
则CE2=ED2+CD2=36,

在△PEC 中,PC=43,PE=23,EC=6,
得EC2+PE2=PC2,
所以PE⊥EC,由(1)知PE⊥EF,
又EC∩EF=E,EC,EF⊂平面ABCD,
所以PE⊥平面ABCD,又ED⊂平面ABCD,
所以PE⊥ED,则PE,EF,ED 两两垂直,建立如图所示空

间直角坐标系Exyz,

则E(0,0,0),P(0,0,23),D(0,33,0),

C(3,33,0),F(2,0,0),A(0,-23,0),

由F 是AB 的中点,得B(4,23,0),

所以PC
→
=(3,3 3,-2 3),PD

→
=(0,3 3,-23),PB

→
=

(4,23,-23),PF
→
=(2,0,-23),

设平 面 PCD 和 平 面PBF 的 法 向 量 分 别 为n=(x1,y1,

z1),m=(x2,y2,z2),

则
n·PC

→
=3x1+33y1-23z1=0,

n·PD
→
=33y1-23z1=0, 

m·PB
→
=4x2+23y2-23z2=0,

m·PF
→
=2x2-23z2=0, 

令y1=2,得x1=0,z1=3,令x2= 3,得y2=-1,z2=1,

所以n=(0,2,3)为平面PCD 的一个法向量,m=(3,-1,

1)为平面PBF 的一个法向量,

所以|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|=

1
5× 13

=
65
65

,

设平面PCD 和平面PBF 所成角为θ,

则sin
 

θ= 1-cos2θ=
8 65
65

,

即平面PCD 与平面PBF 所成的二面角的正弦值为
8 65
65 .

母题探究

 解:由本例(2)知,平面PBF 的一个法向量为m=(3,-1,

1).
假设在线段PD 上存在点M,

使二面角 M-FB-P 的余弦值为
3 13
13

,

设PM→=λPD→(0<λ<1),
则FM→=FP→+PM→=(-2,0,23)+(0,33λ,-23λ)=(-2,
33λ,23(1-λ)),

BM→=BP→+PM→=(-4,-23,23)+(0,33λ,-23λ)=
(-4,33λ-23,23(1-λ)).
设平面 MFB 的法向量为v=(x,y,z),

则
FM→·v=0,

BM→·v=0, 
即
-2x+33λy+23(1-λ)z=0,

-4x+(33λ-23)y+23(1-λ)z=0, 
两式相减,得x+ 3y=0,

取x= 3,得y=-1,z=
2+3λ
2(1-λ)

,

即v= 3,-1,
2+3λ
2(1-λ)  .

由题意|cos<m,v>|=
4+

2+3λ
2(1-λ)

5· 4+
(2+3λ)2

4(1-λ)2

=
3 13
13 .可 设

t=
2+3λ
2(1-λ)

,则t>0,整理得8t2-26t-7=0,

解得t=
7
2

或t=-
1
4
(舍去),

所以λ=
1
2
,假设成立.

所以在线段PD 上存在点M,使二面角M-FB-P 的余弦值为

3 13
13

,点 M 是PD 的中点.

微点突破11
典例3 解:由题意知 DC,AD,AP 两 两 垂 直,以 D 为 原 点,

AD,DC 所在直线分别为x 轴、y 轴,过点D 且平行于AP 的

直线为z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系.设 AD=p,

DC=q,p>0,q>0,

满足p2+q2=AC2=4.
则A(p,0,0),P(p,0,2),C(0,q,0),

D(0,0,0).
设平 面 APC 的 法 向 量 为 m=(x1,

y1,z1),

因为 AP→=(0,0,2),AC→=(-p,q,

0),

所以
AP→·m=2z1=0,

AC→·m=-px1+qy1=0, 取 m =(q,p,0)为 平 面

APC 的一个法向量.
设平面DPC 的法向量为n=(x2,y2,z2),

因为DP→=(p,0,2),DC→=(0,q,0),

所以
DP→·n=px2+2z2=0,

DC→·n=qy2=0, 取 n=(2,0,-p)为 平 面

DPC 的一个法向量.

所以|cos
 

<m,n>|=
|m·n|
|m||n|

=
2q

p2+q2· p2+4

= 1- 42
7  

2

,

又因为p2+q2=4,所以 q
p2+4

=
1
7
,

解得p= 3(负值舍去),即AD= 3.
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随堂·对点检测

1.
7
7 

[因 为 正 三 棱 柱 ABC-A1B1C1 的 所 有 棱 长 均 为2,取

BC 的中点O,连接AO,则AO⊥平面BB1C1C.
取 B1C1 的 中 点 H,连 接 OH,则 易 得 AO,BO,OH 两 两

垂直.
以O 为 坐 标 原 点,建 立 如 图 所 示

的空间直角坐标系,

则A(0,0,3),B(1,0,0),A1(0,

2,3),C1(-1,2,0),

所以 AB→=(1,0,- 3),AA1
→=

(0,2,0),BC1
→ = (-2,2,0),

BA1
→=(-1,2,3).

设平面AA1B 的法向量为n1=(x1,y1,z1),

则
n1·AB→=x1- 3z1=0,

n1·AA1
→=2y1=0, 令z1=1,得n1=(3,0,1)为平

面AA1B 的一个法向量.

同理可得平面A1BC1 的一个法向量为n2=(3,3,-1).
设平面AA1B 与平面A1BC1 的夹角为θ,

则cos
 

θ=|cos<n1,n2>|=
|n1·n2|
|n1||n2|

=
2

2× 7
=
7
7
,

即平面AA1B 与平面A1BC1 夹角的余弦值为
7
7.]

2.(1)证明:翻折前,AD
DB=

AE
EC=DE=BD=2,

所以DE∥BC,且AD=4,BC=
3
2DE=3,

因为∠ABC=90°,所以∠ADE=90°,即DE⊥AB,
翻折后,DE⊥AD,DE⊥BD,
在△BCD 中,∠CBD=90°,BD=2,BC=3,所 以 CD=

BC2+BD2= 13,

在△ACD 中,AD=4,CD= 13,AC= 29,所 以 AD2+
CD2=AC2,即AD⊥CD,
又CD∩DE=D,CD,DE⊂平面BCED,
所以AD⊥平面BCED.
(2)解:因为AD⊥平面BCED,DE⊥BD,
所以DB,DE,DA 两两垂直,
故以D 为原点,建立如图所示的空

间直角坐标系,
则A(0,0,4),C(2,3,0),D(0,

0,0),E(0,2,0),所 以 AC→=(2,

3,-4),AE→=(0,2,-4),DA→=(0,

0,4),DC→=(2,3,0),
设平面ACE 的法向量为m=(x1,

y1,z1),

则
m·AC→=2x1+3y1-4z1=0,

m·AE→=2y1-4z1=0, 
取z1=1,可得m=(-1,2,1)为平面ACE 的一个法向量,

设平面ACD 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则
n·DA→=4z2=0,

n·DC→=2x2+3y2=0, 

取x2=3,可得n=(3,-2,0)为平面ACD 的一个法向量,
设平面ACE 与平面ACD 的夹角为θ,

则cos
 

θ=|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|=

|-3-4|
6× 13

=
7 78
78

,所以

平面ACE 与平面ACD 夹角的余弦值为
7 78
78 .

第56课时 空间距离及立体几何中的探索性问题

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 
|AP→·n|
|n|

链教材·夯基固本

1.
2
2 

[因为PA→=(-2,0,-1),且n= 2
2
,0,
2
2  为l的一

个单位方向向量,
故点P 到l的距离为

d= |PA→|2-(PA→·n)2

= 5- - 2-
2
2  

2

=
2
2.]

2.
25
15 

[由 题 意,得 AM→=(-2,0,3),AB→=(-3,-2,1),

AC→=(-1,0,2),
设平面ABC 的法向量为n=(x,y,z),

由题意可得
n·AB→=0,

n·AC→=0, 
即
-3x-2y+z=0,

-x+2z=0, 
不妨令x=2,则z=1,y=-

5
2
,

∴n= 2,-
5
2
,1  .

∴点 M 到平面α的距离为 AM→·n
|n|

=
|-4+3|

22+ -
5
2  

2

+12
=
25
15.]

3.B [如图,以 D 为原点,建立空

间直角坐标系,
则A(2,0,0),C(0,2,0),E(2,1,

2),M(1,0,0),N(0,2,1),

所 以 ME→ = (1,1,2),MN→ =
(-1,2,1),AC→=(-2,2,0),
设平 面 EMN 的 法 向 量 为 m=
(x,y,z),

 则
m·ME→=x+y+2z=0,

m·MN→=-x+2y+z=0, 
令x=1,可得m=(1,1,-1)为平面EMN 的一个法向量,所

以AC→·m=0,

即AC→⊥m,
又AC⊄平面EMN,
所以AC∥平面EMN,
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故点A 到平面EMN 的距离即为直线AC 到平面EMN 的

距离,

又 MA→= (1,0,0),所 以 点 A 到 平 面 EMN 的 距 离 为

|MA→·m|
|m| =

1
3
=
3
3
,

即直线AC 与平面EMN 之间的距离为
3
3.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 B [法一(向量法):由题意知 A1(0,0,3),

B(1,0,0),C(1,2,0),A1C
→=(1,2,-3),BC→=(0,2,0),A1C

→

方向上的 单 位 向 量 为μ=
1
14
,2
14
,-

3
14  ,所 以 点 B

到直 线A1C 的 距 离 为 |BC→|2-(BC→·μ)2 = 4-
8
7 =

2 35
7 .故选B.

法二(几 何 法):连 接 AC,A1B(图 略),在 Rt△ABC 中,由

AB=1,BC =2,得 AC = 5,在 Rt△A1AC 中,A1C =

AC2+A1A2= 14,
在Rt△A1AB 中,

A1B= A1A2+AB2= 10,

则A1B2+BC2=A1C2,
在Rt△A1BC 中,设边A1C 上的高为h,

由A1B×BC=A1C×h 得h=
10×2
14

=
2 35
7 .故选B.]

考向2 典例2 C [建立如图所示的空间直角坐标系,
则D(0,0,0),A(1,-1,0),B(1,0,

0),C(0,1,0),C1(0,1,2),E 1,
-1,

1
2 ,

所以DC1
→=(0,1,2),DE→= 1,-1,

1
2 ,DB→=(1,0,0),

设平面EDC1 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·DE→=x-y+12z=0,

m·DC1
→=y+2z=0, 取z=1,则x=-

5
2
,y=-2,

所以m= -
5
2
,-2,1  为平面EDC1 的一个法向量,

所以点B 到平面EDC1 的距离d=
|m·DB→|
|m| =

5
2
35
2

=
5
3.

故选C.]
多维变迁

1.D [以D 为坐标原点,DA 所在直线为x 轴,DC 所在直线

为y 轴,DD1 所在直线为z 轴,建立如图所示的空间直角坐

标系,
则G(2,λ,2),D1(0,0,2),E(2,0,1),F(2,2,1),

所以ED1
→=(-2,0,1),EF→=(0,2,0),EG→=(0,λ,1).

设平面D1EF 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·ED1

→=-2x+z=0,

n·EF→=2y=0, 
取x=1,得n=(1,0,2)为 平 面

D1EF 的一个法向量,
所以 点 G 到 平 面 D1EF 的 距 离

d=
|EG→·n|
|n| =

2
5
=
25
5 .]

2.解:以 D1 为 坐 标 原 点,分 别 以

D1A1,D1C1,D1D 所 在 直 线 为

x,y,z 轴建立空间直角坐标系,
则A(1,0,1),B(1,1,1),C(0,1,

1),C1(0,1,0),E 1,
1
2
,0  ,

F 1,
1
2
,1  ,

∴AB→=(0,1,0),AC1
→=(-1,

1,-1),AE→ = 0,
1
2
,-1  ,EC1

→ = -1,
1
2
,0  ,FC→ =

-1,
1
2
,0  ,AF→= 0,12,0  ,

(1)取a=AB→=(0,1,0),u= AC1
→

|AC1
→|
=
3
3
(-1,1,-1),

a2=1,a ·u =
3
3
,则 点 B 到 直 线 AC1 的 距 离 为

a2-(a·u)2= 1-
1
3 =

6
3.

(2)∵FC→=EC1
→= -1,

1
2
,0  ,且 F,C,E,C1 四 点 不 共

线,∴FC∥EC1,而FC⊄平面AEC1,EC1⊂平面AEC1,
∴FC∥平面AEC1,
则点F 到平面AEC1 的 距 离 就 是 直 线 FC 到 平 面AEC1 的

距离.
设平面AEC1 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·AE→=12y-z=0,

n·EC1
→=-x+12y=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 取y=2,得

n=(1,2,1)为平面AEC1 的一个法向量,

又AF→= 0,12,0  ,
∴直线FC 到平面AEC1 的距离为

|AF→·n|
|n| =

1
6
=
6
6.

考点二

典例3 解:(1)因为CC1⊥平面 ABC,CA,CB⊂平面 ABC,
∠ACB=90°,则CC1⊥CA,CC1⊥CB,CA⊥CB,
以C 为坐标原点,以CA,CB,CC1 所在的直线分别为x,y,z
轴建立空间直角坐标系,
如图所示,
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因为AA1=AC=BC=2,则A(2,0,0),B(0,2,0),A1(2,0,

2),D(0,0,1),

则DA1
→=(2,0,1),DB→=(0,2,-1).

易知平面ABC 的一个法向量为m=CC1
→=(0,0,2),

设平面A1BD 的法向量为n=(x,y,z),

所以
n·DA1

→=0,

n·DB→=0, 即
2x+z=0,

2y-z=0, 令y=1,

故n=(-1,1,2)为平面A1BD 的一个法向量,

则n·m=4,|n|= 6,|m|=2,

所以cos<n,m>=
n·m
|n||m|=

4
2× 6

=
6
3
,

因为平面A1BD 与平面ABC 的夹角为锐角,
所以平面A1BD 与平面ABC 夹角的余弦值为|cos<n,m>|=

6
3.

(2)假设存在点P,设CP→=λCD→=(0,0,λ),λ∈[0,1],BP→=
BC→+CP→=(0,-2,0)+(0,0,λ)=(0,-2,λ),

设BP 与平面A1BD 所成的角为θ,θ∈ 0,
π
2  ,

由(1)知,平面A1BD 的一个法向量为n=(-1,1,2),

n·BP→=2λ-2,|n|= 6,|BP→|= 4+λ2,

所以cos<n,BP→>= n·BP→

|n||BP→|

=
2λ-2

6× 4+λ2
,

所以sin
 

θ=|cos<n,BP→>|=
2λ-2

6× 4+λ2
=
3
6
,所以7λ2-

16λ+4=0,解得λ=
2
7

或λ=2(舍).

所以在线段CD 上存在一点P,使BP 与平面A1BD 所成角

的正弦值为
3
6
,

此时CP=
2
7.

多维变迁

 (1)证明:因 为 平 面 PAB⊥平 面 ABCD,平 面 PAB∩平 面

ABCD=AB,

BC⊥AB,BC⊂平面ABCD,所以BC⊥平面PAB,
又PB⊂平面PAB,所以BC⊥PB.
(2)解:假设存在满足条件的点E,在△PAB 中,因为 PA=

2,PB= 3,AB=1,
所以PA2=AB2+PB2,所以PB⊥AB.
以B 为坐标原点,以BA,BC,BP
所在直线分别为x,y,z 轴,建立

如图所示的空间直角坐标系,
则A(-1,0,0),B(0,0,0),C(0,2,

0),D(-1,3,0),P(0,0,3),

所以CD→=(-1,1,0),PC→=(0,2,- 3).
设平面PCD 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·CD→=-x+y=0,

m·PC→=2y- 3z=0, 取z=2,

则m=(3,3,2).

因为点B 与点E 到平面PCD 的距离相等,且点B 与点E 在

平面PCD 的同侧,

所以BE∥平 面 PCD,因 为 点 E 在 棱 PA 上,所 以 AE→=

λAP→,其中0≤λ≤1,

因为AP→=(1,0,3),所以AE→=(λ,0,3λ),又BA→=(-1,

0,0),所以BE→=BA→+AE→=(λ-1,0,3λ).
因为BE∥平面PCD,m=(3,3,2)为平面PCD 的一个法

向量,

所以BE→·m=0,即 3(λ-1)+23λ=0,

解得λ=
1
3
,

所以BE→= -
2
3
,0,
3
3  ,

所以BE=|BE→|= 73.

教材拓展11
典例4 A [如图,以A 为原点,建立空间

直角坐标系,
则B(3,0,0),C(3,3,0),D(0,3,0),

P(0,0,6),G(1,0,4).

所以DG→=(1,-3,4),PC→=(3,3,-6),

DC→=(3,0,0),
设n=(x,y,z)为直线PC 和DG 的公垂线的方向向量,

则有
n·DG→=x-3y+4z=0,

n·PC→=3x+3y-6z=0, 可取n=(1,3,2),

所以异面直线PC 和DG 的距离为

|DC→·n|
|n| =

3
14
=
3 14
14 .]

随堂·对点检测

1.B [建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系,
则D1(0,0,0),A(1,0,1),B(1,1,1),

O 12,12,0 ,C1(0,1,0),D1A
→=(1,

0,1),AB→ = (0,1,0),OC1
→

= -
1
2
,1
2
,0  .

设平面ABC1D1 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·D1A

→=x+z=0,

n·AB→=y=0, 令x=1,得n=(1,0,-1)为 平 面

ABC1D1 的一个法向量,故点O 到平面ABC1D1 的距离为d=

|n·OC1
→|

|n| =

1
2
2
=
2
4.]

2.A [如图,分别以 AB,AD,AP
所在直线为x 轴、y 轴、z 轴建立

空间直角坐标系,
则P(0,0,1),B(3,0,0),D(0,4,

0),

则BP→=(-3,0,1),BD→=(-3,
4,0).
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法一:点P 到直线BD 的距离

d= |BP→|2-
BP→·BD→

|BD→|  
2

= 10- 9
5  

2

=
13
5
,

所以点P 到直线BD 的距离为
13
5.

法二:cos<BP→,BD→>= BP→·BD→

|BP→||BD→|
=

9
10×5

=
9 10
50

,所以

sin<BP→,BD→>=13 10
50

,所 以 点 P 到 直 线BD 的 距 离 为

|BP→|sin<BP→,BD→>= 10×
13 10
50 =

13
5.]

3.(1)证明:在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,BB1⊥平面ABC,所

以BB1⊥BC,BB1⊥BA.
因为BA⊥BC,BA∩BB1=B,BA,BB1⊂平面BAA1B1,所

以 BC ⊥ 平 面 BAA1B1,又 AB1 ⊂ 平 面 BAA1B1,所 以

BC⊥AB1.
因为BB1⊥BA,BA=BB1,所以四边形BAA1B1 为正方形,

所以AB1⊥A1B.
因为A1B∩BC=B,A1B,BC⊂平面 A1BC,所以 AB1⊥平

面A1BC.
(2)解:由(1)知,直线BA,BB1,

BC 两两垂直,以B 为原点,直线

BA,BB1,BC 分 别 为x,y,z 轴

建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系.
因为BA=BC=BB1=2,

则B(0,0,0),A1(2,2,0),B1(0,

2,0),C(0,0,2).

设 M(0,0,t)(0≤t≤2),则 MC→=(0,0,2-t),A1B1
→=(-2,

0,0),B1C
→=(0,-2,2).

设平面A1B1C 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·A1B1

→=-2x=0,

n·B1C
→=-2y+2z=0, 取y=1,得n=(0,1,1)为平面

A1B1C 的一个法向量,

所以点 M 到平面A1B1C 的距离等于
|MC→·n|
|n| =

|2-t|
2
,所

以
|2-t|
2
=
2
2
,解得t=1或t=3(舍去),所以当点 M 为棱

BC 的中点时,点 M 到平面A1B1C 的距离等于
2
2.

规范答题四

典例 (1)EB∥平面CD'F A'E∥平面CD'F 平面BA'E∥
平面CD'F A'B⊂平面BA'E 平面BA'E∥平面CD'F 

A'B⊂平面BA'E (2)∠A'EB OM,OC,OD'两两垂直 

(1,1,0) 0,-
1
2
,3
2   (1,0,0) 0,12,32  

第八章 解析几何

第57课时 直线的方程

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 (1)向上 (2)0° (3){α|0°≤α<180°}
知识点3 (1)正切值 tan

 

α

知识点4 y=kx+b y-y0=k(x-x0) 
y-y1

y2-y1
=

x-x1

x2-x1

 
x
a +

y
b =1

链教材·夯基固本

1.D [因为v=(3,1),故直线的斜率k=
1
3.]

2.B [由题意得直线 AB 的斜率k=
3-0
3-2= 3

,设直线 AB

的倾斜角为α,则tan
 

α= 3.
∵0°≤α<180°,∴α=60°.故选B.]

3.-3 [因为A,B,C 三点共线,所以kAB=kAC,

所以
7-5
4-3=

x-5
-1-3

,所以x=-3.]

4.B [因为k>0,故A,C不正确;
当x=-1时,y=0,直线过点(-1,0),故选B.]

5.3x-2y=0或x+y-5=0 [当截距为0时,直线方程为

3x-2y=0;

当截距不为0时,设直线方程为
x
a +y

a =1,则
2
a +

3
a =1

,

解得a=5,直线方程为x+y-5=0.所以所求直线方程为

3x-2y=0或x+y-5=0.]

6.D [由题图知,直线l1 的倾斜角α1 是钝角,故k1<0,直线

l2 与l3 的 倾 斜 角α2 与α3 均 为 锐 角,且α2>α3,所 以0
<k3<k2,因此k1<k3<k2.故选D.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ACD (2)(-∞,- 3]∪[1,+∞) [(1)直 线

xsin
 

α+y+2=0的斜率k=-sin
 

α∈[-1,1],所以其倾斜

角的取值范围是 0,
π
4  ∪ 3π

4
,π  ,A正确;

由三点 共 线 可 得 AB 的 斜 率 等 于BC 的 斜 率,即
3-12
1+2=

m-3
4-1⇒m=-6,B错误;

由-
1
m=tan

2π
3=- 3

,得m=
3
3
,C正确;

直线l的方 向 向 量 为(-1,3),则 斜 率k=
3
-1=- 3

,D

正确.
故选ACD.
(2)设 点 P(0,-2),依 题 意kPA =
-2-1
0-3=1

,kPB=
-2-4

0-(-23)
=-3,

因为直线l与线段AB 有交点,设直

线l的斜率为k,

由图知k≤- 3或k≥1,由图可知

直线l的斜率的取值范围是(-∞,- 3]∪[1,+∞).]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

98



母题探究

1.解:如图,

∵A(1,-2),B(2,1),P(0,-1),

∴kPA=
-2-(-1)
1-0 =-1,kPB=

-1-1
0-2 =1

,

则使直线l与线段AB 有公共点的直线l的斜率k 的取值范

围是[-1,1].
2.解:由题意可知直线l的倾斜角介于直线PA 与PB 的倾斜

角之间.又 直 线 PB 的 倾 斜 角 是120°,直 线 PA 的 倾 斜 角

是45°,
所以α的取值范围是45°≤α≤120°.

考点二

典例2 (1)ABD (2)ABC [(1)对于x- 3y+3=0,令y=
0,得x=-3,所以直线在x 轴上的截距为-3,A正确;
由直线的截距式方程可得,过点A(2,0),B(0,3)可得直线方

程为
x
2+

y
3=1

,B正确;

两点式适用于不垂直于x 轴和y 轴的直线,C错误;
因为直线y=x-3的斜率为1,
所以其倾斜角等于45°,于是直线l的倾斜角等于90°,则其斜

率不存在,
又直线l过点(2,4),所以直线l的方程为x=2,D正确.故选

ABD.

(2)当直线经过原点时,斜率k=
2-0
1-0=2

,所求的直线方程为

y=2x,即2x-y=0;
当直线不过原点时,设所求的直线方程为x±y=k,把点 A
(1,2)代入可得1-2=k,或1+2=k,
求得k=-1或k=3,故所求的直线方程为x-y+1=0,或

x+y-3=0.
综上,所求的直线方程为

 

2x-y=0,x-y+1=0或x+y-
3=0.
故选ABC.]

考点三

典例3 (1)证明:直线l的方程可化为

k(x+2)+(1-y)=0,

令
x+2=0,

1-y=0, 解得
x=-2,

y=1. 
∴无论k 取何值,直线l总经过定点(-2,1).
(2)解:由 方 程 知,当 k≠0时,直 线 在 x 轴 上 的 截 距 为

-
1+2k
k

,在y轴上的截距为1+2k,且过定点(-2,1),

要使直线不经过第四象限,则

-
1+2k
k ≤-2,

1+2k≥1, 解得k>0.

当k=0时,直线l的方程为y=1,符合题意,
故k 的取值范围是[0,+∞).
(3)解:由题意可知k≠0,再由直线l的方程,

得A -1+2kk
,0 ,B(0,1+2k).

依题意得
-
1+2k
k <0,

1+2k>0, 
解得k>0.

∵S=
1
2|OA||OB|

=
1
2
1+2k
k |1+2k|

=
1
2×

(1+2k)2

k =
1
2 4k+1k+4 

≥
1
2× 2 4k×

1
k +4 =4,

等号成立的条件是k>0,且4k=
1
k
,

即k=
1
2
,

∴Smin=4,

此时直线l的方程为x-2y+4=0.
随堂·对点检测

1.B [设直线的倾斜角为α,

直线x- 3y+1=0的斜率为
3
3
,

则tan
 

α=
3
3
,

∵α∈[0,π),

∴α=
π
6.

故选B.]

2.D [将直线l绕点O 顺时针旋转
π
6

后,恰与y 轴重合,

则直线l的倾斜角为
2π
3
,其斜率为- 3,

又直线过原点,

则直线l的方程为y=- 3x.
故选D.]

3.C [要使直线y=(k-1)x+2k+1经过第一、二、四象限,

则
k-1<0,

2k+1>0, 解得-
1
2<k<1

,

因此,“直线y=(k-1)x+2k+1经过第一、二、四象限”是

“-
1
2<k<1

”的充要条件.]

4.5x-2y-5=0 [设C(x,y),M(0,m),N(n,0),

则

x+5
2 =0,

y-2
2 =m,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 且

x+7
2 =n,

y+3
2 =0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得x=-5,y=-3,m=-
5
2
,n=1,即C(-5,-3),

M 0,-
5
2  ,N(1,0),所以 MN 所在直线的方程为

y+
5
2
5
2

=

x
1
,即5x-2y-5=0.]
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第58课时 两条直线的位置关系

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 k1=k2 且b1≠b2 A1B2-A2B1=0,且 A1C2-
A2C1≠0(或 B1C2-B2C1≠0) k1·k2=-1 A1A2+
B1B2=0 k1≠k2 A1B2-A2B1≠0

知识点3 (1) (x2-x1)2+(y2-y1)2 x2+y2

(2)
|Ax0+By0+C|

A2+B2
 (3)

|C1-C2|

A2+B2

链教材·夯基固本

1.B [由A(-1,1),B(2,-1),C(1,4)可得kAB=
-1-1
2+1 =

-
2
3
,kBC =

4+1
1-2= -5

,kAC =
4-1
1+1=

3
2
,从 而kAB ·kAC

=-1,
即AB⊥AC,A 为直角.]

2.A [经过直线2x-2y-1=0与直线6x-4y+1=0的交点

的直线l的方程可设为2x-2y-1+λ(6x-4y+1)=0,将
原点O(0,0)代入,得-1+λ=0,解得λ=1,所以直线l的方

程为4x-3y=0.故选A.]

3.± 10 [直线方程化为3x-y+6=0,

d=
|3m-6+6|
32+(-1)2

=3,解得m=± 10.]

4.B [直线3x-4y+5=0的斜率是
3
4
,

与x 轴的交点为 -
5
3
,0  ,

因此它关于x 轴对称的直线方程是

y=-
3
4 x+53 ,即3x+4y+5=0.

故选B.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [直 线l1:x+(1+a)y=2+a 与l2:2ax+
4y=-16,

A中,当a=1时,直线l1:x+2y=3与l2:x+2y=-8,可得

两条直线的斜率相同,在y 轴上的截距不同,则两条直线平

行,所以A正确;

B中,当a=-2时,直线l1:x-y=0与l2:x-y=4,则这两

条直线不重合,所以B错误;

C中,当a=-
2
3

时,直线l1:x+
1
3y=

4
3

与l2:-
1
3x+

y=-4,则-
1
3×1+

1
3×1=0

,可得两条直线垂直,所以C

正确;

D中,若a=0时,直 线l1:x+y=2与l2:y=-4,联 立

y=-4,

x+y=2, 可得x=6,y=-4,

即两条直线的交点为(6,-4),所以D正确.
故选ACD.]

多维变迁

1.A [若直线 mx+(2m-1)y+3=0与直线3x+my=0垂

直,则3m+m(2m-1)=0,即2m2+2m=0,解得 m=-1
或m=0.
故选A.]

2.D [若直线l1:(m-2)x+3y+3=0与直线l2:2x+(m-
1)y+2=0平行,
则(m-2)(m-1)=3×2=6,整理可得 m2-3m-4=0,解
得m=4或m=-1,
若m=-1,直线l1:x-y-1=0与直线l2:x-y+1=0平

行,符合题意;
若m=4,直线l1:2x+3y+3=0与直线l2:2x+3y+2=0
平行,符合题意.
综上所述,m=4或m=-1.
故选D.]

考点二

典例 2 (1)A (2)D (3)A [(1)由 题 意,联 立

2x-y-4=0,

x+y-5=0, 可得
x=3,

y=2, 故P(3,2).

则点 P 到 直 线l:x+2y+3=0的 距 离 d=
|3+4+3|
12+22

=

25,故选A.

(2)由题意可得2a-(-1)×(-3)=0,即a=
3
2
,

则l2:
3
2y-x+2=0,即2x-3y-4=0,

所以两平行直线间的距离为
|2-(-4)|
22+32

=
6 13
13 .

故选D.
(3)直线l的方程可整理为λ(3x+y-4)+x+y-2=0,

令
3x+y-4=0,

x+y-2=0, 解得
x=1,

y=1, 
所以直线l恒过点A(1,1),
由题意得当PA 垂直于直线l时,点P 到直线l的距离最大,

|PA|= (-2-1)2+(-1-1)2= 13,

kPA=
-1-1
-2-1=

2
3
,

所以直线l:y-1=-
3
2
(x-1),整理得3x+2y-5=0.

故选A.]
母题探究

1.解:法一:设与 直 线x+2y+3=0平 行 的 直 线 方 程 为x+
2y+m=0(m≠3),
由例(1)的解析知P(3,2),
所以3+2×2+m=0,解得m=-7,
所以所求直线方程为x+2y-7=0.
法二:设所求直线方程为2x-y-4+λ(x+y-5)=0,
即(λ+2)x+(λ-1)y-4-5λ=0,
又该直线与x+2y+3=0平行,
故(λ+2)·2-(λ-1)=0,解得λ=-5,
故所求直线方程为(-5+2)x+(-5-1)y-4+25=0,即
x+2y-7=0.

2.解:设与 直 线x+2y+3=0垂 直 的 直 线 的 方 程 为2x-y
+m=0,由 例(1)的 解 析 知 P(3,2),则3×2-2+m=0,
得m=-4,
所以所求直线方程为2x-y-4=0.

考点三

考向1 典例3 C [法一:因为直线2x+3y-6=0关于点

(1,-1)对称的直线斜率不变,
故设对称后的直线方程l为2x+3y+c=0(c≠-6),
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又∵点(1,-1)到两直线的距离相等,

∴
|2-3+c|
22+32

=
|2-3-6|
22+32

,

化简得|c-1|=7,
即c=-6

 

或
 

c=8,

∴l的方程为2x+3y-6=0
 

(舍)
 

或
 

2x+3y+8=0,
即直线2x+3y-6=0关于点(1,-1)对 称 的 直 线 方 程 是

2x+3y+8=0.
故选C.
法二:在直线2x+3y-6=0上任选两点,比如A(0,2),B(3,

0),
则点A,B 关于点(1,-1)对称的点A',B'在所求直线上.
∵AA'的中点为点(1,-1),

∴点A'(2,-4),
同理可得B'(-1,-2),
由两点式得直线A'B'的方程为2x+3y+8=0.
故选C.]

考向2 典例4 (1)C (2)9x-46y+102=0
[(1)设P(-1,3)关于直线x-y=0的对称点为Q(a,b),

由对称关系可得

b-3
a+1×1=-1

,

a-1
2 -

b+3
2 =0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
a=3,

b=-1. 
∴Q(3,-1).
则点 Q (3,-1)到 直 线 3x+y-2=0 的 距 离 d =

|3×3-1-2|
32+12

=
3 10
5 .

故选C.
(2)在直线m 上取一点,如M(2,0),则M(2,0)关于直线l的

对称点 M'必在直线m'上.
设对称点为 M'(a,b),

则
2×

a+2
2 -3×

b+0
2 +1=0,

b-0
a-2×

2
3=-1

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

解得 M' 6
13
,30
13  .

设直线m 与直线l的交点为N,

由
2x-3y+1=0,

3x-2y-6=0, 得 N(4,3).又m'经过点N(4,3),所以由

两点式得直线m'的方程为9x-46y+102=0.]
多维变迁

 解:(1)设A'(x,y),由已知条件得

y+2
x+1×

2
3=-1

,

2×
x-1
2 -3×y

-2
2 +1=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
x=-

33
13
,

y=
4
13.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 所以A' -3313,413 .

(2)法一:在l:2x-3y+1=0上任取两点,
如P(1,1),Q(4,3),则P,Q 关于点A(-1,-2)的对称点P',

Q'均在直线l'上,

易得P'(-3,-5),Q'(-6,-7),
所以l'的方程为2x-3y-9=0.
法二:因为l∥l',
所以设l'的方程为2x-3y+C=0(C≠1).
因为点A(-1,-2)到两直线l,l'的距离相等,
所以由点到直线的距离公式,

得
|-2+6+C|
22+(-3)2

=
|-2+6+1|
22+(-3)2

,

解得C=-9(C=1舍去),
所以l'的方程为2x-3y-9=0.

随堂·对点检测

1.B [因为直线mx+3y+m-1=0与直线x+(m+2)y+
2m-2=0平行,
所以1×3=m(m+2),解得m=1或m=-3.
当m=-3时,两条直线分别为3x-3y+4=0,x-y-8=
0,两条直线平行;
当m=1时,两条直线分别为x+3y=0,x+3y=0,两条直

线重合,舍去.
故选B.]

2.A [kAB=
2-1
-1-2=-

1
3
,所以直线 AB 的方程为y-2=

-
1
3
(x+1),即x+3y-5=0,

∴点C 到直线AB 的距离d=
7
10
,

又|AB|= 10,∴S△ABC=
1
2×

7
10
× 10=

7
2.

故选A.]

3.B [设点A(1,2)关于直线x+y-2=0的对称点B 的坐标

为(a,b),

则有

b-2
a-1=1

,

a+1
2 +

b+2
2 -2=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
a=0,

b=1, 故B(0,1).故选B.]

4.-9 [由
y=2x,

x+y=3, 得
x=1,

y=2. 
所以点(1,2)满足方程mx+2y+5=0,
即m×1+2×2+5=0,所以m=-9.]

第59课时 圆的方程

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 定点 定长 (x-a)2+(y-b)2=r2(r>0) (a,

b) -
D
2
,-

E
2   12 D2+E2-4F

知识点2 (1)(x0-a)2+(y0-b)2>r2

(2)(x0-a)2+(y0-b)2=r2 (3)(x0-a)2+(y0-
b)2<r2

链教材·夯基固本

1.-1,
1
2   7

2  
[将 圆 的 方 程 化 为 标 准 方 程(x+1)2+

y-
1
2  

2

=
7
4
,

则圆心坐标为 -1,
1
2  ,半径r=

7
2.]
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2.(x-2)2+y2=10 [设圆心C 的坐标为(a,0),半径为r,则
圆C 的标准方程为(x-a)2+y2=r2,

则
(-1-a)2+12=r2,
(1-a)2+32=r2, 

解得a=2,r2=10,所 以 圆 C 的 标 准 方 程 为(x-2)2+
y2=10.]

3.[1,2)∪(2,+∞) [将(0,0)代入方程,则02+02-a·0+
a-1≥0,得a≥1.

圆的方程可化为x2+ y-
a
2  

2

=
a2

4-a+1
,

∴
a2

4-a+1>0
,∴a≠2,

∴实数a 的取值范围为[1,2)∪(2,+∞).]

4.(x-5)2+(y-6)2=10 [法一:由题意得所求圆的圆心为

线段P1P2 的中点 4+62 ,3+9
2  ,即(5,6),

半径为
|P1P2|
2 =

(6-4)2+(3-9)2

2 = 10,

所以所求圆的标准方程为(x-5)2+(y-6)2=10.
法二:由圆的“直径式”方程知,圆的方程为(x-4)(x-6)+
(y-9)(y-3)=0,化 为 标 准 方 程 得(x-5)2+(y-6)2

=10.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A (2)(x-1)2+(y+1)2=5
[(1)由已知得圆C 的半径为2,故圆C 的方程为(x-1)2+
(y-2)2=4,
即x2+y2-2x-4y+1=0,故A正确.
故选A.
(2)法一:设☉M 的方程为(x-a)2+(y-b)2=r2,

则

2a+b-1=0,
(3-a)2+b2=r2,

a2+(1-b)2=r2, 解得

a=1,

b=-1,

r2=5, 
∴☉M 的方程为(x-1)2+(y+1)2=5.
法二:设☉M 的方程为x2+y2+Dx+Ey+F=0(D2+E2-
4F>0),

则 M -
D
2
,-

E
2  ,

∴
2· -

D
2  + -

E
2  -1=0,

9+3D+F=0,

1+E+F=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得

D=-2,

E=2,

F=-3, 
∴☉M 的方程为x2+y2-2x+2y-3=0,
即(x-1)2+(y+1)2=5.
法三:设A(3,0),B(0,1),☉M 的半径为r,

则kAB=
1-0
0-3=-

1
3
,AB 的中点坐标为 3

2
,1
2  ,

∴AB 的垂直平分线方程为y-
1
2=3x-

3
2  ,

即3x-y-4=0.

联立
3x-y-4=0,

2x+y-1=0, 解得
x=1,

y=-1, 
∴M(1,-1),

∴r2=|MA|2=(3-1)2+[0-(-1)]2=5,

∴☉M 的方程为(x-1)2+(y+1)2=5.]
多维变迁

1.C [将圆C:x2+y2-6x+4y+12=0化成标准方程,可得

(x-3)2+(y+2)2=1,
所以圆C 的圆心坐标为(3,-2),故选C.]

2.(x-1)2+(y-1)2=5 [由题易知,圆O 的半径为|OA|=

(0+1)2+(0-2)2= 5,圆心C 在AB 的垂直平分线上,

又AB 的斜率k=
2+1
-1-2=-1

,则直线OC 的方程为y=x,

设C(a,a)(a≠0),所以|CA|= (a+1)2+(a-2)2= 5,
解得a=1,所以圆C 的标准方程为(x-1)2+(y-1)2=5.]

考点二

典例2 (1)B [因为圆C:(x-1)2+(y-1)2=1,
所以圆心C(1,1),半径r=1,
因为点 M 是圆C 上的动点,所以|MC|=1,
又AM 与圆C 相切,且|AM|=2,

则|AC|= |MC|2+|AM|2= 5,
设A(x,y),则(x-1)2+(y-1)2=5,
即x2+y2-2x-2y-3=0,
所以点A 的轨迹方程为x2+y2-2x-2y-3=0.故选B.]
(2)解:(i)法一:设C(x,y),因为A,B,C 三点不共线,所以y
≠0.因为AC⊥BC,所以kAC·kBC=-1.

又kAC=
y

x+1
,kBC=

y
x-3

,

所以 y
x+1

· y
x-3=-1

,

化简得x2+y2-2x-3=0.
因此,直角顶点C 的轨迹方程为(x-1)2+y2=4(y≠0).
法二:设AB 的中点为D,由中点坐标公式得D(1,0),由直角

三角形的性质知|CD|=
1
2|AB|=2.由圆的定义知,动点C

的轨迹是以D(1,0)为圆心,2为半径的圆(由于A,B,C 三点

不共线,所以应除去与x 轴的交点),
所以直角顶点C 的轨迹方程为(x-1)2+y2=4(y≠0).
(ii)设 M(x,y),C(x0,y0),因为B(3,0),M 是线段BC 的中

点,由中点坐标公式得x=
x0+3
2

,y=
y0+0
2
,所以x0=2x-

3,y0=2y.
由(i)知,点C 的轨迹方程为(x-1)2+y2=4(y≠0),将x0=
2x-3,y0=2y 代入得(2x-4)2+(2y)2=4(y≠0),即(x-
2)2+y2=1(y≠0).
因此中点 M 的轨迹方程为(x-2)2+y2=1(y≠0).

考点三

典例3 解:原方程可化为(x-2)2+y2=

3,表示以(2,0)为圆心,3为半径的圆.

(1)yx
的几何意义是圆上一点与原点连

线的斜率,所 以 设y
x =k,即y=kx.当

直线y=kx 与 圆 相 切 时(如 图1),斜

率k 取最大值或最小值,此时
|2k-0|

k2+1
= 3,解得k=± 3.

所以y
x

的最大值为 3.
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(2)法一:y-x 可看作是直线y=x+b在y 轴上的截距.
如图2所 示,当 直 线y=x+b
与圆相切时,截距b取最大值或

最小值.

此时
|2-0+b|

2
= 3,

解得b=-2± 6.
所以y-x 的 最 大 值 为-2+

6,最小值为-2- 6.

法二:令x=2+ 3cos
 

θ,y= 3sin
 

θ,θ∈[0,2π),则y-x=

3sin
 

θ-2- 3cos
 

θ

= 6sinθ-
π
4  -2∈ - 6-2,6-2  .

(3)法一:x2+y2 表示圆上的一点与原点的距离的平方.由平

面几何知识,知在原点和圆心连线与圆的两个交点处取得最

大值和最小值.又圆心到原点的距离为2,所以x2+y2 的最

大值是(2+ 3)2=7+43,x2+y2 的最小值是(2- 3)2=

7-43.

法二:令x=2+ 3cos
 

θ,y= 3sin
 

θ,θ∈[0,2π),x2+y2=

7+43cos
 

θ∈[7-43,7+43].
母题探究

1.解:设x=2+ 3cos
 

θ,y= 3sin
 

θ(0≤θ<2π),

则x+2y=2+23sin
 

θ+ 3cos
 

θ=2+ 15·sin(θ+φ),

tan
 

φ=
1
2
,

当sin(θ+φ)=1时,x+2y 取最大值2+ 15.

2.解: x2+(y+1)2表示圆上的点到点(0,-1)的距离,

因 为 圆 心 (2,0)到 点 (0,-1)的 距 离 为 5,所 以

x2+(y+1)2的最小值为 5- 3.

3.解:|x+y+2|= 2×
|x+y+2|

2
,表示圆上的点到直线x+

y+2=0的距离的 2倍.

因为圆心(2,0)到直线x+y+2=0的距离为
4
2
=22,

故圆上的点到直线x+y+2=0的距离的最小值为22-

3,故|x+y+2|的最小值为4- 6.
多维变迁

 35-1 [如 图,曲 线 C:x2+
y2-6x-2y+9=0是以C(3,

1)为圆心,1为半径的圆,则根据

圆的性质可知,|PN|的最小值

为|PC|-1.设 M 关于直线x+
2y+2=0的 对 称 点 为 H (m,

n),

则

n-2
m+1=2

,

m-1
2 +2×

n+2
2 +2=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
m=-3,

n=-2, 
即 H(-3,-2).连接 HC,分别交直线x+2y+2=0与圆C
于P,N,连接PM,则|PM|+|PN|≥|PM|+|PC|-1=

|PH|+|PC|-1≥|HC|-1,当且仅当P,H,C 三点共线

时取等号,此时取得最小值35-1,所以|PM|+|PN|的最

小值为35-1.]
教材拓展12

典例4 A [以线段AB 的中点O 为

坐标原点,AB 所在直线为x 轴建立

平 面 直 角 坐 标 系,设 M(x,y),且
A(-2,0),B(2,0),

由|MA|= 2|MB|,得(x+2)2+
y2=2(x-2)2+2y2,
化简得 M 的轨迹方程为圆(x-6)2+y2=32(y≠0),半 径

r=42,

如图,有S△MAB≤
1
2

·|AB|·r=82.

所以△MAB 面积的最大值为82.]
随堂·对点检测

1.B [根据题意,圆的内接正方形相对的两个顶点分别是A(5,

6),C(3,-4),则 圆 的 圆 心 坐 标 为(4,1),半 径r=
1
2 ×

4+100= 26,则圆的方程为(x-4)2+(y-1)2=26,即
x2+y2-8x-2y-9=0.故选B.]

2.C [法一:设圆心C 的坐标为(a,b),半径为r.因为圆心C
在直线x+y-2=0上,所以b=2-a.
又|CA|2=|CB|2,所以(a-1)2+(2-a+1)2=(a+1)2+
(2-a-1)2,解得a=1,b=1,所以r=2.所以圆的方程为

(x-1)2+(y-1)2=4.
法二:由已知条件得,线段AB 的垂直平分线的方程是y=x,

由
y=x,

x+y-2=0, 解得
x=1,

y=1, 即圆心坐标为(1,1),

所以r2=(1-1)2+[1-(-1)]2=4,
所以圆的方程为(x-1)2+(y-1)2=4.故选C.]

3.4+ 2 [由 题 知 C1(2,3)且 半 径r1=1,C2(3,4)且 半 径

r2=3,

所以|C1C2|= (3-2)2+(4-3)2= 2<r2-r1=2,即圆

C2 包含圆C1.
又 M,N 分别是圆C1,C2 上的动点,P 是x 轴上的动点,
要使|PN|-|PM|最大,P,M,N,C1,C2 共线且 M,N 在

C1,C2 的两 侧,所 以(|PN|-|PM|)max=|C1C2|+r2+

r1=4+ 2.]

4.(x-5)2 +y2 =16 [设 M (x,y),由
|MA|
|MB|=2

,得

(x+3)2+y2

(x-3)2+y2=4,

可得(x+3)2+y2=4(x-3)2+4y2,即 x2-10x+y2+
9=0,
整理得(x-5)2+y2=16,故 动 点 M 的 轨 迹 方 程 为(x-
5)2+y2=16.]

第60课时 直线与圆、圆与圆的位置关系

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 < = > > = <
知识点2 d>r1+r2 d<|r1-r2| |r1-r2|<d<r1+r2
 d=|r1-r2| d=r1+r2

知识点3 (1)2 r2-d2
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链教材·夯基固本

1.B [由题意可得
1

a2+b2
<1,

即a2+b2>1,所以P(a,b)在圆外.]

2.C [圆心为O(0,0),kOP=2,故切线的斜率为-
1
2
,故切线

方程为y-2=-
1
2
(x-1),

即x+2y-5=0.]

3.BC [圆C1:x2+y2=4,圆心为C1(0,0),半径r=2;圆C2:

x2+y2-8x-6y+16=0,即(x-4)2+(y-3)2=9,圆心为

C2(4,3),半径R=3.因为|C1C2|= 42+32=5,R+r=
5=|C1C2|,所以两圆外切.]

4.
85
5  [圆心坐标为(1,2),半径r=2.

圆心到直线的距离d=
|2-2+2|
22+(-1)2

=
2
5
=
25
5 <2,所以

直线与圆相交,

所以弦长l=2 r2-d2=2 4-
4
5 =

85
5 .]

5.B [由 圆C1:x2+y2+2x+y=0,圆 C2:x2+y2+4x+
3y+2=0,
将两圆方 程 作 差,有(x2+y2+4x+3y+2)-(x2+y2+
2x+y)=0,
整理可得x+y+1=0,即公共弦所在直线方程为x+y+
1=0.
故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 ABD [对于 A,∵点 A 在 圆C 上,∴a2+

b2=r2,圆心C(0,0)到直线l的距离d=
r2

a2+b2
=r,∴直

线l与圆C 相切,A正确;
对于B,∵点A 在圆C 内,∴a2+b2<r2,圆心C(0,0)到直线

l的距离d=
r2

a2+b2
>r,∴直线l与圆C 相离,B正确;

对于C,∵点A 在圆C 外,∴a2+b2>r2,圆心C(0,0)到直线

l的距离d=
r2

a2+b2
<r,∴直线l与圆C 相交,C错误;

对于D,∵点A 在直线l上,∴a2+b2=r2,圆心C(0,0)到直

线l的距离d=
r2

a2+b2
=r,∴直线l与圆C 相切,D正确.

故选ABD.]
考向2 典例2 C [圆C 的标准方程为(x-1)2+(y+1)2=
4,圆心坐标为(1,-1),半径r=2,
直线l的方 程 为x+y-m=0,圆 心 到 直 线l 的 距 离d=
|1+(-1)-m|

12+12
=
|-m|
2
=

m
2
(m>0),

因为直线l:x+y-m=0(m>0)被 圆C:(x-1)2+(y+

1)2=4截得的弦长为 2m,

则 2m=2 22-
m
2  

2

,解得m=2,

将m=2代入原方程,验证弦长是否匹配,结果符合题意.
故选C.]

考向3 典例3 解:∵(2-1)2+(3+2)2>1,∴点P 在圆外.
法一:①若直线l的斜率存在,设l:y-3=k(x-2),即kx-

y+3-2k=0.
∵直线l与圆(x-1)2+(y+2)2=1相切,

∴
|5-k|
k2+1

=1,∴k=
12
5
,

∴直线l的方程为y-3=
12
5
(x-2),即12x-5y-9=0.

②若直线l的斜率不存在,则直线l:x=2也符合要求.
∴直线l的方程为12x-5y-9=0或x=2.
法二:①若直线l的斜率存在,
设l:y-3=k(x-2),即y=k(x-2)+3,
与圆的方 程 联 立 消 去 y,得(x-1)2+[k(x-2)+3+
2]2=1,
整理得(k2+1)x2-(4k2-10k+2)x+4k2-20k+25=0,

∴Δ=(4k2-10k+2)2-4(k2+1)(4k2-20k+25)=0,

∴k=
12
5.此时直线l的方程为y-3=

12
5
(x-2),

即12x-5y-9=0.
②若直线l的斜率不存在,则直线l:x=2也符合要求.
∴直线l的方程为12x-5y-9=0或x=2.

母题探究

1.解:∵(2-1)2+(-2+2)2=1,∴点P 在圆上.
∴过P(2,-2)的切线方程为x=2,
即直线l的方程为x=2.

2.解:点P(2,3)到圆心(1,-2)的距离为

(2-1)2+(3+2)2= 26,

∴切线长为 26-1=5.
考点二

典例4 (1)C [圆C1:x2+y2+2ax=0(a≠0)与圆C2:x2+

y2-23y+2=0化为标准方程分别为(x+a)2+y2=a2(a

≠0),x2+(y- 3)2=1,

∵两圆恰有三条公切线,

∴两圆外切,

∴|C1C2|=r1+r2,

∴ a2+3=|a|+1,

∴a2+3=a2+2|a|+1,

∴|a|=1,

∴a=±1.]
(2)解:(i)由已知可得两个圆的方程分别为(x+1)2+(y-
3)2=9,(x-3)2+(y-6)2=45-m,

两圆的圆心距d= (-1-3)2+(3-6)2=5,两圆的半径之

和r1+r2=3+ 45-m,

若两圆外切,则3+ 45-m=5,可得m=41.
(ii)当 m=-9时,两圆的方程分别为

 

x2+y2+2x-6y+
1=0,x2+y2-6x-12y-9=0,
把两个圆的方程相减,可得公共弦所在的直线方程为4x+
3y+5=0.
圆C1 的 圆 心(-1,3)到 公 共 弦 所 在 的 直 线 的 距 离 d=
|-4+9+5|

5 =2,

可得弦长为2 9-4=25.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

59



多维变迁

1.D [化圆C2:x2+y2-6x-8y-k=0为(x-3)2+(y-
4)2=25+k,

则k>-25,圆心坐标为C2(3,4),半径为 25+k,
圆C1:x2+y2=1的圆心坐标为C1(0,0),半径为1,
要使圆C1:x2+y2=1和圆C2:x2+y2-6k-8y-k=0没

有公共点,

则|C1C2|> 25+k+1或|C1C2|< 25+k-1,

即5> 25+k+1或5< 25+k-1,解得-25<k<-9
或k>11,
所以实数k 的取值范围是(-25,-9)∪(11,+∞).
故选D.]

2.A [由x2+y2-4x-3=0,x2+y2-4y-3=0,解得两圆交

点为 M 2+ 10
2

,2+ 10
2  与 N 2- 10

2
,2- 10

2  ,
因为所求圆经过此两点,则连接 MN,MN 即是所求圆的一

条弦.
因为 MN 的斜率k1=1,
所以其垂直平分线的斜率k2=-1,MN 的中点P(1,1),
所以垂直平分线的方程为y=-x+2,
垂直平分线与直线x-y-4=0的交点即为所求圆的圆心,

联立
y=-x+2,

x-y-4=0, 
解得

x=3,

y=-1, 所以圆心坐标为(3,-1),

圆的半径r= 3-
2+ 10
2  

2

+ -1-
2+ 10
2  

2

= 13,所以所 求 圆 的 方 程 为(x-3)2+(y+1)2=13,即
x2+y2-6x+2y-3=0.
故选A.]

随堂·对点检测

1.B [圆C:x2+(y-2a)2=
1
4a2 的 圆 心 为C(0,2a),半 径

R=
|a|
2
,

因为直线y= 3x+a+1与圆C 相离,

所 以 点 C 到 直 线 y = 3x +a +1 的 距 离 d =
|-2a+a+1|

2 >
|a|
2
,解得a<

1
2
,

结合R=
|a|
2 >0

,a≠0,可得实数a 的取值范围是(-∞,0)

∪ 0,
1
2  .故选B.]

2.D [由x2-4x+y2=0,得(x-2)2+y2=22,则圆心坐标为

(2,0),半径为2;由x2+y2+4x+3=0,得(x+2)2+y2=
12,则圆心坐标为(-2,0),半径为1.
故两圆的圆心距为4,半径之和为3,
因为4>3,所以两圆的位置关系是外离,故两圆的公切线共

有4条.
故选D.]

3.C [根据题意可知,圆C:(x-1)2+(y+3)2=25的圆心C
(1,-3),半径r=5,
圆心C 到直线l的距离

d=
|1-2×(-3)+3|

12+(-2)2
=25,

所以|AB|=2 r2-d2=25.
故选C.]

4.5x-12y+45=0或x-3=0 [圆x2+y2-2x-4y+1=0
化为标准方程为(x-1)2+(y-2)2=4,则圆心O(1,2),半
径为2,

因为|OA|= (3-1)2+(5-2)2= 13>2,所以点 A(3,

5)在圆外.显然,当切线斜率不存在时,直线与圆相切,即切线

方程为x-3=0;当切线斜率存在时,设所求切线方程为y-
5=k(x-3),即kx-y+5-3k=0.又圆心坐标为(1,2),半

径r=2,圆心到切线的距离d=
|3-2k|

k2+1
=2,

即|3-2k|=2 k2+1,解得k=
5
12
,此时直线方程为5x-

12y+45=0.
故所求切线方程为5x-12y+45=0或x-3=0.]

第61课时 椭圆

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)椭圆 焦点 焦距 (2)a>c a=c a<c
知识点2 2a 2b 2c (0,1) a2-b2

链教材·夯基固本

1.14 [根据椭圆的定义得|PF1|+|PF2|=2a,

又a2=100,即a=10,
所以6+|PF2|=20,故|PF2|=14.]

2.
x2

2+y
2=1 [由题设,椭圆焦点为(±1,0),则c=1,

令椭圆的标准方程为
x2

a2
+ y2

a2-1
=1且a2>1,

又 2
2
,3
2  在椭圆上,

则
1
2a2
+

3
4(a2-1)

=1,

整理得4a4-9a2+2=(4a2-1)(a2-2)=0,

解得a2=2或a2=
1
4
(舍去),

所以椭圆的标准方程为
x2

2+y
2=1.]

3.
25
5  [x=0时,y=1,即b=1;

y=0时,x=-2,
即c=2,

故a= b2+c2= 12+22= 5,

故e=
c
a =

2
5
=
25
5 .]

4.
x2

4+
y2

3=1 
[由题意可知|AB|=3=

2b2

a
(a>0),

又c=1,解得a=2,b2=3,

所以椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1.
]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D [已知椭圆C:
x2

a2
+y2

b2
=1(a>b>0)的右焦点

为F(2,0),离心率为
2
3.
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设C 的左焦点为F',半焦距为c(c>0),

由题意得c=2,e=
c
a =

2
3
,

所以a=3,
由椭圆的定义得|PF'|+|PF|=2a=6,
所 以|PA|+|PF|=|PA|-|PF'|+2a ≤

|AF'|+2a=6+ 5,
当点P 为线段AF'的延长线与C 的交点时取等号,

故|PA|+|PF|的最大值为6+ 5.
故选D.]

(2)解:由已知得a=23,b= 3,

所以c= a2-b2= 12-3=3,

从而|F1F2|=2c=6.
在△F1PF2 中,

|F1F2|2=|PF1|2+|PF2|2-2|PF1|·|PF2|·cos
 

60°,

即36=|PF1|2+|PF2|2-|PF1|·|PF2|.①

由椭圆的定义得|PF1|+|PF2|=43,

即48=|PF1|2+|PF2|2+2|PF1|·|PF2|.②
由①②得|PF1|·|PF2|=4.

所以S△F1PF2
=
1
2|PF1|

·|PF2|·sin
 

60°= 3.

母题探究

1.解:因为P,Q 都在椭圆上,由椭圆的定义知

|PF1|+|PF2|=2a,|QF1|+|QF2|=2a.
又因为|PQ|=|PF1|+|QF1|,
所以△PQF2 的周长为|PQ|+|PF2|+|QF2|=|PF1|+
|QF1|+|QF2|+|PF2|=4a.

故△PQF2 的周长为4×23=83.

2.解:由已知得a=23,b= 3,

所以c= a2-b2= 12-3=3.
从而|F1F2|=2c=6.
在△F1PF2 中,由勾股定理可得

|PF2|2=|PF1|2+|F1F2|2,

即|PF2|2=|PF1|2+36,

又由椭圆定义知|PF1|+|PF2|=43,

所以|PF2|=43-|PF1|.

从而有(43-|PF1|)2=|PF1|2+36,

解得|PF1|=
3
2.

所以S△F1PF2
=
1
2×|PF1|×|F1F2|=

1
2×

3
2×6=

33
2
,

即△F1PF2 的面积是
33
2 .

多维变迁

 A [由题意得P(x,y)到A(-2,0)与B(2,0)的距离之和为

8,且8>4,故动点P 的轨迹是以A(-2,0)与B(2,0)为焦点

的椭圆,可得2a=8,c=2,所以a=4,b2=a2-c2=16-4=

12,所以动点P 的轨迹方程为
x2

16+
y2

12=1.
故选A.]

考点二

典例2 (1)
x2

9+y
2=1或y2

81+
x2

9=1

(2)
x2

8+
y2

4=1 
(3)

x2

8+
y2

6=1
或y2

25
3

+
x2

25
4

=1 [(1)法一:

若椭圆的焦点在x 轴上,设方程为
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0).

由题意得

2a=3×2b,

9
a2
+
0
b2
=1, 

解得
a=3,

b=1, 所以椭圆的标准方程为
x2

9+y
2=1.

若椭圆的焦点在y 轴上,设方程为y2

a2
+
x2

b2
=1(a>b>0).

由题意得

2a=3×2b,

0
a2
+
9
b2
=1, 解 得

a=9,

b=3, 所 以 椭 圆 的 标 准 方 程 为

y2

81+
x2

9=1.

综上所述,椭圆的标准方程为
x2

9+y
2=1或y2

81+
x2

9=1.

法二:设椭圆的方程为
x2

m+
y2

n=1
(m>0,n>0,m≠n),

由题意知

9
m=1

,

2 m=3×2n 或

9
m=1

,

2n=3×2 m, 
解得

m=9,

n=1 或
m=9,

n=81, 
所以椭圆的标准方程为

x2

9+y
2=1或y2

81+
x2

9=1.

(2)法一:若焦点在x 轴上,设椭圆的标准方程为
x2

a2
+y2

b2
=1

(a>b>0).

由已知条件得

4
a2
+
2
b2
=1,

1
a2
+
14
4b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

a2=8,

b2=4, 
所以所求椭圆的标准方程为

x2

8+
y2

4=1.

若焦点在y 轴上,设椭圆的标准方程为y2

a2
+
x2

b2
=1(a>b>

0).

由已知条件得

4
b2
+
2
a2
=1,

1
b2
+
14
4a2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

b2=8,

a2=4. 
则a2<b2,与a>b>0矛盾,舍去.

综上可知,所求椭圆的标准方程为
x2

8+
y2

4=1.

法二:设椭圆的一般方程为Ax2+By2=1(A>0,B>0,A≠

B).

分别将两点的坐标(2,- 2),-1,
14
2  代入椭圆的一般

方程,

得

4A+2B=1,

A+
14
4B=1, 解得

A=
1
8
,

B=
1
4
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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所以所求椭圆的标准方程为
x2

8+
y2

4=1.

(3)椭圆
x2

4+
y2

3=1
的离心率e=

1
2
,

当焦点在x 轴上时,

设所求椭圆的方程是
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0),

所以

c
a =

1
2
,

a2=b2+c2,

4
a2
+
3
b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

解得
a2=8,

b2=6, 
所以所求椭圆的标准方程为

x2

8+
y2

6=1.

当焦点在y 轴上时,设所求椭圆的方 程 为y2

a2
+
x2

b2
=1(a>

b>0),

所以

c
a =

1
2
,

a2=b2+c2,

3
a2
+
4
b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

所以
a2=

25
3
,

b2=
25
4
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以椭圆的标准方程为y2

25
3

+
x2

25
4

=1.

所求椭圆的标准方程为
x2

8+
y2

6=1
或y2

25
3

+
x2

25
4

=1.]

多维变迁

1.D [由题意可知,椭圆的焦点在x 轴上,故可设它的标准方

程为
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0).

由椭圆的定义知c=2,

2a= 5
2+2  

2

+ -
3
2  

2

+ 5
2-2  

2

+ -
3
2  

2

=

2 10,所以a= 10,所以b2=a2-c2=10-4=6,所以所

求椭圆的标准方程为
x2

10+
y2

6=1.

故选D.]

2.A [若曲线ax2+by2=c为椭圆,

则椭圆的标准方程为
x2

c
a

+y2

c
b

=1(a≠b),

则
c
a >0

,即ac>0,

所以由“曲线ax2+by2=c 为椭圆”可以推出“ac>0”,充分

性成立;
当ac>0时,比如a=b=1,c=1,此时曲线方程为x2+y2=
1,它表示的是圆,而不是椭圆,
所以由“ac>0”不能推出“曲线ax2+by2=c 为椭圆”,必要

性不成立,
所以“曲线ax2+by2=c 为椭圆”是“ac>0”的 充 分 不 必 要

条件.
故选A.]

考点三

考向1 典例3 (1)B (2)A (3)C [(1)由题意可得,2b=

26c,

所以b= 6c,

所以a= b2+c2= 7c,

所以e=
c
a =

7
7.

故选B.
(2)设|PF2|=m,因为|PF1|=3|PF2|,
所以|PF1|=3m,
因为P 为椭圆C 上一点,所以3m+m=2a,即4m=2a,

故|PF2|=
a
2
,|PF1|=

3a
2
,

因为PF1⊥PF2,所以由勾股定理得

a
2  

2

+ 3a
2  

2

=(2c)2,

得
5
2a

2=4c2,即
c2

a2
=
5
8
,解得e=

c
a =

10
4
,故A正确.

故选A.
(3)延长F1Q 交F2P 的延长线于M,连接OQ,

|PF1|=|MP|,|MF2|=|MP|+|PF2|=
|PF1|+|PF2|=2a,

∴|OQ|=
1
2|MF2|=a,则Q 的轨迹为以O 为圆心、a 为半

径的圆,

∴Q 与短轴顶点的最短距离为a-b=
c
2
,

∴a2+b2-2ab=
a2-b2

4
,又a≠b,

∴
b
a =

3
5
,

则e= 1- 3
5  

2

=
4
5.

故选C.]

考向2 典例4 AB [对于A,依题意知a=4,b=2,c=23,

当P 为短轴端点时,(S△PF1F2
)max=

1
2×2c×b=43

,故 A

正确;
对于B,由椭圆的性质知|PF1|的取值范围是[a-c,a+c],

即[4-23,4+23],故B正确;

对 于 C,sin∠F2BO=
c
a =

3
2
,所 以∠F2BO=

π
3
,所 以

∠F1BF2=
2π
3
,即∠F1PF2 的最大值为

2π
3
,最小值为0,所以

存在点P 使PF1⊥PF2,故C错误;
对于D,设P(x0,y0),

所以|PB|= x2
0+(y0-2)2,

又
x2
0

16+
y2
0

4=1
,所以x2

0=16-4y2
0,
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所以|PB|= 16-4y2
0+(y0-2)2

= -3y2
0-4y0+20

= -3y0+
2
3  

2

+
64
3
,

又-2≤y0≤2,故当y0=-
2
3

时,|PB|max=
64
3 =

83
3
,故

D错误.故选AB.]
多维变迁

1.D [法一:由题意知A(-4,0),F(2,0),设 M(x0,y0),

则MA→·MF→=(-4-x0,-y0)·(2-x0,-y0)=(x0-2)·

(x0+4)+y2
0=x2

0+2x0-8+12-
3
4x2

0=
1
4x2

0+2x0+4=

1
4
(x0+4)2,因为-4≤x0≤4,

所以0≤MA→·MF→≤16.
法二:由题意知A(-4,0),F(2,0),
设 M(x0,y0),取线段 AF 的中点

N,则 N(-1,0),
连接 MN,如图,

则 MA→·MF→

=
(MA→+MF→)2-(MA→-MF→)2

4

=
4MN→2-FA→2

4 =MN→2-9=(x0+1)2+y2
0-9=x2

0+2x0+

1+12-
3
4x2

0-9=
1
4x2

0+2x0+4=
1
4
(x0+4)2,

因为-4≤x0≤4,

所以0≤MA→·MF→≤16.故选D.]

2. 13
,2-1   [由 题 意 得,椭 圆 C 上 存 在 一 点 P,使 得

∠PF2F1 为钝角,且|PF2|=|F2F1|=2c,
则|PF1|=2a-|PF2|=2a-2c,
因为∠PF2F1 为钝角,

所以
1
2∠PF2F1>45°,sin

1
2∠PF2F1>

2
2
,

即

1
2|PF1|

|F1F2|
=
a-c
2c >

2
2
,整理得a>(2+1)c,所以离心率

e=
c
a <

1
2+1

= 2-1,

又点P 不在x 轴上时,a-c<|PF2|<a+c,所以a-c<

2c<a+c,解得e>
1
3
,

所以离心率的取值范围为 1
3
,2-1  .]

随堂·对点检测

1.D [由已知得,a=3,
由椭圆的定义可得|PF1|+|PF2|=2a=6.
故选D.]

2.A [因为
x2

2m+
y2

m-1=1
表示椭圆,

所以
2m>0,

m-1>0 且2m≠m-1,所以m>1,

所以2m>m+1>m-1,

所以 椭 圆 的 焦 点 在 x 轴 上,又 椭 圆 的 离 心 率 为
3
2
,则

2m-(m-1)

2m
=
3
2
,解得m=2.

故选A.]

3.BCD [把原方程化成标准方程,得x2

52
+y2

42
=1,于是a=5,

b=4,c= 25-16=3,
因此,椭圆的长轴和短轴的长分别是2a=10和2b=8,离心

率e=
c
a =

3
5
,两个焦点坐标分别是(-3,0)和(3,0),椭圆上

任一点P 到两焦点的距离的和等于2a=10.故选BCD.]

4.y
2

27+
x2

9=1
或
x2

9+
y2

3=1 
[当椭圆的焦点在x 轴上时,则

a=3,
c
a =

6
3
,所以c= 6,从而b2=a2-c2=9-6=3,所以

椭圆的标准方程为
x2

9+
y2

3=1.
当椭圆的焦点在y 轴上时,则

b=3,
c
a =

6
3
,所以

a2-b2

a =
6
3
,所以a2=27,所以椭圆

的标准方 程 为y2

27+
x2

9 =1.
综 上,椭 圆 的 标 准 方 程 为y2

27+

x2

9=1
或
x2

9+
y2

3=1.
]

第62课时 双曲线

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)定点 (2)a<c 两条射线 a>c
知识点2 x∈R,y≤-a 或y≥a 坐标轴 原点 A1(-a,

0),A2(a,0) y=±
a
bx a2+b2

链教材·夯基固本

1.17 [根据双曲线的定义得||PF1|-|PF2||=8,
因为|PF1|=9,
所以|PF2|=1或|PF2|=17.
又|PF2|≥c-a=2,故|PF2|=17.]

2.y
2

9-x
2=1 [由题设,可设双曲线方程为x2-y2

9=m 且m

≠0,又(- 3,6)在双曲线上,

所以m=3-
36
9=-1

,

故双曲线的方程是y2

9-x
2=1.]

3.
9
5 

[双 曲 线
x2

16-
y2

9=1
的 渐 近 线 方 程 是

x
4±

y
3 =0

,即

3x±4y=0.

由点到直线的距离公式,得所求距离为
|3×3|
32+42

=
9
5.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)CD (2)
3
4 

[(1)对于A,设F1(-2,0),F2(2,0),

由题意知动点 M 满足|MF1|-|MF2|=4=|F1F2|.故动点

M 的轨迹是射线,故选项A错误;
对于B,设动圆 M 的半径为r,由动圆 M 同时与圆C1 和圆

C2 外切,
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得|MC1|=1+r,|MC2|=3+r,

|MC2|-|MC1|=2<6,
所以动圆圆心 M 的轨迹是以点C1(-3,0)和C2(3,0)为焦

点的双曲线的左支,
且2a=2,解得a=1.又c=3,
则b2=c2-a2=8,

所以动圆圆心M 的轨迹方程为x2-y
2

8=1
(x≤-1),故选项

B错误;

对于C,设双曲线
x2

4-
y2

12=1
的左、右焦点分别为F1,F2,则

a=2,c= 4+12=4,
则|PF2|=8>6,
由双曲线定义可得||PF1|-|PF2||=2a=4,
即||PF1|-8|=4,所以|PF1|=4或|PF1|=12,由于c-
a=2,故 点 P 到 它 的 左 焦 点 的 距 离 是4或12,故 选 项 C
正确;
对于D,不妨设点P 在双曲线的右支上,

则|PF1|-|PF2|=2a=22,
在△F1PF2 中,由余弦定理,

得cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF1|·|PF2|
=
1
2
,

所以|PF1|·|PF2|=8,

所以S△F1PF2
=
1
2|PF1|·|PF2|·sin

 

60°=23,

故选项D正确.
(2)因为由双曲线的定义有|PF1|-|PF2|=|PF2|=2a=

22,所以|PF1|=2|PF2|=42,c2=a2+b2=4,

所以cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF1|·|PF2|

=
(42)2+(22)2-42

2×42×22

=
3
4.]

母题探究

 解:不妨设点P 在双曲线的右支上,

则|PF1|-|PF2|=2a=22,

∵PF1
→·PF2

→=0,

∴PF1
→⊥PF2

→,
∴在△F1PF2 中,有|PF1|2+|PF2|2=|F1F2|2,

即|PF1|2+|PF2|2=16,

∴|PF1|·|PF2|=4,

∴S△F1PF2
=
1
2|PF1|·|PF2|=2.

考点二

典例2 B [因为C1 和C2 有相同的渐近线,所以设双曲线C1

的方程为
x2

4λ-
y2

3λ=1
(λ≠0),将(2,3)代入得

4
4λ-

9
3λ=1⇒

λ=-2,

所以双曲线C1 的标准方程为y2

6-
x2

8=1.
故选B.]

多维变迁

1.D [根据对称性,不妨设双曲线的其中一条渐近线方程为

y=
b
ax,

则过F2(c,0)且垂直于渐近线y=
b
ax 的直线方程为y=

-
a
b
(x-c),

联立
y=

b
ax,

y=-
a
b
(x-c),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 可得P a2

c
,ab
c  ,

∴|PF2|=
a2

c-c  
2

+
a2b2

c2
=b=2,又F1(-c,0),

∴kPF1
=

ab
c

a2

c+c
=
2
4
,∴

ab
a2+a2+b2

=
2a

2a2+4
=
2
4
,

∴a2+2=22a,∴a= 2,又b=2,

∴双曲线的方程为
x2

2-
y2

4=1.
故选D.]

2.y
2

25-
x2

75=1 
[设双曲线方程为mx2-ny2=1(mn>0).

∴
9m-28n=1,

72m-49n=1, 解 得
m=-

1
75
,

n=-
1
25.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ∴双 曲 线 的 标 准 方 程 为

y2

25-
x2

75=1.
]

考点三

考向1 典例3 (1)D (2)B [(1)因为双曲线
x2

a2
-y2=1

(a>0)的焦距为25,即2c=25,所以c= 5,
又b=1,

所以a= c2-b2= 5-1=2,

所以双曲线的离心率为e=
c
a =

5
2.

故选D.
(2)法一:设C 的半焦距为c,则直线l的方程为x=-c,代入

x2

a2
-y

2

b2
=1,解得y=±

b2

a
,

∴|AF1|=
b2

a .

∵△ABF2 为等边三角形,∴tan∠AF2F1=
|AF1|
|F1F2|

=

b2

a
2c=

tan
 

30°=
1
3
,

∴
c2-a2

2ac =
1
3

.

∴
c
2a-

a
2c=

1
3
,

即
e
2-

1
2e=

1
3
,解得离心率e= 3(负值舍去).

法二:设C 的半焦距为c,则直线l 的方程为x=-c,代入

x2

a2
-y

2

b2
=1,解得y=±

b2

a
,

∴|AF1|=
b2

a
,|AB|=

2b2

a
,

∵△ABF2 为等边三角形,

∴|AF2|=|AB|=
2b2

a
,
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由双曲线的定义知|AF2|-|AF1|=2a,即
b2

a=2a
,

∴
b2

a2
=2,

∴C 的离心率e=
c
a = 1+

b2

a2
= 3.

故选B.]
多维变迁

 C [A(0,-a),设双曲线的左焦点为F',
则|FP|-|PF'|=2a,
故而|PA|+|PF|=2a+|PF'|+|PA|≥2a+|F'A|,

∴|PA|+|PF|的最小值为2a+|F'A|=2a+ a2+c2,

∵C 的左支上存在一点P,使得|PA|+|PF|=7,

∴2a+ a2+c2≤7,即 a2+c2≤7-2a,

∴c2+a2≤4a2-28a+49,又c2=a2+1,
可得a2-14a+24≥0⇒a≥12(舍)或a≤2,
∴a2≤4=4(c2-a2),

可得e≥
5
2
,

∴离心率的取值范围是 5
2
,+∞

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  .

故选C.]

考向2 典例4 (1)B (2)D [(1)双曲线
x2

m +
y2

3=1
的离心

率为
21
3
,

则
3-m
3

=
21
3
,解得m=-4,

故a= 3,b=2,

则渐近线方程为y=±
a
bx=±

3
2x.

故选B.
(2)由双曲线定义知||PF2|-|PF1||=2a,
∵|PF2|=3|PF1|,∴|PF1|=a,|PF2|=3a,

∵∠F1PF2=
π
3
,|F1F2|=2c,

∴cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF1|·|PF2|

=
1
2
,

即
a2+9a2-4c2

2×a×3a =
1
2
,化简得7a2=4c2,又c2=a2+b2,

∴
b2

a2
=
3
4
,解得

b
a =

3
2
,∴双曲线C 的渐近线方程为y=

±
3
2x.

故选D.]
多维变迁

 B [将 点 (1,0), 7
2
,3 代 入 双 曲 线 方 程,得

1
a2
=1,

7
4a2
-
9
b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 得a=1,b=2 3,所 以 C 的 渐 近 线 方 程 为

y=±
b
ax=±23x.故选B.]

考向3 典例5 ABD [设 双 曲 线 半 焦 距 为c,则 由 已 知 可

得c= 5,因为双曲线C 经过点 5,
1
2  ,所以

5
a2
-
1
4b2
=1,

联立

c= 5,

5
a2
-
1
4b2
=1,

c2=a2+b2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解得
a=2,

b=1, 所以双曲线C 的方程为
x2

4-

y2=1.

对于A,因为a=2,b=1,所以C 的渐近线方程为y=±
1
2x,

即x±2y=0,故A正确;
对于B,C 的实轴长为2a=4,故B正确;
依题意,不妨设B1(0,1),B2(0,-1),
设 M(x,y),

动点 M 满足|MB1|= 3|MB2|,

所以 x2+(y-1)2= 3 x2+(y+1)2,
化简得x2+(y+2)2=3,则点 M 的轨迹是以N(0,-2)为圆

心,半径为 3的圆.

对于C,点F 到圆心N 的距离d= (5-0)2+(0+2)2=

3,所以|FM|的最大值为3+ 3,故C错误;
对于D,设P(x0,y0)为双曲线上任一点,则x2

0-4y2
0=4,

P 到圆心N 的距离为

|PN|= x2
0+(y0+2)2

= 4y2
0+4+y2

0+4y0+4

= 5y0+
2
5  

2

+
36
5
,

当y0=-
2
5

时,|PN|最小,最小值为
65
5
,故|PM|的最小

值为
65
5 - 3,故D正确.

故选ABD.]
多维变迁

1.ABC [因为双曲线
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0)过点(2,3)和

(2,3),

所以

2
a2
-
3
b2
=1,

4
a2
-
9
b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

a=1,

b= 3, 
则c= a2+b2=2.
对于A选项,实轴长为2a=2,故A正确;
对于B选项,焦距为2c=4,故B正确;

对于C选项,渐近线方程为y=±
b
ax=± 3x,故C正确;

对于D选项,离心率为
c
a =2

,故D错误.

故选ABC.]

2.8 [a=2,b= 21,c=5,|PF2|≥c-a=3,|PF1|=
|PF2|+2a=|PF2|+4,

|PF1|+
3

|PF2|
=|PF2|+

3
|PF2|

+4,|PF2|≥3,而 函 数

y=x+
3
x+4

(x>0)在[3,+∞)上单调递增,

所以当且仅当x=3时,ymin=8.]
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教材拓展13

典例6 
36
5 

[设 M 到直线x=
a2

c =
9
5

的距离为d,由双曲线

第二定义知,

|MF2|
d =e=

5
3
,

∴d=
3
5|MF2|,

∴|MA|+
3
5|MF2|=|MA|+d,

如图,可 知(|MA|+d)min=xA -
9
5=9-

9
5=

36
5.]

典例7 (1)D (2)A (3)B [(1)设动点M(x,y),由于A(1,

0),B(-1,0),根据直线AM 与BM 的斜率之积为4,整理得

y
x-1

· y
x+1=4

,化简得x2-y
2

4=1
(x≠±1).故选D.

(2)
 

法一(设而不求):设P(x1,y1),则Q(-x1,y1),则由kAP

·kAQ=
1
4

得kAP ·kAQ=
y1

x1+a
· y1

-x1+a
=

y2
1

-x2
1+a2

=

1
4
,由x2

1

a2
+
y2
1

b2
=1,得y2

1=
b2(a2-x2

1)
a2

,

所以

b2(a2-x2
1)

a2

-x2
1+a2

=
1
4
,即b2

a2
=
1
4
,所以椭圆C 的离心率e=

c
a = 1-

b2

a2
=
3
2.

法二(第三定义):设右顶点为B,连接PB(图略),由椭圆的

对称性知kPB=-kAQ,

故kAP ·kAQ =kPA ·(-kPB)=
1
4
,由 椭 圆 第 三 定 义 得

kPA ·kPB=-
b2

a2
,故b2

a2
=
1
4
,所以椭圆C 的离心率e=

c
a =

1-
b2

a2
=
3
2.

(3)设点P(x,y),

则直线PA1 的斜率为k1=
y-0

x-(-2)=
y

x+2
,

直线PA2 的斜率为k2=
y-0
x-2=

y
x-2

,

k1·k2=
y

x+2
· y
x-2=

y2

x2-4
.

∵点P(x,y)满足
x2

4+
y2

3=1
,

∴x2+
4y2

3 =4
,即x2-4=-

4y2

3
,

故k1·k2=
y2

-
4
3y2

=-
3
4
,k1=-

3
4

·1
k2
,

∵k2∈[-2,-1],

∴k1∈
3
8
,3
4  .故选B.]

随堂·对点检测

1.A [椭圆
x2

10+
y2

6=1
的半焦距c= 10-6=2,则C 的半焦

距c'=2.∵C 的一条渐近线的方程为x-3y=0,∴可设C 的

方程为
x2

3-y
2=λ(λ≠0),化为标准方程为

x2

3λ-
y2

λ =1.
当

λ>0时,c'= λ+3λ=2,得λ=1,则C 的方程为
x2

3-y
2=

1;当λ<0时,c'= -λ-3λ=2,得λ=-1,则C 的方程为

y2-
x2

3=1.
综上,C 的方程为

x2

3-y
2=1或y2-

x2

3=1.
]

2.C [因 为|AP|+ |AF2|=

|AP|+|AF1|-2 5,所 以 要 求

|AP|+|AF2|的最小值,只需求

|AP|+|AF1|的最小值.如图,连
接F1P 交双曲线的右支于点A0.
当点A 位于 点 A0 处 时,|AP|+|AF1|最 小,最 小 值 为

|PF1|= [3-(-3)]2+12= 37.

故|AP|+|AF2|的最小值为 37-25.]

3.10 
7
5 y=±

56
12x [双曲线y2

25-
x2

24=1
中a=5,b2=

24,c2=25+24=49,

∴实轴长为2a=10,离心率e=
c
a =

7
5
,

渐近线方程为y=±
56
12x.]

4.-
3
3
,3
3   [因为F1(- 3,0),F2(3,0),

x2
0

2-y
2
0=1,所

以 MF1
→·MF2

→=(- 3-x0,-y0)·(3-x0,-y0)=

x2
0+y2

0-3<0,即3y2
0-1<0,解得-

3
3<y0<

3
3.]

第63课时 抛物线

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)相等 准线

知识点2 x0+
p
2 -y0+

p
2 p-x1-x2 y1+y2+p

链教材·夯基固本

1.D [由题意知,抛物线的准线方程为y=-1,所以由抛物线

的定义知,点A 到抛物线焦点的距离为5.
故选D.]

2.D [抛物线y=2x2 的标准方程为x2=
1
2y,所以焦点在y

轴上,由2p=
1
2
,所以焦点坐标为 0,

1
8  .故选D.]

3.AC [当抛物线的焦点在x 轴上时,
设方程为y2=2px(p>0),

∴(-22)2=2p×2,
解得p=2,∴y2=4x.
当抛物线的焦点在y 轴上时,
设方程为x2=-2py(p>0),

∴22=-2p×(-22),

解得p=
2
2
,∴x2=- 2y.]
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4.
35
2  [设点P 的坐标为(x,y),

则x2=-5y,而 且|PA|2=x2+(y+3)2=y2+y+9=

y+
1
2  

2

+
35
4
,

又因为y≤0,所以当y=-
1
2

时,

|PA|2min=
35
4.

因此所求最小值为
35
2 .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABC (2)(1,2) [(1)由题意得p
2=2

,则p=4,A

正确;

设M(x0,y0),则|MF|=x0+
p
2
,|OF|=p

2
,

又因为x0≥0,所以|MF|≥|OF|,B正确;

由抛物线的定义知M 到F 的距离与M 到C 的准线的距离相

等,故以 M 为圆心且过F 的圆与C 的准线相切,C正确;

当∠OFM=120°时,不妨设 M(x0,y0)在第一象限,则x0>

2,y0>0,故kMF=
y0

x0-2
=tan

 

60°= 3,即x0=
y0

3
+2,

又y2
0=8x0,所以 3y2

0-8y0-163=0,

解得y0=43或y0=-
43
3
(舍去),

所以S△OFM=
1
2|OF|×|y0|=

1
2×2×43=43

,D错误.

(2)如图,过点B 作准线x=-1的

垂线,垂 足 为 点 Q,交 抛 物 线 于 点

P1,由 抛 物 线 定 义,知|P1Q|=

|P1F|.
则 有|PB|+|PF|≥|P1B|+

|P1Q|=|BQ|=4,当 B,P1,Q 三

点共线时,|PB|+|PF|取最小值,把y=2代入y2=4x,得

x=1,所以当|PB|+|PF|取最小值时,点P 的坐标为(1,

2).]

母题探究

1.解:由题意可知点B(3,4)在抛物线的外部,

所以|PB|+|PF|的最小值即为B,F 两点间的距离,

又F(1,0),所以|PB|+|PF|≥|BF|= 42+22=25,

即|PB|+|PF|的最小值为25.

2.解:由题意,知抛物线的焦点为F(1,0).
点P 到y 轴的距离d1=|PF|-1,

所以d1+d2=d2+|PF|-1.
易知d2+|PF|的最小值为点F 到直线l的距离,

故d2+|PF|的最小值为
|1+5|
12+(-1)2

=32,

所以d1+d2 的最小值为32-1.

考点二

典例2 (1)B (2)y2=-8x 或x2=-y
[(1)以抛物线的顶点为坐标原点,该碗轴截面的对称轴为y
轴,建立平面直角坐标系,如图,
设该 抛 物 线 的 方 程 为 x2=2py
(p>0)(x,y 的单位均为cm),点

A 纵坐标为h,
则A(5,h),B(13,h+10),

于是
25=2ph,

169=2p(h+10), 
解得

h=
125
72
,

p=
36
5
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故该抛物线的焦点到准线的距离为
36
5

 

cm.故选B.

(2)由题意设抛物线方程为y2=-2px(p>0)或x2=-2py
(p>0).将P(-2,-4)代入,分别得标准方程为y2=-8x
或x2=-y.]

多维变迁

1.D [抛物线y=ax2 的标准方程为x2=
1
ay,

其准线方程为y=-
1
4a
,

∵点 M(5,3)到抛物线y=ax2 的准线的距离为6,

∴3+
1
4a=6

,或-
1
4a-3=6

,

解得a=
1
12
,或a=-

1
36
,

故抛物线的标准方程是x2=12y 或x2=-36y,
故选D.]

2.A [因为圆O:x2+y2=4与y 轴交于A,B 两点(A 在B 的

上方),所以A(0,2),B(0,-2),所 以 切 线l 的 方 程 为y=
-2,因为动点P 到A 的距离等于P 到l的距离,所以动点

P 的轨迹为抛物线,且其焦点为(0,2),准线方程为y=-2,
所以动点P 的轨迹方程为x2=8y.故选A.]

考点三

典例3 (1)AC (2)BD [(1)由抛物线
1
8x2=y,即x2=8y,

可知抛物线开口向上,焦点坐标为(0,2),焦点到准线的距离

为4,准线方程为y=-2.故选AC.
(2)由抛物线y2=8x,可得焦点为F(2,0),故A错误;
由抛物线的性质可得|AB|=|AF|+|BF|=x1+2+x2+
2=x1+x2+4,故B正确;
法一:易 知 直 线 AB 的 斜 率 不 为0,设 直 线 AB 的 方 程 为

x=my+2,与抛物线的方程联立,可得y2-8my-16=0,

Δ>0,
则y1+y2=8m,y1y2=-16,

1
|FA|+

1
|FB|=

1
x1+2

+
1

x2+2

=
1

y2
1

8+2
+

1
y2
2

8+2
=

8
y2
1+16

+
8

y2
2+16

=
8y2

1+8×16+8y2
2+8×16

y2
1y2

2+16y2
1+16y2

2+162

=
8(y1+y2)2-16y1y2+162

(y1y2)2+16(y1+y2)2-32y1y2+162
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=
8×(8m)2+162+162

162+16×(8m)2+32×16+162

=
1
2
,故C错误,D正确.

法二:因为p=4,所以y1y2=-p2=-16,

1
|FA|+

1
|FB|=

2
p
=
1
2
,

故C错误,D正确.]
多维变迁

1.B [如 图,F 为 抛 物 线 的 焦

点,m 为 准 线.作 AC⊥m 于 点

C,PN⊥m 于点N,BD⊥m 于点

D,连接AF,BF.
由抛 物 线 定 义,知2|PN|=
|AC|+|BD|=|AF|+|BF|≥
|AB|=6,所以|PN|≥3,当 且

仅当点F 在线段AB 上时,等号成立.
故y0 的最小值为2.故选B.]

2.3 [由题意得焦点F(1,0),易知直线l的斜率不为0,设直

线l的方程为x=λy+1(λ≠0),
代入抛物线方程得y2-4λy-4=0,Δ>0.
设A(x1,y1),B(x2,y2),
由根与系数的关系得y1y2=-4,①

由AF→=tFB→,即(1-x1,-y1)=t(x2-1,y2),
有y1=-ty2,②

∴由①②得y2=
2
t
,y1=-2t或y2=-

2
t
,y1=2t,即

x1=t,x2=
1
t
,

∴|AB|=x1+x2+p=
1
t+t+2=

16
3
,

化简得3t2-10t+3=0,

∴t=3或t=
1
3
(舍).]

教材拓展14
典例4 (1)D [由已知得线段AC 是动圆的直径,

故AB⊥CB,所以AB→·CB→=0,
因为A(0,5),B(x,0),C(0,y),

所以AB→=(x,-5),CB→=(x,-y),
所以AB→·CB→=x2+5y=0,
可得x2=-5y,
又B,C 不重合,所以原点除外,
所以点 M 的轨迹方程为x2=-5y(y≠0).
故选D.]
(2)解:(i)由 动 点 P(x,y)满 足 2|OP|= |PA|,得

2 x2+y2= (x-6)2+y2,化简得x2+y2+4x-12=0,
所以动点P 的轨迹方程是(x+2)2+y2=16.
(ii)设点 M(x0,y0),由PQ⊥y 轴于点Q,且 M 是PQ 中点,

得P(2x0,y0),即
x=2x0,

y=y0. 
由(i)知(x+2)2+y2=16,

因此(2x0+2)2+y2
0=16,整理得

(x0+1)2

4 +
y2
0

16=1.

所以点 M 的轨迹方程是
(x+1)2

4 +y
2

16=1.

随堂·对点检测

1.D [因为抛物线x2=2py(p>0)的焦点为F 0,p2 ,A 为

抛物线上一点,设A(x0,y0),

可得|AF|=y0+
p
2
,

又A 到x 轴的距离为2,∴y0=2,则|AF|=2+p
2=4

,即

p=4,
故抛物线方程为x2=8y,
将y0=2代入抛物线方程得x0=±4,不妨令A(4,2),

则A 到原点的距离为 (4-0)2+(2-0)2=25.
故选D.]

2.B [抛物线y2=4x 的焦点为F(1,0),准线方程为x=-1.
根据题意可得|PQ|=|PF|+|QF|=x1+1+x2+1=x1+
x2+2=8.故选B.]

3.(4,0) [由题意,知p=8,则
p
2=4

,所以抛物线y2=16x 的

焦点坐标为(4,0).]

4.y2=8x [由 题 意 得 F p
2
,0  ,A(0,2),准 线 方 程 为 x

=-p
2
,

∴直线FQ 的方程为y=-
4
p
x+2,

∴Q -p
2
,4  ,

把y=4代入y2=2px 可得x=
8
p

.

∴|PQ|=
8
p
+p
2
,

∴S△PQF=
1
2×

8
p+

p
2  ×4=8,

解得p=4.
∴抛物线方程为y2=8x.]

第64课时 直线与圆锥曲线

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)相交 相切 相离 (2)相交 相切 相离 渐

近线 对称轴

知识点2 1+k2|x1-x2| 1+
1
k2
|y1-y2|

知识点3 (2)
b2

a2
·x0

y0

链教材·夯基固本

1.C [由
y=kx+2,

x2

3+
y2

2=1
, 得(2+3k2)x2+12kx+6=0,

由题意知Δ=(12k)2-4×6×(2+3k2)=0,

解得k=±
6
3.

故选C.]

2.
82
7  [在

x2

2+y
2=1中,a2=2,b2=1,

所以c2=a2-b2=1,即c=1,

故左焦点为F1(-1,0),而tan
 

60°= 3,
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故直线l的方程为y= 3(x+1),

联立
y= 3(x+1),

x2

2+y
2=1, 消去y 得7x2+12x+4=0,

设A(x1,y1),B(x2,y2),由 根 与 系 数 的 关 系 得x1+x2=

-
12
7
,x1x2=

4
7.

则 由 弦 长 公 式 得 | AB | = 1+(3)2 ·

-
12
7  

2

-4×
4
7 =

82
7 .]

3.D [设A(x1,y1),B(x2,y2),∵点A,B 是双曲线C 上的两

点,∴
x2
1

2 -
y2
1

3 = 1,
x2
2

2 -
y2
2

3 = 1,两 式 相 减 得

(x1+x2)(x1-x2)
2 =

(y1+y2)(y1-y2)
3

,∵M(3,2)是线段

AB 的中点,∴x1+x2=6,y1+y2=4,

∴
6(x1-x2)

2 =
4(y1-y2)

3
,

∴kAB=
y1-y2

x1-x2
=
9
4.经验证Δ>0,符合题意.故选D.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)由题意得
x2

9-
y2

16=1
,

可得a=3,b=4,c=5,
故顶点坐标为(±3,0),焦点坐标为(±5,0),离心率为e=
c
a =

5
3
,渐近线方程为y=±

4
3x.

(2)联立
16x2-9y2=144,

y=kx+1, 
消去y得(16-9k2)x2-18kx-153=0,(*)

①当16-9k2=0或 Δ=(-18k)2-4×(16-9k2)×
(-153)=0,

即k=±
4
3

或k=±
17
3

时,直线l 与 双 曲 线 只 有 一 个 公

共点.
②当16-9k2≠0,Δ=(-18k)2-4×(16-9k2)×(-153)>

0,即-
17
3 <k<

17
3

且k≠±
4
3

时,方程(*)有两个不同

的实数根,可知原方程组有两组不同的实数解.
直线l与双曲线有两个不同的公共点.
③当Δ=(-18k)2-4×(16-9k2)× (-153)<0,即k<

-
17
3

或k>
17
3

时,方程(*)没有实数根,可知原方程组

没有实数解.直线l与双曲线没有公共点.
多维变迁

1.A [由于过 M 且与抛物线C 仅 有 一 个 公 共 点 的 直 线 有3
条,则当直 线 的 斜 率 不 存 在 时 符 合 题 意,此 时 直 线 方 程 为

x=m;
当直线的斜率存在时,设直线方程为y-1=k(x-m),

则
y-1=k(x-m),

x2=y, 消去y 整理得

x2-kx+km-1=0,
所以Δ=0,即 关 于k 的 方 程k2-4km+4=0有 两 个 不 同

的解,

所以Δ1>0即16m2-16>0,解得m<-1或m>1,
所以“m>1”是“过 M 且与抛物线C 仅有一个公共点的直线

有3条”的充分条件.故选A.]

2.解:将 直 线 l 的 方 程 与 椭 圆 C 的 方 程 联 立,得 方 程

组
y=2x+m,①
x2

4+
y2

2=1
,② 

将①代入②,整理得9x2+8mx+2m2-4=0.③
方程③的 根 的 判 别 式 Δ=(8m)2-4×9×(2m2-4)=
-8m2+144.
(1)当Δ>0,即-32<m<32时,方程③有两个不同的实

数根,可知原方程组有两组不同的实数解.
这时直线l与椭圆C 有两个不同的公共点.
(2)当Δ=0,即m=±32时,方程③有两个相同的实数根,
可知原方程组有两组相同的实数解.
这时直线l与椭圆C 有且只有一个公共点.
(3)当Δ<0,即m<-32或m>32时,
方程③没有实数根,可知原方程组没有实数解.
这时直线l与椭圆C 没有公共点.

考点二

典例2 解:(1)设C 的半焦距为c(c>0).

由题意得

2×
1
2×2a×b=82

,

e=
c
a =

2
2
,

a2=b2+c2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

解得

a=22,

b=2,

c=2,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

∴C 的方程为
x2

8+
y2

4=1.

(2)设 M(x1,y1),N(x2,y2),

联立

x2

8+
y2

4=1
,

2x-y+1=0, 
消去y 并化简得9x2+8x-6=0,
Δ=82-4×9×(-6)=280>0,

∴x1+x2=-
8
9
,x1x2=-

2
3.

∴|MN|= 1+22|x1-x2|

= 5× (x1+x2)2-4x1x2

= 5× -
8
9  

2

-4× -
2
3  

=
10 14
9 .

多维变迁

 解:(1)由题意可知,2a=4,则a=2,

∵e=
c
a =

3
2
,∴c= 3,

∴b= a2-c2=1,

∴椭圆C:
x2

4+y
2=1.

(2)由(1)可得F1(- 3,0),F2(3,0),

∴直线l:y=-
3
3x+1,
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联立

x2

4+y
2=1,

y=-
3
3x+1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

消去y 得7x2-83x=0,

解得x=0或x=
83
7
,不妨设P(0,1),Q 83

7
,-
1
7  ,

所以|PQ|= 83
7  

2

+ -
1
7-1  

2

=
16
7
,

又点 F1 到 直 线 PQ 的 距 离d=
-
3
3×

(- 3)+1

1+ -
3
3  

2
=

2
23
3

= 3,

∴S△F1PQ=
1
2|PQ|·d=

1
2×

16
7× 3=

83
7 .

微点突破12
典例3 D [联立双曲线与直线的方程,

得x2-2x-3=0,Δ=16,又k=1,a=1,

由弦长的 万 能 公 式,知|MN|= 1+k2 · Δ
|a|=4 2.故

选D.]
考点三

典例4 A [设A(x1,y1),B(x2,y2),

代入椭圆方程可得

x2
1

a2
+
y2
1

b2
=1,

x2
2

a2
+
y2
2

b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

两式作差可得,
(x1-x2)(x1+x2)

a2
+
(y1-y2)(y1+y2)

b2
=0,

又线段 AB 的中点坐标为(1,-1),所以x1+x2=2,y1+
y2=-2,

则
y1-y2

x1-x2
=
b2

a2
,又直线AB 的斜率为kAB=

-1-0
1-3 =

1
2
,

所以
b2

a2
=
1
2
,而a2-b2=c2=9,

所以a2=18,b2=9,所以椭圆的方程为
x2

18+
y2

9=1.
故选A.]

多维变迁

1.A [∵焦点到准线的距离为p,则p=1,

∴y2=2x.设点P(x1,y1),Q(x2,y2),

则
y2
1=2x1,

y2
2=2x2, 两 式 相 减 可 得(y1-y2)(y1+y2)=2(x1-

x2),

∴kPQ=
2

y1+y2
,又∵P,Q 关于直线l对称,

∴kPQ=-1,即y1+y2=-2,

∴线段PQ 中点的纵坐标为
y1+y2

2 =-1,

又∵线段PQ 的中点在直线l上,

∴线段PQ 中点的横坐标为-1+2=1.
∴线段PQ 的中点坐标为(1,-1).故选A.]

2.x+2y-3=0 [法一:易知此弦所在直线的斜率存在,
设斜率为k,弦所在的直线与椭圆相交于A,B 两点,
设A(x1,y1),B(x2,y2),

则
x2
1

4+
y2
1

2=1
,①

x2
2

4+
y2
2

2=1
,②

由①-②得

(x1+x2)(x1-x2)
4 +

(y1+y2)(y1-y2)
2

=0.
∵x1+x2=2,y1+y2=2,

∴
x1-x2

2 +y1-y2=0.

又x2-x1≠0,∴k=
y1-y2

x1-x2
=-

1
2.

经检验,k=-
1
2

满足题意.

∴此弦所在的直线方程为y-1=-
1
2
(x-1),

即x+2y-3=0.
法二:利用结论

k=-
b2

a2
·x0

y0
=-

2
4×

1
1=-

1
2
,∴此弦所在的直线方程为

y-1=-
1
2
(x-1),

即x+2y-3=0.]
随堂·对点检测

1.A [直线y=kx-k+1=k(x-1)+1恒过定点(1,1),又点

(1,1)在椭圆内部,
故直线与椭圆相交.]

2.C [由题意,得a2=4,b2=1,所以c2=3,

所以椭圆右焦点的坐标为(3,0),

则直线l的方程为y=x- 3,
设A(x1,y1),B(x2,y2),

联立
y=x- 3,

x2

4+y
2=1, 消去y 得5x2-83x+8=0,

Δ=(-83)2-4×5×8=32>0,

则x1+x2=
83
5
,x1x2=

8
5
,

所以|AB|= 1+k2· (x1+x2)2-4x1x2

= 2× 83
5  

2

-4×
8
5 =

8
5.

即弦AB 的长为
8
5.]

3.3-1 [由题意知直线l 的 斜 率 存 在,设 直 线l 的 方 程 为

y=kx+1,

联立
x2-y

2

2=1
,

y=kx+1, 消去y并整理得(2-k2)·x2-2kx-3=0.

显然2-k2 ≠0,设 P1(x1,y1),P2(x2,y2),由 Δ=24-

8k2>0,得- 3<k< 3,则x1+x2=
2k
2-k2

=1,解得k=

-1± 3,所以k=-1+ 3.]
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规范答题五

典例 (1)2a 2 2 (2)
8k

1+2k2
 

4
1+2k2

 
3
2 5

第九章 统计与成对数据的统计分析

第65课时 随机抽样、统计图表

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 总体 个体 样本 样本容量

知识点2 (1)逐个不放回 (2)相等 (3)随机数法

知识点3 (1)简单随机 合在一起 层

(2)
n1

n1+n2
x1+

n2
n1+n2

x2 
n1

n1+n2
[s21+(x1-x)2]+

n2
n1+n2

[s22+(x2-x)2]

链教材·夯基固本

1.B [对于A,总体指的是该市参加升学考试的全体学生的数

学成绩,故A错误;对于B,样本是指1
 

000名学生的数学成

绩,故B正确;对于C,样本量是1
 

000,故C错误;对于D,个
体指的是每名学生的数学成绩,故D错误.故选B.]

2.解:(1)该抽样过程中编号为1~75每个被抽中的概率相等,
故该过程是简单随机抽样.
(2)该过程中,编号为1~24,75,25~74被抽中的可能性不

同,故不是简单随机抽样.
(3)该过程中,每个编号被抽中的可能性相同,故该过程是简

单随机抽样.
3.120,110,90 [小 学 生、初 中 生、高 中 生 人 数 的 比 例 为

12
 

000∶11
 

000∶9
 

000=12∶11∶9,

故 抽 取 人 数 分 别 为 320×
12

12+11+9 =120
,320×

11
12+11+9=110

,320×
9

12+11+9=90.
]

4.CD [加班费与包装费同为8%,故相同;
工人支出包括基本工资、加班费和奖金,占比为18%+8%+
11%=37%,不到40%.故选CD.]

5.(1)0.004
 

4 (2)70 [(1)由(0.002
 

4+0.003
 

6+0.006
 

0+
x+0.002

 

4+0.001
 

2)×50=1,
解得x=0.004

 

4.
(2)用电量落在区间[100,250)内的频率为

(0.003
 

6+0.006
 

0+0.004
 

4)×50=0.7,
故在被调查的用户中,用电量落在区间[100,250)内的户数为

100×0.7=70.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)C (2)D (3)ABD [(1)找到第1行第6列的数

开始向右读,
符合条件的 第 一 个 数 是394,第 二 个 数 是435,第 三 个 数 是

482,第四个数是173.故选C.
(2)m+n 名学生的平均成绩为74分,其中 m 名初中生的平

均成绩为72分,n 名高中生的平均成绩为x 分,

得

m
n =

600
200
,

72m+nx
m+n =74,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得x=80.

故选D.

(3)由题意得,抽取的样本里男生有
3
3+2×100=60

(人),A

正确;

每一位学生被抽中的可能性为
100
1

 

500=
1
15
,B正确;

该学校学生身高的平均数

ω=
3×170+2×160

5 =166,C错误;

该学校学 生 身 高 的 方 差s2=
3
5 ×

[12+(170-166)2]+

2
5×

[38+(160-166)2]=46.4,D正确.

故选ABD.]
多维变迁

1.B [因 为 高 一 年 级 有 男 生160人,女 生120人,抽 取 男 生

16人,

所以抽取比例为
16
160=

1
10
,

所以抽取人数为(160+120)×
1
10=28.

故选B.]

2.166 45 [对题中数据分析可得,

项目 人数 平均数 方差

男生 30 170 15

女生 20 160 30

则估计该校高一年级全体学生身高数据的平均数x=
30
50×

170+
20
50×160=166

,

方差s2=
30
50×

[(170-166)2+15]+
20
50×

[(160-166)2+

30]=45.]
考点二

典例2 (1)ACD (2)D [(1)由扇形图可知青年人占比45%,
是老年人占比20%的2倍多,故A正确;
其中满意的青年人占总人数的0.45×0.4×100%=18%,满
意的中年人 占 总 人 数 的(1-0.45-0.2)×0.7×100%=
24.5%,满意的老年人占总人数的0.2×0.8×100%=16%,
故B错误,C正确;
总满意率为18%+24.5%+16%=58.5%>50%,故 D正

确.故选ACD.
(2)对于A,由游客人数折线图可知,乙景点的7,8,9月份的

总游客人数为33+44+53=130,
甲景点7,8,9月份的总游客人数为30+52+47=129,129<
130,A正确;
对于B,根据乙景点的游客人数折线图可知,乙景点每月的游

客人数逐月增多,所以总体呈上升趋势,B正确;

对于C,甲景点游客人数的平均数为
1
6
(14+21+26+30+

52+47)≈31.7,31.7∈[31,32],C正确;
对于D,由游客人数折线图可知,乙景点4月到9月中游客量

的最高峰期在9月,甲景点4月到9月中游客量的最高峰期

在8月,D错误.
故选D.]
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多维变迁

 ABD [对于A,由题图可知,2020-2024年快递业务量逐年

上升,故A正确;
对于B,2020-2024年快递业务量的极差为132.0-63.5=
68.5(亿件),故B正确;
对于C,增长率从小到大排序,
即

 

2.1%,19.4%,25.3%,29.9%,31.3%,
则中位数为25.3%,故C错误;

对于 D,由
1
5 ×

(2.1% +19.4% +25.3% +29.9% +

31.3%)=21.6%,故D正确.故选ABD.]
考点三

典例3 解:(1)因为50×0.16=8,
10
50=0.2

,50-(4+8+10+

16)=12,
12
50=0.24

,且所有频率和为1,

据此补全频率分布表,如表所示.

分组 频数 频率

50.5~60.5 4 0.08

60.5~70.5 8 0.16

70.5~80.5 10 0.2

80.5~90.5 16 0.32

90.5~100.5 12 0.24

合计 50 1

(2)根据(1)中数据可得频率分布直方图,如图所示.

(3)由 题 意 可 知,成 绩 在75.5~85.5频 率 为
0.2+0.32

2 =

0.26,
估计获得二等奖的学生人数为900×0.26=234.

多维变迁

1.300 [由频率分布直方图可知,在区间[50,75)内的频率为

0.004×25=0.1,

所以n=
30
0.1=300.

]

2.5 [根据频率分布直方图可得(a+0.020+0.030+0.025+
0.020)×10=1,
则a=0.005,
所以成绩在[50,60)的频率为0.005×10=0.05,
则成绩在[50,60)之间的学生人数为100×0.05=5.]

随堂·对点检测

1.A [由题意知,依次选出的编号为14,05,11,09,
所以第4个编号为09.
故选A.]

2.B [对于选项A,由条形图可知丁险种参保比例为1-0.3-
0.1-0.04-0.02=0.54>0.5,超过五成,故A正确;

对于选项B,41岁以上参保人数占比为35%+10%=45%,
故B错误;
对于选项C,令样本容量为 m,由扇形图与折线图可知18~
29周 岁 人 群 参 保 人 数 占 比15%,人 均 参 保 费 用 在(3

 

000,

4
 

000)内,总参保费用小于0.15m×4
 

000=600m,而54周岁

及以上人群参保比例虽然为10%,但人均参保费用为6
 

000
元,总参保费用约为0.1m×6

 

000=600m,显然其他年龄段总

参保费用也大于600m,所以18~29周岁人群参保的总费用

最少,故C正确;
对于选项D,人均参保费用约15%×4

 

000+40%×4
 

000+
35%×5

 

500+10%×6
 

000=4
 

725,故D正确.故选B.]

3.BD [∵(a+c+0.025+0.035+2b)×10=1,又a+c=2b,

∴4b+0.06=0.1,∴b=0.01,∴B正确;
又成绩在[90,100]内的有5人,

∴n=
5

0.01×10=50
,∴D正确;

∵无法分别求出a,c,∴A,C错误.
故选BD.]

4.16 12 [田径队运动员的总人数是56+42=98,要得到容

量为28的样本,占总体的比例为
2
7
,于是应该在男运动员中

随机抽取56×
2
7=16

(名),在 女 运 动 员 中 随 机 抽 取28-

16=12(名).]
第66课时 用样本估计总体

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)小于或等于 (100-p)%
(2)j 平均数 (3)第一 下 第三 上

知识点2 (1)最多 (2)中间 平均值

(3)x=
1
n
(x1+x2+…+xn) 平均数 中位数 众数

知识 点 3  (1)
1
n ∑

n

i=1
(xi - x)2  

1
n ∑

n

i=1
x2

i - x2

 
1
n ∑

n

i=1
(xi-x)2

链教材·夯基固本

1.B [因为7次训练的成绩从小到大排列为85,86,87,88,88,

89,90,且7×80%=5.6,所以第80百分位数为从小到大排

列的数据中的第6个数据,即89.故选B.]

2.D [由样本的数字特征与总体的数字特征的关系,可知全市

居民用户日用电量的平均数约为5.5
 

kW·h.]

3.C [方差刻画一组数据的集中程度或稳定性.
故选C.]

4.乙 [甲机床的平均数x甲=
0+1+0+…+4

10 =1.5,

标准差s甲=
1
10
[(0-1.5)2+(1-1.5)2+…+(4-1.5)2]

≈1.28;

乙机 床 的 平 均 数 x乙 =
2+3+…+1

10 =1.2,标 准 差 s乙

=
1
10
[(2-1.2)2+(3-1.2)2+…+(1-1.2)2]

≈0.87.比较发现乙机床的平均数较小而且标准差也较小,说
明乙机床生产的次品数比甲机床生产的次品数少,而且更为

稳定,所以乙机床的性能更好.]
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5.2 [设 数 据 x1,x2,…,x10 的 方 差 为s2,则 数 据3x1-2,

3x2-2,…,3x10-2的方差为9s2,由题可知9s2=18,解得

s2=2.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)C (2)B [(1)已 知 数 据16,21,18,28,14,20,

22,24,
则从小到大排列为14,16,18,20,21,22,24,28,

又8×75%=6,所以第75百分位数为
22+24
2 =23.故选C.

(2)由于2×(0.05+0.1)=0.3,2×(0.05+0.1+0.2)=
0.7,

所以样本数据的第60百分位数的估计值是6+
0.6-0.3
0.2×2 ×

2=7.5.故选B.]
多维变迁

1.C [已知数据6,9,5,8,4,m 的75%分位数是8,
由题可知数据的总个数为6,6×75%=4.5,
所以该组数据的75%分位数是这组数据从小到大排列后的

第5个数据,
则m≤8,即实数m 的取值范围是(-∞,8].
故选C.]

2.D [根据题意,设该组数据的第60百分位数为x,
第一组的频率为0.010×10=0.1,
第二组的频率为0.015×10=0.15,
第三组的频率为0.020×10=0.2,
第四组的频率为0.030×10=0.3,
则x 在第四组,则0.1+0.15+0.2+(x-80)×0.03=0.6,
解得x=85.
故估计学生对食堂用餐质量的评分的第60百分位数为85.
故选D.]

考点二

考向1 典例2 ABD [对于 A,平均数为
1
8
(26+29+27+

29+26+29+31+33)=28.75,
故A正确;
对于B,29在该组数据中出现的次数最多,故众数为29,故B
正确;
对于C,中位数为该组数据从小到大排列后的第四个数与第

五个数的平均数,即为
29+29
2 =29,故C错误;

对于D,连续8天的最高气温从小到大排列为26,26,27,29,

29,29,31,33,
因为8×0.8=6.4,所以第80百分位数为从小到大排列后的

第7个数,即为31,故D正确.故选ABD.]
多维变迁

1.A [因为这组数据按从小到大排列为2,4,6,a,13,14,

所以中位数为
6+a
2
,

由6×60%=3.6,得这组数据的第60百分位数为a,

所以
6+a
2 =a,解得a=6.

所以这组数据的平均数为

2+4+6+6+13+14
6 =7.5.

故选A.]

2.D [∵数据x1,x2,…,x10 的平均数为5,
数据y1,y2,…,y8 的平均数为6,

∴由加权平均数公式得数据x1,x2,…,x10,y1,y2,…,y8 的

平均数为

z=
1

10+8
(10×5+8×6)=

49
9.

故选D.]
考向2 典例3 解:(1)因为第三、四、五组的频率之和为0.7,

所以(0.045+0.020+a)×10=0.7,解得a=0.005,
所以前两组的频率 之 和 为1-0.7=0.3,即(a+b)×10=
0.3,所以b=0.025.
(2)由样本的频率分布直方图,

得众数为
65+75
2 =70,

平均数为50×0.05+60×0.25+70×0.45+80×0.2+90×
0.05=69.5,
前两组频率和:0.05+0.25=0.3<0.5,前三组频率和:0.3+
0.45=0.75>0.5,
因此,中位数在第三组[65,75)内,设中位数为x,则0.3+
0.045×(x-65)=0.5,解得x≈69.4.
则这100名候选者的众数、平均数和中位数分别约为70分、

69.5分和69.4分.
多维变迁

 ABC [A选项,由频率分布直方图知[70,80)对应矩形最高,
即频率最大,故成绩在[70,80)内的考生人数最多,A选 项

正确;

B选项,由0.01×10=0.1<0.2<(0.01+0.015)×10=
0.25,故成绩的第80百分位数在区间[80,90)内,设为x,则
0.1+(90-x)×0.015=0.2,可得x≈83.3分,B选项正确;

C选项,由题 图 知,平 均 分 为0.1×45+0.15×55+0.2×
65+0.3×75+0.15×85+0.1×95=70.5,C选项正确;

D选项,由(0.01+0.015+0.02)×10=0.45<0.5<(0.01+
0.015+0.02+0.03)×10=0.75,
所以中位数位于区间[70,80),设为y,则0.5-0.45=(y-
70)×0.03,可得y≈71.7分,D选项错误.
故选ABC.]

考点三

典例4 解:(1)由题意,求出zi 的值如表所示,

试验

序号i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

zi 9 6 8 -8151119182012

则􀭵z=
1
10×

(9+6+8-8+15+11+19+18+20+12)=11,

s2=
1
10×

[(9-11)2+(6-11)2+(8-11)2+(-8-11)2+

(15-11)2+(11-11)2+(19-11)2+(18-11)2+(20-
11)2+(12-11)2]=61.

(2)因 为 2
s2

10 =2 6.1= 24.4,􀭵z =11= 121

> 24.4,
所以可认为甲工艺处理后的橡胶产品的伸缩率较乙工艺处

理后的橡胶产品的伸缩率有显著提高.
多维变迁

1.C [因为样本数据x1,x2,…,xn 的方差为4,
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所以数据3x1+1,3x2+1,…,3xn+1的方差为32×4=36,

故标准差为 36=6.
故选C.]

2.D [一组样本数据x1,x2,x3,…,x10(x1<x2<x3<…<
x10)的平均数为2,
则x1+x2+x3+…+x10=2×10=20,
则新样本数据的平均数为

2×2+x1+x2+x3+…+x10

12 =
4+20
12 =2,

所以新样本数据的方差为
1
12
[(2-2)2+…+(x10-2)2]=

10×8
12 =

20
3.

故选D.]
随堂·对点检测

1.B [平均数反映数据的集中趋势,平均数的大小并不能说明

该组数据极差的大小,所以 A错误;平均数反映数据的集中

趋势,方差反映数据波动的大小,所以B正确;一组数据x1,

x2,…,xn,其平均数为􀭺x,则其方差s2=
1
n ∑

n

i=1
(xi-􀭺x)2,所以

C错误;方差大说明射击水平不稳定,所以D错误.故选B.]

2.A [将8名学生的成绩从低到高依次排列为65,70,75,80,

85,92,95,95,
因为8×75%=6,所以这组数据的75%分位数为第6个数和

第7个数的平均数,即为
92+95
2 =93.5.故选A.]

3.AC [对 于 A,图 2 中 [4,6)的 频 率 为 0.15×2=
0.3,故A正确;
对于B,设在图2中[0,2),[2,4)所对应矩形的高度分别为

h1,h2,在图1中[0,4)的频率为0.05×4=0.2,
故2(h1+h2)=0.2,所以h1+h2=0.1,
故h1≤0.1,h2≤0.1,则众数必在[4,6),[6,8)中取得,因为

图2中[4,6),[6,8)的高度相等,故众数的估计值不唯一,故

B错误;

对于C,图1中 中 位 数 的 估 计 值 为
0.5-0.05×4

0.15 +4=2+

4=6,
图2中,后3个矩形面积之和为0.05×4+0.15×2=0.2+
0.3=0.5,故中位数的估计值为6,故C正确;
对于D,图1平均数的估计值为(0.05×2+0.15×6+0.05×
10)×4=6,图2平均数的估计值为(h1×1+h2×3+0.15×
5+0.15×7+0.05×9+0.05×11)×2=2h1+6h2+5.6,不
确定,所 以 图1与 图2平 均 数 的 估 计 值 不 一 定 相 同,故 D
错误.
故选AC.]

4.3 [∵数据1,2,a,a+1是按从小到大的顺序排列的,它的

中位数是3,

∴
1
2
(2+a)=3,解得a=4,

∴这组数据的平均数为
1
4
(1+2+4+4+1)=3.]

第67课时 一元线性回归模型及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)正 负 增加 减小 (2)线性 非线性 一条

直线 线性

知识点2 (2)
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

∑
n

i=1
xiyi-nxy

∑
n

i=1
x2

i-nx2 ∑
n

i=1
y2

i-ny2
 (3)[-1,1] 正 负 1 0

知识点3 (1)因变量 自变量 a b bx+a 0

(2)
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2

 y-̂bx

知识点4 (1)窄 (2)∑
n

i=1
(yi-̂yi)2 小

链教材·夯基固本

1.A [因为-0.1<0,所以x 与y 负相关,
又因为变量y 与z 正相关,所以x 与z 负相关.故选A.]

2.D [观察题干散点图可知,只有D选项的散点图表示的是变

量x 与y 之间具有负的线性相关关系.故选D.]

3.B [根据题意得x=
1
4×

(1+2+4-1)=1.5,y=
1
4×

(2+

0-4+6)=1,∑
4

i=1
x2

i=22,∑
4

i=1
y2

i=56,∑
4

i=1
xiyi=-20,样本相关

系数r=
-20-4×1.5×1

(22-4×1.52)(56-4×12)
=-1.

故选B.]

4.168 [当 x=175时,̂y=0.81x+25.82=0.81×175+
25.82≈168.]

5.C [由一元线性回归模型
Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2 
得到经验回归模型ŷ=̂bx+̂a,根据对应的残差图,残差的

均值E(e)=0可 能 成 立,但 明 显 残 差 在x 轴 上 方 的 数 据

更分散,D(e)=σ2 不 满 足 一 元 线 性 回 归 模 型,正 确 的 只

有C.]

6.A [计算得x=
1
5
(-2-1+0+1+2)=0,

y=
1
5
(5+4+2+2+1)=2.8,

经验回归直线必过(0,2.8),故只有A项满足.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A [对于 A,因为r<0,所以y 与x 负相关,A正

确.对于B,C,当x=10时,̂y=1
 

359,为预测值,不代表观测

值的大小,故B,C错误.对于D,|r|=0.91,接近1,说明样本

数据线性相关程度强,D错误.]

(2)解:(i)由 表 格 数 据 可 知,x=
1
5 ×

(12+12.5+13+

13.5+14)=13,y=
1
5×

(14+13+11+9+8)=11.

(ii)因为∑
5

i=1
(xi-x)2=1+0.25+0+0.25+1=2.5,∑

5

i=1
(yi-

y)2=9+4+0+4+9=26,

所以r=
∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
5

i=1
(xi-x)2 ∑

5

i=1
(yi-y)2

=-
8
65
≈-0.992.

多维变迁

1.D [由散点图可知,x 与y 负相关,v 与u 正相关,则b̂1<0,

b̂2>0,0<r2<1,故A,B错误.图形中点(x,y)比(v,u)更加
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集中在一条直线附近,则|r1|>|r2|.又r1<0,r2>0,所以

r1+r2<0,故C错误,D正确.故选D.]

2.-1 [因 为 所 有 样 本 点(xi,yi)(i=1,2,…,n)都 在 直 线

y=-3x+1上,所以经验回归方程是ŷ=-3x+1,可得这

两个变量是负相关,
故这组样本数据的样本相关系数为负值,且所有样本点(xi,

yi)(i=1,2,…,n)都在直线上,则有|r|=1,
所以样本相关系数r=-1.]

考点二

考向1 典例2 解:(1)根 据 题 目 表 格 里 的 数 据 可 得 x=
2+4+5+6+8

5 =5,

y=
20+30+50+60+70

5 =46.

则∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=(2-5)×(20-46)+(4-5)×(30-

46)+(5-5)×(50-46)+(6-5)×(60-46)+(8-5)×
(70-46)=180,

∑
5

i=1
(xi-x)2=(2-5)2+(4-5)2+(5-5)2+(6-5)2+(8-

5)2=20,

∑
5

i=1
(yi-y)2=(20-46)2+(30-46)2+(50-46)2+(60-

46)2+(70-46)2=1
 

720.

所以r=
∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
5

i=1
(xi-x)2 ∑

5

i=1
(yi-y)2

=
180

20× 1
 

720
=

18
344

≈0.97>0.75,

故广告支出与销售额具有较强的线性相关程度.

(2)根据公式可得b̂=
∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
5

i=1
(xi-x)2

=
180
20=9

,

â=y-̂bx=46-9×5=1,

所以y 关于x 的经验回归方程为ŷ=9x+1.
所以当广告支出为15万元时,预测销售额约为ŷ=9×15+
1=136(万元).

多维变迁

 C [由表格中的数据可得x=2.5,y=3.5,
又经验回归直线过样本点中心(x,y),
所以将(2.5,3.5)代入经验回归方程可得2.5k-0.5=3.5,
解得k=1.6,
故经验回归方程为ŷ=1.6x-0.5,
当x=5时,̂y=1.6×5-0.5=7.5,即若变量x 的值为5,则
变量y 的估计值为7.5.
故选C.]

考向2 典例3 解:(1)第1步 确定经验回归类型:根据散点

图或样本相关系数确定经验回归方程的函数类型.
根据散点图判断,看出样本点分布在一条指数函数的周围,

所以y=c1e
c2x 适宜作为y 与x 之间的经验回归方程模型.

(2)(i)第2步 转化线性经验回归方程:将 x,x2,
 

ln
 

x 等

换元转化成一次函数型;若为指数型,可取对数后换元成一

次函数型.

对y=c1e
c2x 两边同时取对数,得ln

 

y=ln
 

c1+c2x,
令z=ln

 

y,则z=c2x+ln
 

c1,

所以ĉ2=
∑
10

i=1
(xi-x)(zi-z)

∑
10

i=1
(xi-x)2

=
32
384=

1
12
,

所以ln
 

ĉ1=z-̂c2x=
44
10-

1
12×

360
10=

7
5
,

第3步 求解线性经验回归方程:利用公式求解.

所以ẑ=
1
12x+

7
5
,

第4步 代换回原方程:将上一步线性经验回归方程转化成

目标形式.

所以ŷ=eẑ=e
1
12x+

7
5.

(ii)因为ln
 

y=
1
12x+

7
5
,

所以h(x)=x(ln
 

y-2.4)+170=x 1
12x+

7
5-2.4  +

170=
1
12x

2-x+170,

所以当x=6时,培养成本的预报值最小.
考点三

典例4 (1)A [因为∑
9

i=1
xi=33,

所以x=
33
9=

11
3
,

因为经验回归直线ŷ=2x-1过样本点中心(x,y),

所以y=2x-1=2×
11
3-1=

19
3
,

增加数据(-3,3)后,x1=
33-3
10 =3,y1=

9×
19
3+3

10 =6,且经

验回归方程为ŷ=2.1x+̂b,
所以6=2.1×3+̂b⇒̂b=-0.3,
则ŷ=2.1x-0.3,
所以当x=4时,有ŷ=2.1×4-0.3=8.1,
故残差的绝对值为|8-8.1|=0.1.
故选A.]

(2)解:(i)由题意可知,y=
1
5
(120+106+96+90+95)=

101.4.
(ii)中国出生人口数低于700万,即ŷ<70,
当x=8时,̂y=120-6×8=72>70,当x=9时,̂y=120-
6×9=66<70,
所以x=9对应2028年,即预测从2028年开始中国出生人口

数将低于700万.
(iii)分别令x=1,2,3,4,5,得ŷ=114,108,102,96,90,

所以R2=1-
∑
5

i=1
(yi-̂yi)2

∑
5

i=1
(yi-y)2

=1-
62+22+62+62+52

567 =1-
137
567=

430
567

≈0.76,
因为0.7≤R2<0.85,所以这个模型的拟合效果一般.

随堂·对点检测

1.C [因为沿海地区气温和海水表层温度相关,且样本相关系

数为正数,
所以随着沿 海 地 区 气 温 由 低 到 高,海 水 表 层 温 度 呈 上 升 趋

势.故选C.]
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2.A [x=
80+90+100+110+120

5 =100,

经验回归方程为ŷ=1.45x+7,
则y=1.45×100+7=152,
则a=152×5-120-140-165-180=155.
故选A.]

3.A [由题意可知,

x=
20+23+25+27+30

5 =25,

z=
2+2.4+3+3+4.6

5 =3,

因为经验回归直线ẑ=0.2x+̂a 过样本点中心(25,3),所以

3=0.2×25+̂a,
所以â=-2,
所以ẑ=0.2x-2,
因为z=ln

 

y,所以ln
 

y=0.2x-2,

所以y=e0.2x-2=
e0.2x

e2
=e-2·e0.2x,

所以c1=e-2.
故选A.]

4.-5 [已知x=19,y=161,
则样本点中心为(19,161),
把(19,161)代入经验回归方程ŷ=4x+̂a,
得161=4×19+̂a,解得â=85,
所以ŷ=4x+85,
当x=25时,̂y=4×25+85=185,
所以该样本点的残差为180-185=-5(cm).]

第68课时 列联表与独立性检验

理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.A [a=35-8=27,b=a+11=27+11=38.]

2.C [因为χ2=2.974<x0.05=3.841,所以变量x 与y 独立.
又2.706<2.974<3.841,所以这个结论犯错误的概率不超

过0.1.故选C.]

3.0.1 [由题意得χ2=
89×(24×26-8×31)2

55×34×32×57
≈3.689>2.706,所以在犯错误的概率不超过0.1的前提下

可以认为性别与出生时间有关联.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)ABD [(1)由题意知,10+c
105 =

2
7
,解得c=

20,由10+20+b+30=105,解得b=45.
补全2×2列联表如下:

单位:人

班级
数学成绩

优秀 非优秀
合计

甲班 10 45 55

乙班 20 30 50

合计 30 75 105

甲班的优秀率为
10
55=

2
11
,乙班的优秀率为

20
50=

2
5
,2
11<

2
5
,

所以成绩与班级有关,选项D正确,选项A,B,C错误.
故选D.

(2)设等高堆积条形图对应2×2列联表如下:
单位:人

性别
年龄

35岁及以上 35岁以下
合计

男性 a c a+c

女性 b d b+d

合计 a+b c+d a+b+c+d

根据第1个等高堆积条形图可知,35岁及以上男性比35岁

及以上女性多,即a>b,

35岁以下男性比35岁以下女性多,即c>d,
根据第2个等高堆积条形图可知,男性中35岁及以上的比

35岁以下的多,即a>c,
女性中35岁及以上的比35岁以下的多,即b>d.
对于选项A,男性人数为a+c,女性人数为b+d,因为a>
b,c>d,所以a+c>b+d,故A正确;
对于选项B,35岁及以上女性人数为b,35岁以下女性人数

为d,因为b>d,故B正确;
对于选项C,35岁以下男性人数为c,35岁及以上女性人数

为b,无法从图中直接判断b 与c 的大小关系,故C不一定

正确;
对于选项D,35岁及以上的人数为a+b,35岁以下的人数

为c+d,因为a>c,b>d,所以a+b>c+d,故D正确.
故选ABD.]

多维变迁

 C [对于A, a
a+b-

c
c+d =

2
5-

3
10 =

1
10
,

对于B, a
a+b-

c
c+d = 1

5-
2
10 =0,

对于C, a
a+b-

c
c+d =

1
5-

4
5 =

3
5
,

对于D, a
a+b-

c
c+d =

9
10-

4
5 =

1
10
,

由于
3
5>

1
10>0

,

故选C.]
考点二

典例2 解:由题意可得2×2列联表如下.
单位:人

性别
满意度

满意 不满意
合计

男 100 50 150

女 20 30 50

合计 120 80 200

零假设为

H0:游客性别与满意度无关.

χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

=
200×(100×30-50×20)2

150×50×120×80
≈11.111>10.828,
所以依据小概率值α=0.001的独立性检验,推断 H0 不成

立,即认为游客性别与满意度有关.
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多维变迁

 解:填写列联表如下:

单位:件

车间
产品

优级品 非优级品
合计

甲车间 26 24 50

乙车间 70 30 100

合计 96 54 150

零假设为

H0:甲、乙两车间产品的优级品率没有差异.

χ2=
150×(26×30-70×24)2

96×54×50×100 =4.687
 

5.

因为χ2=4.687
 

5>3.841=x0.05,所 以 依 据 小 概 率 值α=

0.05的独立性检验,推断 H0 不成立,即认为甲、乙两车间产

品的优级品率存在差异,此推断犯错误的概率不大于0.05;

因为χ2=4.687
 

5<6.635=x0.01,所 以 依 据 小 概 率 值α=

0.01的独立性检验,没有充分证据推断 H0 不成立,因此可

以认为 H0 成立,即认为甲、乙两车间产品的优级品率没有

差异.
随堂·对点检测

1.B [依题意,要使性别与视力无关的可能性最大,

则240×50=200m,

解得m=60.
故选B.]

2.AC [选项A,根据分层随机抽样的抽样比可知,样本中男生

和女生人数之比为60∶40=3∶2,

用样本估计总体,则全校男生和女生人数之比为3∶2,故选

项A正确;

选项B,样本中男生有20%手机成瘾,女生有40%手机成瘾,

比例关系差异很大,

所以手机是否成瘾与学生的性别很大概率上有关系,但不能

说“一定与学生的性别有关系”,故选项B错误;

选项C,由题意知,男生中有60×20%=12(人)手机成瘾,女

生中有40×40%=16(人)手机成瘾,

即在抽取的100人样本中,有28人手机成瘾,

所以样本中学生手机成瘾的频率为
28
100=

7
25
,

用频率估计概率,从该校学生中随机抽取一名学生,该生手

机成瘾的概率为
7
25
,故选项C正确;

选项D,由条件概率知,在样本中抽到一名手机成瘾的学生,

该生是男生的概率为
12

12+16=
3
7
,

用样本估计总体,从该校学生中抽到一名手机成瘾的学生,

该生是男生的概率也为
3
7
,故选项D错误.

故选AC.]

3.14.7 [根据题意可知,n=60,a=3,b=27,c=17,d=13,

则χ2=
60×(3×13-27×17)2

30×30×20×40 =14.7.]

第十章 计数原理、概率、随机变量及

其分布

第69课时 两个计数原理、排列与组合

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)m+n (2)m×n
知识点2 一定的顺序

知识点3 (3)n(n-1)(n-2)…(n-m+1) 1 n!
链教材·夯基固本

1.A [4名学生中每人有3种可选方案,根据分步乘法计数原

理,4人共有3×3×3×3=34(种)报名方式,故选A.]

2.40 [根据分类加法计数原理分两类:
第一类,末位为1,有1,11,21,…,191,

共
191-1
10 +1=20(个);

第二类,末位为6,有6,16,26,…,196,

共
196-6
10 +1=20(个),

综上,共20+20=40(个).]

3.480 [先考虑该歌手的位置,不是第一个出场,也不是最后一

个出场,则该歌手有4种位置可以选,共有C14=4种结果,剩

下5人在5个不同位置,共有A55=120(种)结果,

所以不同安排方法有C14A55=4×120=480(种).]

4.C [An
n+1=(n+1)n(n-1)…3·2=(n+1)!,其他选项可

化简为n!.故选C.]

5.330 [C37+C47+C58+C69+C710=C48+C58+C69+C710=C59+

C69+C710=C610+C710=C711=C411=
11×10×9×8
4×3×2×1 =330.

]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A (2)C (3)ABD [(1)因为焦点在x 轴上,所
以m>n,以m 的值为标准分类,由分类加法计数原理,可分

为四类,第一类:当m=5时,n 有4种选择;第二类:当m=4
时,n 有3种选择;第三类:当 m=3时,n 有2种选择;第四

类:当m=2时,n 有1种选择.故符合条件的椭圆共有10个.
故选A.
(2)第一步,给A 区域涂色,有4种涂法;第二步,给B 区域涂

色,有3种涂法;第 三 步,给C 区 域 涂 色,有2种 涂 法;第 四

步,给D 区域涂色,有2种涂法.所以共有4×3×2×2=48
(种)涂法.故选C.
(3)对于A,A,B,C 三名同学到甲、乙、丙、丁四个工厂进行社

会实践,每名学生有4种选法,则三名学生有4×4×4=43

(种)选法,故A正确;
对于B,三人到四个工厂,有43=64(种)情况,其中甲工厂没

有人去,即三人全部到乙、丙、丁 三 个 工 厂 的 情 况 有33=27
(种),则 甲 工 厂 必 须 有 同 学 去 的 安 排 方 法 有 64—27=
37(种),故B正确;
对于C,若同学A 必须去甲工厂,剩下2名同学安排到4个工

厂即可,有42=16(种)安排方法,故C错误;
对于D,若三名同学所选工厂各不相同,有4×3×2=24(种)
安排方法,故D正确.故选ABD.]

多维变迁

 解:(1)分3步:

①先选百位数字有5种选法;
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②再选十位数字有5种选法;

③最后选个位数字有4种选法.
由分步 乘 法 计 数 原 理 知,所 求 三 位 数 共 有5×5×4=100
(个).
(2)分3步:

①先 选 个 位 数 字,由 于 组 成 的 三 位 数 是 奇 数,因 此 有3种

选法;

②再选百位数字有4种选法;

③最后选十位数字有4种选法.
由分步乘法计数原理知,所求三位数共有3×4×4=48(个).
(3)分3类:

①一位数,共有6个;

②两位数,先选十位数字,有5种选法,再选个位数字,也有5
种选法,共有5×5=25(个);

③三位数,先选百位数字,有5种选法,再选十位数字,有5种

选法,最后 选 个 位 数 字,有4种 选 法,共 有5×5×4=100
(个).
因此,比1

 

000小的自然数共有6+25+100=131(个).
(4)分4类:

①千位数字为3或4时,后面三个数位上可随便选择,此时共

有2×5×4×3=120(个);

②千位数字为5,百位数字为0,1,2,3之一时,共有4×4×
3=48(个);

③千位数字为5,百位数字为4,十位数字为0,1之一时,共有

2×3=6(个);

④5
 

420也满足条件.
故所求四位数共有120+48+6+1=175(个).

考点二

典例2 (1)ABC (2)64 [(1)对于 A,从7人中选5人排列,
有A57 种排法,故A正确.
对于B,分两步完成,先选3人站前排,有 A37 种方法,余下4
人站后排,有A44 种方法,共有A37·A44 种排法,故B正确.
对于C,法一(特殊元素优先法):先排甲,有5种方法,其余6
人有A66 种 排 列 方 法,共 有5×A66=3

 

600(种)排 法,故 C
正确.
法二(特殊位置优先法):左、右两边位置可安排另6人中的两

人,有A26 种排法,其他有A55 种排法,共有A26A55=3
 

600(种)
排法,故C正确.
对于D,法一(特殊元素优先法):甲在最右边时,其他的可全

排,有A66 种方法;甲不在最右边时,可从余下的5个位置任

选一个,有A15 种,而乙可在除去最右边的位置后剩下的5个

中任选一个,有A15 种,其余人全排列,有 A55 种不同排法,共

有A66+A15A15A55=3
 

720(种)排法,故D错误.
法二(间接法):7人全排列,有 A77 种方法,其中甲在最左边

时,有A66 种方法,乙在最右边时,有 A66 种方法,其中都包含

了甲在最左边且乙在最右边的情形,有 A55 种 方 法,故 共 有

A77-2A66+A55=3
 

720(种)排法,故D错误.
故选ABC.
(2)法一:由题意,可分三类:第一类,体育类选修课和艺术类

选修课各选修1门,有C14C14 种方案;第二类,在体育类选修

课中选修1门,在艺术类选修课中选修2门,有C14C24 种方案;
第三类,在体育类选修课中选修2门,在艺术类选修课中选修

1门,有 C24C14 种 方 案.综 上,不 同 的 选 课 方 案 共 有 C14C14+

C14C24+C24C14=64(种).

法二:若学生从这8门课中选修2门课,则有C28-C24-C24=
16(种)选 课 方 案;若 学 生 从 这8门 课 中 选 修3门 课,则 有

C38-C34-C34=48(种)选课方案.综上,不同的选课方案共有

16+48=64(种).]
考点三

考向1 典例3 解:(1)无序不均匀分组问题.先选1本有C16 种

选法;再从余下的5本中选2本有C25 种选法;最后余下3本全选

有C33 种方法,故共有C16C25C33=60(种)分配方法.
(2)有序不均匀分组问题.由于甲、乙、丙是不同的三人,在第

(1)问基础上,还应考虑再分配,共有C16C25C33A33=360(种)分
配方法.
(3)无序均匀分组问题.先分三组,则应有C26C24C22 种分法,但
是这里面出现了重复,不妨记六本书为A,B,C,D,E,F,若
第一组取了A,B,第二组取了C,D,第三组取了E,F,该种

方法记为(AB,CD,EF),则C26C24C22 种分法中还有(AB,EF,
CD),(CD,AB,EF),(CD,EF,AB),(EF,CD,AB),(EF,
AB,CD),共A33 种情况,而这A33 种情况只能作为一种分法,

故分配方法有
C26·C24·C22

A33
=15(种).

(4)有序均匀分组问题.在第(3)问的基础上,还应考虑再分

配,共有15A33=90(种)分配方法.

(5)无序部分均匀分配问题.共有
C46C12C11
A22

=15(种)分配方法.

(6)有序部分均匀分配问题.在第(5)问的基础上,还应考虑再

分配,共有15A33=90(种)分配方法.
多维变迁

1.B [问 题 可 转 化 为 将9个 入 团 名 额 排 成 一 列,再 分 成6
组,每组至少一个,求 其 方 法 数.事 实 上,只 需 在 上 述9个

入团名额所产生的8个“空 档”中 选 出5个“空 档”插 入 挡

板,即产生符合要求的方法,有C58=56(种).故选B.]
2.C [法一(分类法)

第一类:当甲、乙两人在A 组时,有C12C14=8(种)分组方案.
第二类:当甲、乙两人在B 组时,有C12C14=8(种)分组方案.
由分类加法计数原理可得共有8+8=16(种)分组方案.故

选C.
法二(分步法)
第一步:安排甲、乙,甲、乙必须在同一组,A,B 两组有区别,
所以甲、乙可以选A 组或B 组,有C12=2(种)选择.此时所选

的组已有2人,还需2人;另一组仍需4人.
第二步:安排丙、丁,丙、丁不能同组,因此两人需分别进入两

个不同的组,有A22=2(种)分组方式.此时已有甲、乙2人和

丙、丁中的1人在同一组,该组已有3人,仅缺1人;另一组已

有1人,缺3人.
第三步:安排剩余4人,剩余4人中选1人补充到缺1人的

组,剩下3人自动归入另一组,有C14=4(种)选法.
根据分步乘法计数原理可得分组方案种数为2×2×4=16.
故选C.]

考向2 典例4 AB [已知将体重各不相同的A,B,C,D,E,
F 六只幼崽排成一排晒太阳,
对于A,6只幼崽全排列有 A66 种方法,A,C,D 全排列有 A33
种方法,则A,C,D 从 左 到 右 按 照 体 重 递 增 的 顺 序 排 列 有

A66
A33
=120(种)方法,故A正确;

对于B,先排列除E 与F 外的4只幼崽,有A44 种方法,4只幼

崽排列共有5个空,
利用插空 法 将 E 和F 插 入5个 空,有 A25 种 方 法,则 共 有

A44A25=480(种)方法,故B正确;
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对于C,A,B,C 三只幼崽排在一起,且A 只能在B 与C 的中

间有2种排法,将这3只幼崽看作一个整体,再与其余3只幼

崽全排列,有A44 种方法,

则共有2A44=48(种)方法,故C错误;
对于D,6只幼崽全排列有A66 种方法,

当D 在排头时,有A55 种方法,当F 在排尾时,有A55 种方法,

当D 在排头且F 在排尾时,有A44 种方法,

则D 不在排头,F 不在排尾的情况共有A66-2A55+A44=504
(种),故D错误.故选AB.]

多维变迁

 C [已知A,B,C,D,E 五人站成一排,要求A,B 相邻且C,
D 不相邻,将A,B 看成一个整体,
则A,B 的排列方法有A22 种方法,
然后将这个整体与E 进行全排列,
则不同的排列方法有A22 种,

最后将C,D 插入到三个空中的两个中,有A23 种方法,

根据分步乘法计数原理,可知排法种数为A22A22A23=24.
故选C.]

微点突破13
典例5 24 112 [第一步,从第一行任选一个数,共有4种不

同的选法;第二步,从第二行选一个与第一个数不同列的数,
共有3种不同的选法;第三步,从第三行选一个与第一、二个

数均不同列的数,共有2种不同的选法;第四步,从第四行选

一个与第一、二、三个数均不同列的数,只有1种选法.
由分步乘法 计 数 原 理 知,不 同 的 选 法 种 数 为4×3×2×1
=24.
先按列分析,每列必选出一个数,故所选4个数的十位上的数

字分别为1,2,3,4.再按行分析,第一、二、三、四行个位上的

数字的最大值分别为1,3,3,5,故从第一行选21,从第二行选

33,从第三行选43,从第四行选15,此时个位上的数字之和最

大.故选中方格中的4个数之和的最大值为21+33+43+
15=112.]

母题探究

1.108 [由本例解析知所选方格中,40,12,22,34的和最小,选
中方格中的4个数之和的最小值为108.]

2.12 4 [根据题意可得所有情况如图所示.

则满足4个数之和为正的有12个,其中最小值为4.]

随堂·对点检测

1.C [若路线为甲、乙、丁,则有3×2=6(条);若路线为甲、丙、
丁,则有3×4=12(条),故共有6+12=18(条).
故选C.]

2.C [将5名同学分配到三个班,每班至少1名同学,
则可将5名同学分为1,2,2或1,1,3三组,再分到三个班,

则不同的分配方法有
C25C23
A22
+C35  A33=150(种).

故选C.]

3.AD [对于A,因为甲、乙必须相邻且乙在甲的右边,
所以将甲、乙看成一个整体,再与丙、丁、戊全排列,有A44=24
(种)排法,故A正确;
对于B,若甲站在最左端,乙和丙、丁、戊全排列,有 A44=24
(种)排法;若 乙 站 在 最 左 端,有 A13A33=18(种)排 法,共 有

24+18=42(种)排法,故B错误;
对于C,因为甲、乙不相邻,所以先将丙、丁、戊三人排成一排,
再将甲、乙安排在三人的空位中,有 A33·A24=72(种)排法,
故C错误;
对于D,甲、乙、丙、丁、戊五人全排列有A55=120(种)排法,

甲、乙、丙全排列有A33=6(种)排法,

所以甲、乙、丙 按 从 左 到 右 的 顺 序 排 列 的 排 法 有
120
6 =20

(种),故D正确.
故选AD.]

4.288 [先选2个家长排在队列的头和尾的排法数为A24=12,

剩下的家长和儿童全排的排法种数为A44=24,则不同的排列

种数为12×24=288.]
第70课时 二项式定理

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)C0nan+C1nan-1b1+…+Ck
nan-kbk+…+Cn

nbn 
(2)k+1

知识点2 Ck
n=Cn-k

n  递增 递减 C
n
2
n C

n-1
2

n  C
n+1
2

n
知识点3 (1)2n (2)2n-1

链教材·夯基固本

1.A [二项式系数是指C07,C17,C27,…,C77,

故第3项的二项式系数为C27.故选A.]

2.B [2x-
1
34x  

6

的 展 开 式 的 中 间 项 为 C36 (2x)3 ·

-
1
34x  

3

=-40x2.故选B.]

3.C [由题 意 可 得,二 项 式 的 展 开 式 满 足 Tk+1=Ck
nxk,且 有

C3n=C7n,因 此n=10.故 二 项 式 系 数 最 大 的 项 为 C510x5=
252x5.故选C.]

4.0 [由(1+x)n=C0nx0+C1nx1+C2nx2+…+Cn
nxn,

令x= -1,得 (1-1)n =C0n -C1n +C2n -C3n + … +
(-1)nCn

n=0.]
考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 B [∵ x-
a

x2  
6

的展开式的通项为Tk+1=

Ck
6·(- a)k·x6-3k,令6-3k=0,得k=2,

可得它的常数项为C26·a=60,∴a=4.
故选B.]
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母题探究

1.7 [由题意可得,展开式共有7项.]

2.-160x-3 [中间项为C36·(-2)3·x-3=-160x-3.]

3.-12 [由本例解答知 x-
2
x2  

6

的展开式的通项为Tk+1=

Ck
6·(-2)k·x6-3k,k=0,1,…,6,

令6-3k=3,得k=1,所以x3 的系数为-12.]

4.7 [由6-3k 为整数,k∈N,k≤6,可知有理项共有7项.]

考向2 典例2 (1)B (2)C [(1) 2+1x ·(2x-1)11=

2(2x-1)11+
1
x
(2x-1)11,

(2x-1)11 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1 = Ck
11(2x)11-k·

(-1)k=(-1)k·211-kCk
11x11-k,k=0,1,…,11,

∴2(2x-1)11=(-1)k212-kCk
11x11-k①,

1
x
(2x-1)11=(-1)k211-kCk

11x10-k②,

在①式中,令11-k=0,得k=11,故2(2x-1)11 的展开式中的常

数项为(-1)1121C1111=-2,

在②式中,令10-k=0,得k=10,则
1
x
(2x-1)11 的展开式

中的常数项为(-1)1021C1011=22,

故 2+
1
x  (2x-1)11 的展开式中的常数项为-2+22=20.

故选B.
(2)法一:(x+y-z)5 的 展 开 式 的 通 项 为 Tr+1=Cr5x5-r ·

(y-z)r(0≤r≤5,r∈N),
(y-z)r 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1 =Ck

ryr-k (-z)k =
(-1)kCk

ryr-kzk(0≤k≤r≤5,k,r∈N),

可得(x+y-z)5 的展开式的通项为(-1)kCr
5Ck

rx5-ryr-kzk

(0≤k≤r≤5,k,r∈N),

由

5-r=2,

r-k=2,

k=1, 可得
r=3,

k=1, 
故(x+y-z)5 的展开式中含x2y2z 项的系数为-C35C13=
-10×3=-30.故选C.
法二:(x+y-z)5 表示5个因式(x+y-z)之积,

∴x2y2z 可从两个因式中取x,剩余的3个因式中2个取y,
其余一个因 式 取z,因 此x2y2z 的 系 数 为 C25C23C11(-1)=
-30.故选C.]

考点二

考向1 典例3 BCD [二 项 展 开 式 中 的 二 项 式 系 数 和 为

22
 

026,故A错误;
令x=1,可得(1-2)2

 

026=a0+a1+a2+…+a2 

025+a2 

026=
1,即展开式中所有项的系数和为1,故B正确;

令x=0,可得a0=1,令x=
1
2
,可得 1-2×

1
2  

2
 

026

=a0+

a1
2+

a2
22
+…+

a2 

025

22
 

025+
a2 

026

22
 

026=0,所 以
a1
2 +

a2
22
+
a3
23
+…+

a2 

025

22
 

025+
a2 

026

22
 

026=-1,故C正确;

将等式(1-2x)2
 

026=a0+a1x+a2x2+…+a2 

025x2
 

025+

a2 

026x2
 

026 两边同时求导可得,

2
 

026×(-2)×(1-2x)2
 

025=a1+2a2x+3a3x2+…+

2
 

025a2 

025x2
 

024+2
 

026a2 

026x2
 

025,

再 令 x=1,可 得 a1 +2a2 +3a3 + … +2
 

025a2 

025 +
2

 

026a2 

026=4
 

052,故D正确.故选BCD.]
多维变迁

 解:(1)(2x-3y)10 的展开式的通项为 Tk+1=Ck
10(2x)10-k

(-3y)k=Ck
10210-k·(-3)kx10-kyk(k∈N且0≤k≤10).

第3项的二项式系数为C210=45,第3项的系数为C210210-2×
(-3)2=103

 

680.
(2)二项 式 系 数 的 和 为 C010+C110+C210+…+C1010=210=
1

 

024.
(3)令x=y=1,得各项系数的和为(2-3)10=(-1)10=1.
(4)奇数项的二项 式 系 数 和 为C010+C210+C410+C610+C810+

C1010=29=512,偶 数 项 的 二 项 式 系 数 和 为C110+C310+C510+

C710+C910=29=512.
(5)设(2x-3y)10=a0x10+a1x9y+a2x8y2+…+a10y10,
令x=y=1,得a0+a1+a2+…+a10=1①.
令x=1,y=-1,得

a0-a1+a2-a3+…+a10=510②.

①+②,得2(a0+a2+a4+a6+a8+a10)=1+510,

所以奇数项系数和为
1+510

2 .

①-②,得2(a1+a3+a5+a7+a9)=1-510,

所以偶数项系数和为
1-510

2 .

(6)由(5)知x 的奇次 项 系 数 和 为a1+a3+a5+a7+a9=
1-510

2
;x 的 偶 次 项 系 数 和 为a0+a2+a4+a6+a8+a10

=
1+510

2 .

考向2 典例4 D [因为 2x+ 1x 
n

的展开式中二项式系

数之和为64,所以2n=64,则n=6,

所以 2x+ 1x 
6

的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
6(2x)6-k·

 1x 
k

=Ck
626-kx

6-32k.

令x=1,可得展开式中各项系数之和为36,故A错误;
第4项的二项式系数最大,此时k=3,则二项展开式中二项

式系数最大的项为T4=C3626-3x
6-32×3=160x

3
2,故B错误;

令6-
3
2k=0

,则k=4,

所以展开式中的常数项为C4626-4x
6-32×4=60,故C错误;

令第k+1项的系数最大,

则
Ck
626-k≥Ck-1

6 26-k+1,

Ck
626-k≥Ck+1

6 26-k-1, 
解得

4
3≤k≤

7
3
,

因为k∈N,所以k=2.
所以展开式中系数最大的项为T3=C2624x3=240x3,故D正

确.故选D.]
多维变迁

 -8
 

064 -15
 

360x4 [由题意知,22n-2n=992,即(2n-
32)(2n+31)=0,故2n=32,解得n=5.由二项式系数的性质

知,2x-
1
x  

10

的展开式中第6项的二项式系数最大,故二
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项式系数最大的项为T6=C510(2x)5 -
1
x  

5

=-8
 

064.

设第k+1项的系数的绝对值最大,

则Tk+1=Ck
10·(2x)10-k· -

1
x  

k

=(-1)kCk
10·210-k·x10-2k,

令
Ck
10·210-k≥Ck-1

10 ·210-k+1,

Ck
10·210-k≥Ck+1

10 ·210-k-1, 
 

得
Ck
10≥2Ck-1

10 ,

2Ck
10≥Ck+1

10 , 
 

即
11-k≥2k,

2(k+1)≥10-k, 
 

解得
8
3≤k≤

11
3.

∵k∈N,∴k=3.
故系数的绝对值最大的项是第4项,

T4=-C310×27×x4=-15
 

360x4.]
考点三

典例5 (1)B (2)B [(1)因为a∈Z,且0≤a≤13,
所以512

 

025+a=(52-1)2
 

025+a
=C02 

025522
 

025-C12 

025522
 

024+C22 

025522
 

023-…+C2
 

024
2

 

02552-C2
 

025
2

 

025+

a,因为512
 

025+a 能被13整除,结合选项,
所以-C2

 

025
2

 

025+a=-1+a 能被13整除,所以a=1.
(2)1.026=(1+0.02)6=1+C16×0.02+C26×0.022+C36×

0.023+…+0.026≈1+0.12+0.006≈1.13.]
教材拓展15

典例6 AD [根据组合数性质可知,Cr
n=Cr-1

n-1+Cr
n-1,A正确;

根据二项式定理可知,C0n+C1n+C2n+…+Cn
n=2n,故B错误;

根据选项A的等式,C44+C34+C35+C36+C37+C38=C49=126,故

C错误;
第10行中从左往右第5个数与第6个数分别为C410 和C510,比
值为5∶6,故D正确.
故选AD.]

随堂·对点检测

1.B  [(2x - y)5 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1 =
Ck
5(2x)5-k(-y)k,k=0,1,…,5,

则 1+y
x  (2x-y)5 的 展 开 式 中x2y3 的 系 数 为-C3522+

C2523=40.故选B.]

2.ACD [由二项式系数的性质知,(a-b)11 的展开式中的二项

式系数之和为211=2
 

048,故A正确;
因为(a-b)11 的展开式共有12项,中间两项的二项式系数最

大,即第6项和第7项的二项式系数最大,故C正确,B错误;
因为展开式中第6项的系数是负数,且绝对值最大,所以展开

式中第6项的系数最小,故D正确.故选ACD.]

3.ABC [二项展开式的通项为

Tk+1=Cknx2n-2k(-1)kx
-k
2=(-1)kCknx

2n-5k2,
由于第3项与第5项的系数之比为3∶14,

则
C2n
C4n
=
3
14
,

故

n(n-1)
1×2

n(n-1)(n-2)(n-3)
1×2×3×4

=
3
14
,

得n2-5n-50=0,解得n=10(负值舍去),故A正确;

则Tk+1=(-1)kCk
10x

20-5k2,

令20-
5k
2=0

,解得k=8,

则展开式中的常数项为(-1)8C810=45,故B正确;

令20-
5k
2=5

,解得k=6,

则含x5 的项的系数为(-1)6C610=210,故C正确;

令20-
5k
2∈Z,则k 为偶数,

此时k=0,2,4,6,8,10,故 有6项 为 有 理 项,故 D错 误.故

选ABC.]

4.1.105 [1.0110=(1+0.01)10=1+C110×0.01+C210×

0.012+C310×0.013+… ≈1+0.1+0.004
 

5=1.104
 

5≈
1.105.]

第71课时 随机事件与概率

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)样本空间 (2)必然事件 不可能事件

知识点2 A⊆B A∪B 或A+B A∩B 或AB A∩B=⌀
 A∩B=⌀ A∪B=Ω

知识点3 (1)有限个 相等 (2)
n(A)
n(Ω)

知识点4 P(A)+P(B) 1-P(B)

P(A)+P(B)-P(A∩B)
知识点5 (1)稳定于

链教材·夯基固本

1.Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 5 [任选一个数,共有10种不同

选法,故样本空间为Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},其中偶数共有

5种,故“它是偶数”这一事件包含的样本点个数为5.]

2.D [连续射击两次中靶的情况如下:①两次都中靶;②只有

一次中靶;③两次都没有中靶,故选D.]

3.C [互斥事件与对立事件都是两个事件的关系,互斥事件是

不可能同时发生的两个事件,而对立事件除要求这两个事件

不同时发生外,还要求二者必须有一个发生.因此,对立事件

是互斥事 件 的 特 殊 情 况,而 互 斥 事 件 未 必 是 对 立 事 件.故

选C.]

4.
1
5 

2
5 

[从0~9这10个数中随机选择一个数,共有10种

可能,其样本空间可表示为Ω={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.若

一个数的平方的个位数字为1,则该数为1或9,共2个,故其

概率为
2
10=

1
5
;若一个数的四次方的个位数字为1,则该数

平方的个位数字为1或9,所以该数为1,3,7,9,共4个,故其

概率为
4
10=

2
5.]

5.
3
10 

[该试验的样本空间可表示为Ω={(1,3,5),(1,3,7),

(1,3,9),(1,5,7),(1,5,9),(1,7,9),(3,5,7),(3,5,9),(3,

7,9),(5,7,9)},共有10个样本点,其中能构成三角形的样本

点有(3,5,7),(3,7,9),(5,7,9),共3个,故 所 求 概 率 P

=
3
10.]

6.(1)0.5 0.3 (2)0.8 0 [(1)如果B⊆A,那么 A∪B=
A,A∩B=B,所 以 P(A∪B)=P(A)=0.5,P(AB)=
P(B)=0.3.
(2)如 果 A,B 互 斥,那 么 A∩B=⌀,所 以 P(A∪B)=
P(A)+P(B)=0.5+0.3=0.8,P(AB)=0.]
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7.0.782 [总共50×20=1
 

000(次),

从全班情况看频率为
782
1

 

000=0.782
,

由此估计钉尖朝上的概率为0.782.]
考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 (1)C (2)B [(1)从甲、乙、丙三位同学中随

机抽选两位同学进 行 家 访,所 有 的 基 本 事 件 有(甲 乙),(甲
丙),(乙丙),对于A,P 不一定发生,故不是必然事件;
对于B,Q 可能发生,所以不是不可能事件;
对于C,P 与Q 不能同时发生,故P 与Q 是互斥事件;
对于D,P 与Q 不能同时发生,但P∪Q 不是全部事件,所以

不是对立事件.故选C.
(2)对于A,例如点数(1,2),满足题意要求,所以二者能同时

发生,不是互斥事件,故A错误;
对于B,点数之和为奇数,两数一奇一偶,点数之积为奇数,两
数均为奇数,两事件不能同时发生,存在两数和为偶数且积

为偶数的情况,所以二者互斥但不对立,故B正确;
对于C,二者不能同时不发生,也不能同时发生,是对立事件,
故C错误;
对于D,二者能同时发生,不是互斥事件,如点数(4,2),故D
错误.
故选B.]

考向2 典例2 解:(1)易 知 P(A)=
1
1

 

000
,P(B)=

1
100
,

P(C)=
1
20.

(2)1张奖券中奖包含中特等奖或一等奖或二等奖.设“1张

奖券中奖”为事件 M,则 M=A∪B∪C.因为A,B,C 两两互

斥,所以P(M)=P(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+P(C)=
1+10+50
1

 

000 =
61
1

 

000.
故1张奖券的中奖概率为

61
1

 

000.

(3)设“1张奖券不中特等奖且不中一等奖”为事件 N,则事件

N 与“1张奖券 中 特 等 奖 或 中 一 等 奖”互 为 对 立 事 件.所 以

P(N)=1-P(A∪B)=1-
1
1

 

000-
1
100=

989
1

 

000.
故1张奖券

不中特等奖且不中一等奖的概率为
989
1

 

000.

多维变迁

1.ABC [若事件B 包含事件A,则P(A)≤P(B),故A正确;
若A,B 为对立事件,则P(A)+P(B)=1,故B正确;
若A,B 为 互 斥 事 件,则 P(A∪B)=P(A)+P(B),故 C
正确;
因为P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB),所以当A,B 互斥

时,P(A∪B)=P(A)+P(B),故D错误.故选ABC.]

2.0.11 [记“射中环数不够7环”为事件D,则事件D 为“射中

10环或9环或8环或7环”,
所以P(D)=0.21+0.23+0.25+0.2=0.89,
所以P(D)=1-P(D)=1-0.89=0.11.]

考向3 典例3 AB [随机事件A 的概率是频率的稳定值,频
率是概率的近似值,故A正确;
抛掷骰子100次,得点数是1的结果是18次,则出现1点的

频率是
18
100=

9
50
,故B正确;

有一批产品,其次品率为0.05,若从中任取200件产品,则不

一定抽取到190件正品和10件次品,故C错误;

100次并不是无穷多次,抛掷一枚质地均匀的硬币100次,有

51次出现了正面,则不能得出抛掷一次该硬币出现正面的概

率是0.51,故D错误.故选AB.]
考点二

典例4 (1)C (2)
3
5 

1
2 

[(1)由题意,从4辆燃油车和2辆

新能源车中随机选出3辆,有C36=20(种)情况,

选出的3辆 中 至 少 有1辆 新 能 源 车,有 C36-C34=16(种)
情况,

所以选出的3辆中至少有1辆新能源车的概率为
16
20=

4
5.

故选C.
(2)法一:列举法

从五个活动中选三个的情况有

ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,ADE,BCD,BCE,BDE,

CDE,共10种情况,
其中甲 选 到 A 有6种 可 能 情 况:ABC,ABD,ABE,ACD,

ACE,ADE,

则甲选到A 的概率为
6
10=

3
5.

乙选 A 活 动 有6种 可 能 情 况:ABC,ABD,ABE,ACD,

ACE,ADE,
其中再选择B 有3种可能情况:ABC,ABD,ABE,

故乙选了A 活动,他再选择B 活动的概率为
3
6=

1
2.

法二:设甲、乙选到A 为事件M,乙选到B 为事件N,

则甲选到A 的概率为P(M)=
C24
C35
=
3
5.

乙选了 A 活 动,他 再 选 择 B 活 动 的 概 率 为P(N|M)=

P(MN)
P(M)=

C13
C35
C24
C35

=
1
2.]

多维变迁

 B [画出树状图:

 

 
甲、乙、丙、丁四人排成一列共有24种排法,其中丙不在排头,

且甲或乙在排尾的排法共有8种,所以所求概率为
8
24=

1
3.

故选B.]
考点三

典例5 解:设事件A=“不派出医生”,事件B=“派出1名医

生”,事件C=“派出2名医生”,事件D=“派出3名医生”,事
件E=“派出4名医生”,事件F=“派出5名或5名以上医
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生”,则事 件 A,B,C,D,E,F 彼 此 互 斥,且 P(A)=0.1,

P(B)=0.16,P (C)=0.3,P(D)=0.2,P (E)=0.2,

P(F)=0.04.
(1)“派出医生至多2人”的概率为P(A∪B∪C)=P(A)+
P(B)+P(C)=0.1+0.16+0.3=0.56.
(2)法一:“派 出 医 生 至 少2人”的 概 率 为 P(C∪D∪E∪
F)=P(C)+P(D)+P(E)+P(F)=0.3+0.2+0.2+
0.04=0.74.
法二:“派出医 生 至 少2人”的 概 率 为1-P(A∪B)=1-
(0.1+0.16)=0.74.

随堂·对点检测

1.C [对于选项A,若A⊆B⊆C,则P(A∪B∪C)=P(C)=
0.6<1,

所以A∪B∪C 不是必然事件,故A错误;

对于选项B,若A⊆B,则P(A∩B)=P(A)=0.4≠0,所以A 与

B 不是互斥事件,故B错误;

对于选项C,由(A∩B)⊆A,得P(A∩B)≤P(A)=0.4,故

C正确;

对于选项D,P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B)=0.9-
P(A∩B),

而P(A∩B)≥0,

所以P(A∪B)≤0.9,故D错误.
故选C.]

2.B [对于A,抛掷一枚硬币,正面朝上的概率为0.5,为定值,

故A错误;

对于B,甲同学的试验中,正面朝上的频率为0.517,反面朝上

的频率为0.483,故B正确;

对于C,抛掷一枚硬币,反面朝上的概率为0.5,故C错误;

对于D,甲同学的试验中,正面朝上的频率就是0.517,而不

是接近0.517,故D错误.
故选B.]

3.D [根据题意可知,P(A∪B)=P(A)+P(B)=
2
3
,

又P(A)=3P(B),

所以P(B)=
1
6
,则P(B)=

5
6.

故选D.]

4.ACD [因为事件A,B,C 两两互斥,所以P(B∩C)=0,故D

正确;由 P(A∪B)=P(A)+P(B)=
1
5+P(B)=

8
15
,得

P(B)=
1
3
,故A正确;由P(A∪C)=P(A)+P(C)=

1
5+

P(C)=
9
20
,得P(C)=

1
4
,故B错误;P(B∪C)=P(B)+

P(C)=
1
3+

1
4=

7
12
,故C正确.故选ACD.]

5.
5
16 

[根据题意,设A=“被选取的整数是质数”,大于1且小

于50的整数共有48个,

其中质数包含2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,

47,共15个,

故P(A)=
15
48=

5
16.]

第72课时 事件的相互独立性、条件

概率与全概率公式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)P(A)P(B) (2)B
知识点2 (2)P(A)P(B|A)
(3)1 0≤P(B|A)≤1 P(B|A)+P(C|A)

1-P(B|A)

知识点3 ∑
n

i=1
P(Ai)P(B|Ai)

链教材·夯基固本

1.C [掷两枚质地均匀的骰子,A=“第一枚出现奇数点”,B=
“第二枚出现偶数点”,事件A 与B 能同时发生,故事件A 与

B 既不是互斥事件,也不是对立事件,故 A,B错误;P(A)=
3
6=

1
2
,P(B)=

3
6=

1
2
,P(AB)=

1
2×

1
2=

1
4
,P(A)·

P(B)=
1
2×

1
2=

1
4
,因为P(A)·P(B)=P(AB),所以A

与B 相互独立,故C正确;事件A 与B 不相等,故D错误.故
选C.]

2.A [甲、乙两人射击时相互独立,
则他们都中靶的概率为0.8×0.7=0.56.]

3.
18
19 

[由题意,设该节能灯使用寿命超过10
 

000
 

h为事件A,

则事件A 的概率P(A)=0.95;
设该节能灯使用寿命超过12

 

000
 

h为事件B,
则事件B 的概率P(B)=0.9,则P(AB)=P(B)=0.9,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

0.9
0.95=

18
19.]

4.0.7 [设A1=“第1天去A餐厅用餐”,

B1=“第1天去B餐厅用餐”,

A2=“第2天去A餐厅用餐”,
则Ω=A1∪B1,且A1 与B1 互斥,
根据题意得,

P(A1)=P(B1)=0.5,P(A2|A1)=0.6,

P(A2|B1)=0.8,
由全概率公式,得P(A2)=P(A1)P(A2|A1)+P(B1)P(A2|
B1)=0.5×0.6+0.5×0.8=0.7.
因此,王同学第2天去A餐厅用餐的概率为0.7.]

5.D [因为P(N|M)=0.5,由对立事件概率计算公式可得,

P(N|M)=1-0.5=0.5,
则P(MN)=P(M)P(N|M)=0.4×0.5=0.2.故选D.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 B [事件甲发生的概率P(甲)=
1
6
,事件乙发

生的概率P(乙)=
1
6
,事件丙发生的概率 P(丙)=

5
6×6=

5
36
,事件丁发生的概率P(丁)=

6
6×6=

1
6.事件甲与事件丙

同时发生的概率为0,P(甲丙)≠P(甲)P(丙),故A错误;事

件甲与 事 件 丁 同 时 发 生 的 概 率 为
1
6×6=

1
36
,P(甲 丁)=

P(甲)P(丁),故B正确;事件乙与事件丙同时发生的概率为

1
6×6=

1
36
,P(乙丙)≠P(乙)P(丙),故C错误;事件丙与事

件丁是互斥事件,不是相互独立事件,故D错误.故选B.]
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考向2 典例2 解:设甲、乙、丙三个小组攻克该技术难题分别

为事件A,B,C,即P(A)=
1
2
,P(B)=

1
2
,P(C)=

2
3
,且

A,B,C 相互独立.
(1)甲、乙、丙 三 个 小 组 均 受 到 奖 励 的 概 率 为 P(ABC)=

P(A)P(B)P(C)=
1
2×

1
2×

2
3=

1
6.

(2)只有甲小组受到奖励的概率为P(ABC)=P(A)P(B)·

P(C)=
1
2×

1
2×

1
3=

1
12.

(3)设 受 到 奖 励 的 小 组 数 为 X,则 P (X =2)=
P(A)P(B)P(C)+P(A)P(B)P(C)+P(A)P(B)P(C)=
1
2×

1
2×

1
3+

1
2×

1
2×

2
3+

1
2×

1
2×

2
3=

5
12.

所以受到奖励的小组数是2的概率为
5
12.

考点二

典例3 (1)D (2)A [(1)由 题 意 知P(AB)=P(A)+
P(B)-P(A+B)=0.6+0.7-0.9=0.4,

所以P(A|B)=
P(AB)
P(B)=

0.4
0.7=

4
7.故选D.

(2)事件A 表示“两个家庭至少一个家庭选择沈阳博物馆”,
事件B 表示“两个家庭选择景点不同”,
两个家庭共有32=9(种)选择,

则P(AB)=
C12C12
9 =

4
9
,

P(A)=1-
22

9=
5
9
,

则P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

4
9
5
9

=
4
5.

故选A.]
多维变迁

1.A [在不超过20的自然数中,素数有2,3,5,7,11,13,17,

19,共8个,
其中“孪生素数”有3和5,5和7,11和13,17和19,共4种情

况,

则P(B|A)=
n(AB)
n(A)=

4
C28
=
1
7
,

故P(B|A)=1-P(B|A)=
6
7.

故选A.]

2.ABD [P(A|B)=
P(AB)
P(B)

,P(B|A)=
P(AB)
P(A)

,而P(A)与

P(B)不一定相等,故A不正确;
当B,C 为互斥事件时,等式成立,故B不正确;
由概率的乘法公式知C正确;

P(B|A)P(A)=P(AB)≤P(A)+P(B),故D不正确.故
选ABD.]

考点三

典例4 A [设事件 A 表示“随机抽一名教师,该教师喜欢跑

步”,事件B1,B2,B3 分别表示“抽到的教师来自高一、高二、
高三年级”,

由题意知P(B1)=
3

3+3+4=0.3
,P(B2)=

3
3+3+4=0.3

,

P(B3)=
4

3+3+4=0.4
,

P(A|B1)=0.4,P(A|B2)=0.3,P(A|B3)=0.35,
根据全概率公式知P(A)=P(B1)P(A|B1)+P(B2)P(A|
B2)+P(B3)P(A|B3)=0.3×0.4+0.3×0.3+0.4×
0.35=0.35.故选A.]

多维变迁

1.C [设事件 A 表示该园区水质每日发生化学污染,事件B
表示该监测系统每日发生警报,
由题意,可 得 P(A)=0.1,P(A)=0.9,P(B|A)=0.95,

P(B|A)=0.05,
所以P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)=0.1×0.95+
0.9×0.05=0.14.
故选C.]

2.解:(1)从该地区小学生中随机抽取1人,该生感染甲型流感

的概率为
1
2
,

从该地区初中生中随机抽取1人,该生感染甲型流感的概率

为
1
8
,

所以这2人中至多有一人感染甲型流感的概率为1-
1
2×

1
8=

15
16.

(2)设A=“抽到小学生”,B=“抽到初中生”,C=“抽到高中生”,

D=“该生感染甲型流感”,

则P(A)=
5
12
,P(B)=

1
3
,P(C)=

1
4
,

P(D|A)=
1
2
,P(D|B)=

1
8
,P(D|C)=

1
12
,

所以由全概率公式可知,

P(D)=P(A)P(D|A)+P(B)P(D|B)+P(C)P(D|C)

=
5
12×

1
2+

1
3×

1
8+

1
4×

1
12=

13
48.

所以该生感染甲型流感的概率为
13
48.

随堂·对点检测

1.AB [由于摸球过程是有放回地,所以第一次摸球的结果对

第二次摸球的结果没有影响,故事件A 与B,A 与C 均相互

独立,且A 与B,A 与C 均有可能同时发生,说明A 与B,A
与C 均不互斥.故选AB.]

2.A [根据题意可知,甲投中的概率为0.7,乙投中的概率为

0.8,
则甲、乙两人 恰 好 有 一 人 投 中 的 概 率 为0.7×(1-0.8)+
0.8×(1-0.7)=0.38.
故选A.]

3.D [由题意知,事件M 包含的基本事件有30个,则P(M)=
30
62
=
5
6
,

事件 MN 包含的基本事件有8个,

则P(MN)=
8
62
=
2
9
,

所以P(N|M)=
P(MN)
P(M)=

4
15.

故选D.]

4.
1
4 

[∵P(B|A)=
3
4
,P(A)=

1
3
,

∴P(AB)=P(A)P(B|A)=
1
3×

3
4=

1
4.]
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5.
3
4 

[设 输 入 的 问 题 表 达 清 晰 为 事 件 A,回 答 被 采 纳 为 事

件B,

则P(A)=1-
1
4=

3
4
,P(A)=

1
4
,

P(B|A)=
8
9
,P(B|A)=

1
3
,

根据全概率公式,P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)=
3
4×

8
9+

1
4×

1
3=

3
4.]

第73课时 离散型随机变量及其分布列、数字特征

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)唯一 (2)一一列举

知识点2 (2)≥ 1
知识点3 (1)x1p1+x2p2+…+xnpn

∑
n

i=1
xipi 均值 期望 平均水平 aE(X)+b p

(2)∑
n

i=1
(xi-E(X))2pi 偏离程度 D(X) a2D(X) 

p(1-p)
链教材·夯基固本

1.D [第一枚与第二枚的点数之差大于4,只有D项符合.]

2.C [因为随机变量 X 的 可 能 取 值 为1,2,…,n,并 且 取1,

2,…,n 是等可能的,

所以P(X<4)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=
3
n =

0.3,解得n=10.故选C.]

3.2.8 10.4 [E(X)=1×0.1+2×0.3+3×0.4+4×0.1+
5×0.1=2.8,E(3X+2)=3E(X)+2=3×2.8+2=10.4.]

4.0.84 
2 21
5  [由题意知E(X)=1×0.2+2×0.3+3×

0.4+4×0.1=2.4,所 以D(X)=(1-2.4)2×0.2+(2-
2.4)2×0.3+(3-2.4)2×0.4+(4-2.4)2×0.1=0.84,

D(2X+7)=4D (X)=4×0.84= 3.36,σ(2X+7)=

3.36=
2 21
5 .]

5.
91
6 

[因为E(X)=
7
2
,D(X)=

35
12
,

由D(X)=E(X2)-(E(X))2,

得E(X2)=D(X)+(E(X))2=
35
12+

7
2  

2

=
91
6.]

考点深研·题型突破

考点一

典例 1 (1)A (2)ABD [(1)由 分 布 列 的 性 质 得,

0≤4a-1≤1,

0≤3a2+a≤1,

4a-1+3a2+a=1, 解得a=
1
3.故选A.

(2)因为0.1+0.2+0.4+0.2+a=1,解 得a=0.1,故 A
正确;
由分布列知P(X≤2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
0.1+0.2+0.4=0.7,故B正确;

P(X≥3)=P(X=3)+P(X=4)=0.2+0.1=0.3,故C
错误;

P(X≤1)=P(X=0)+P(X=1)=0.1+0.2=0.3,故 D
正确.
故选ABD.]

多维变迁

1.C [根据题意,P(ξ≥2)=0.9,则P(ξ<2)=1-0.9=0.1,
又由η=3ξ+1,则P(η<7)=P(ξ<2)=0.1.故选C.]

2.ACD [由 P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
a
2+

a
6+

a
12=1

,解得a=
4
3
,故A正确;

P(X≥1)=P(X=1)+P(X=2)=
a
6+

a
12=

a
4=

1
3
,故B

错误;

P(X2<3)=P(X=0)+P(X=1)=
a
2+

a
6=

2a
3=

8
9
,故C

正确;

由B项的分析,知P(X≥1)=
1
3
,所以0≤m<1,故D正确.

故选ACD.]
考点二

典例2 解:(1)因为两次抽奖相互独立,记“第2次抽到一等

奖”为事件A,则P(A)=
1
5.

(2)由题意知Y 的所有可能取值为0,1,2,3,4,

P(Y=4)=
1
5×

1
5×2=

2
25
,P(Y=3)=2×

1
5×

1
5×2=

4
25
,P(Y=2)=3×

1
5×

1
5×2=

6
25
,P(Y=1)=4×

1
5×

1
5×2=

8
25
,P(Y=0)=5×

1
5×

1
5=

1
5
,

所以Y 的分布列为

Y 4 3 2 1 0

P 2
25

4
25

6
25

8
25

1
5

所以E(Y)=4×
2
25+3×

4
25+2×

6
25+1×

8
25+0×

1
5=

8
5.

多维变迁

1.ABD [依题意,a+b+c=3b=0.75,解得b=0.25,a+c=

0.5.D 1
4X+1  =116D(X),A正确;

P(|X|=1)=P(X=-1)+P(X=1)=a+c=0.5,B正确;

E(X)=-a+c+0.5=1-2a,则E(aX)=aE(X)=a(1-
2a)=0.08,解得a=0.1或a=0.4,C错误;当a=0.3,c=
0.2时,a-c=0.1,D正确.故选ABD.]

2.解:(1)X 的可能取值为0,1,2,

P(X=0)=
C27
C210
=
7
15
,P(X=1)=

C13C17
C210

=
7
15
,P(X=2)=

C23
C210
=
1
15
,

故X 的分布列为

X
 

0
 

1
 

2

P 7
15

7
15

1
15

(2)由(1)知,E(X)=0×
7
15+1×

7
15+2×

1
15=

3
5
,

所以 D(X)=
7
15× 0-

3
5  

2

+
7
15× 1-

3
5  

2

+
1
15×

2-
3
5  

2

=
28
75.
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考点三

典例3 解:(1)甲投篮3次得2分,即只投进1次,概率为P=

C13×
1
2× 1-

1
2  

2

=
3
8.

(2)由题意,知X 的所有可能取值为0,2,4,6.

P(X=0)=
1
2×

3
5×

3
5=

9
50
,P(X=2)=

1
2×

2
5×

3
5+

1
2×

2
5×

2
5+

1
2×

3
5×

2
5=

8
25
,

P(X=4)=
1
2×

2
5×

3
5+

1
2×

2
5×

2
5+

1
2×

3
5×

2
5=

8
25
,P(X=6)=

1
2×

3
5×

3
5=

9
50.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 2 4 6

P 9
50

8
25

8
25

9
50

E(X)=0×
9
50+2×

8
25+4×

8
25+6×

9
50=3.

(3)设 甲 投 篮3次 的 得 分 为Y,则Y=0,2,4,6,且
Y
2 ~

B 3,
1
2  .

所以E(Y)=2×3×
1
2=3

,D(Y)=22×3×
1
2×

1
2=3.

由(2),得 D(X)=02×
9
50+2

2×
8
25+4

2×
8
25+6

2×
9
50-

32=
97
25.

因为E(X)=E(Y),D(X)>D(Y),P(X=6)>P(Y=6)=
1
8
,所以从最终得分的均值方面分析,甲、乙两人的投篮水平

相当;从最终得分的方差方面分析,甲的投篮水平更稳定;从
概率方面分析,乙得6分的可能性更大.(答案不唯一,言之有

理即可)
多维变迁

 解:(1)由题意得,X 的所有可能取值为0,20,100,

P(X=0)=1-0.8=0.2,

P(X=20)=0.8×(1-0.6)=0.32,

P(X=100)=0.8×0.6=0.48,
所以X 的分布列为

X 0 20 100

P 0.2 0.32 0.48

(2)当小明先回答 A类问题时,由(1)可得E(X)=0×0.2+
20×0.32+100×0.48=54.4.
当小明先回答B类问题时,记Y 为小明的累计得分,
则Y 的所有可能取值为0,80,100,

P(Y=0)=1-0.6=0.4,

P(Y=80)=0.6×(1-0.8)=0.12,

P(Y=100)=0.6×0.8=0.48,
所以Y 的分布列为

Y 0 80 100

P 0.4 0.12 0.48

E(Y)=0×0.4+80×0.12+100×0.48=57.6.
因为57.6>54.4,即E(Y)>E(X),所以为使累计得分的期

望最大,小明应选择先回答B类问题.
微点突破14

典例4 (1)D (2)B [(1)由 题 意 可 知,E(X)=0×
1
3+

1
3a+2×

1
3 =

a+2
3
,所 以 D(X)= 0-

a+2
3  

2

×
1
3 +

a-
a+2
3  

2

×
1
3 + 2-

a+2
3  

2

×
1
3 =

1
3 × (a+2)

2

9 +

(2a-2)2

9 +
(4-a)2

9  =29[(a-1)2+3],
又因为0<a<2,
所以当a∈(0,1)时,D(X)随着a 的增大而减小;当a∈(1,

2)时,D(X)随着a 的增大而增大.
故选D.
(2)因为a+b+c=1,且a=b+c,

所以
a=

1
2
,

b=
1
2-c

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

可得0<c<
1
2
,

此时E(X)=1×b-1×c=
1
2-2c

,

所 以 D (X ) =
1
2 × 1

2-2c  
2

+ 1
2-c  ×

1-
1
2+2c  

2

+c× -1- 12 +2c 
2

=
1
8 -c+2c2+

1
2-c  1

4+2c+4c
2  +c× 94 -6c+4c2 =-4c2+

2c+
1
4=-4c-

1
4  

2

+
1
2
,

则当c=
1
4

时,D(X)取得最大值,最大值为
1
2.

故选B.]
随堂·对点检测

1.A [由 离 散 型 随 机 变 量 X 的 分 布 列,得0.3-q+0.12+
0.9-2q+0.16=1,解得q=0.16,
满足0.3-q>0,0.9-2q>0,

∴q=0.16.故选A.]

2.C [因为E(3X+1)=10,
所以3E(X)+1=10,
解得E(X)=3,

因为D(2X+ 2)=2,
所以2D(X)=2,解得D(X)=1.
故选C.]

3.乙 [E(X)=0×0.4+1×0.3+2×0.2+3×0.1=1,

E(Y)=0×0.3+1×0.5+2×0.2=0.9,

∵E(Y)<E(X),

∴乙技术较好.]

4.
61
25 

[X 的所有可能取值为1,2,3,则P(X=1)=C15
1
5  

3

=

5
125=

1
25
,P(X=2)=C25

1
5  

3

×6=
60
125=

12
25
,P(X=3)=

C35×
1
5  

3

×6=
60
125=

12
25
,所以X 的分布列为
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X 1 2 3

P 1
25

12
25

12
25

所以E(X)=1×
1
25+2×

12
25+3×

12
25=

61
25.]

第74课时 二项分布、超几何分布与正态分布

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)两个可能 n 重伯努利试验 (2)Ck
npk(1-

p)n-k 二项分布 B(n,p) (3)np np(1-p)
知识点3 (1)正态密度曲线 (2)x=μ x=μ
1 (3)X~N(μ,σ2) (4)0.682

 

7 0.954
 

5 0.997
 

3
(5)μ σ2

链教材·夯基固本

1.B [因为随机变量X~B 6,
1
3  ,

所以D(X)=6×
1
3× 1-

1
3  =43.

故选B.]

2.
63
256 

[设事件A=“正面朝上”,则P(A)=0.5.用 X 表示事

件A 发生的次数,则X~B(10,0.5),恰好出现5次正面朝上

等价于X=5,于是P(X=5)=C510×0.510=
252
1

 

024=
63
256.

]

3.
56
165 

[总共有C412 种选法,甲班有4名候选人,选择2名甲班

同学和2名其他班同学的选法种数为C24C28,则甲班恰有2名

同学被选到的概率为
C24C28
C412

=
56
165.

]

4.B [与f(x)=
1
2πσ
e
-
(x-μ)

2

2σ2 中对比可知σ=2.故选B.]

5.f(x)=
1
2π
e
-x2

2  0.5 0.682
 

7 0.158
 

7

[由 题 意 知 随 机 变 量 X~N(0,1),则 X 的 密 度 函 数 为

f(x)=
1
2π
e
-x2

2 .因为P(μ-σ≤X≤μ+σ)≈0.682
 

7,根据

正态密 度 曲 线 的 对 称 性,可 得 P(X ≤0)=0.5,所 以

P(|X|≤1)=P(-1≤X ≤1)≈0.682
 

7,P(X>1)≈

1-0.682
 

7
2

≈0.158
 

7.]

6.0.341
 

35 [由题意知随机变量 X~N(μ,σ2),则P(μ-σ≤
X≤μ+σ)≈0.682

 

7,根据正态密度曲线的对称性,可得P(μ≤

X≤μ+σ)=
1
2P(μ-σ≤X≤μ+σ)≈

1
2 ×0.682

 

7=

0.341
 

35.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)由题意可得投到该杂志社的1篇稿件初审直接

被录用的概率P1= 13 
2

=
1
9.

投到该杂志社的1篇稿件初审没有被录用,复审被录用的概

率P2=C12×
1
3×

2
3× 12 

2

=
1
9.

故投到该杂志社的1篇稿件被录用的概率 P=P1+P2=
1
9+

1
9=

2
9.

(2)由题意可知X 的所有可能取值为0,1,2,3,且 X~B 3,
2
9 ,
P(X=0)=C03× 79 

3

=
343
729
,

P(X=1)=C13×
2
9× 79 

2

=
98
243
,

P(X=2)=C23× 29 
2

×
7
9=

28
243
,

P(X=3)=C33× 29 
3

=
8
729.

则X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 343
729

98
243

28
243

8
729

故E (X)=0×
343
729+1×

98
243+2×

28
243+3×

8
729=

2
3.或E(X)=3×

2
9=

2
3  

多维变迁

1.B [质点从原点O 出发,移动到1处时,向左移动了一次,向
右移动了两次,
记向左移动的次数为X,

则P(X=1)=C13
1
3  

1 2
3  

2

=
4
9
,

即经过3次移动后,该质点位于1处的概率为
4
9.

故选B.]

2.BCD  [由 X ~ B 6,
1
3  ,得 P (X = k)=

Ck
6
1
3  

k 2
3  

6-k
,k=0,1,…,6,

E(X)=6×
1
3=2

,D(X)=6×
1
3×

2
3=

4
3.

对于A,P(X=2)=C26
1
3  

2 2
3  

4

>C46
1
3  

4 2
3  

2

=

P(X=4),选项A错误;
对于B,由2X+Y=8,得Y=8-2X,
则E(Y)=8-2E(X)=4,选项B正确;

对于C,D(Y)=D(8-2X)=4D(X)=4×
4
3=

16
3
,选项C

正确;

对于D,E(X2)=D(X)+(E(X))2=
4
3+2

2=
16
3
,选项D

正确.
故选BCD.]

考点二

典例2 解:(1)设事件A 为“取出的是红球”,事件B1 为“取到

甲袋”,事件B2 为“取到乙袋”,
因为甲袋中有4个红色小球,2个白色小球,乙袋中有3个红

色小球,1个白色小球,

所以P(B1)=P(B2)=
1
2
,P(A|B1)=

2
3
,P(A|B2)=

3
4
,
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则P(A)=P(AB1)+P(AB2)=P(B1)P(A|B1)+P(B2)·

P(A|B2)=
1
2×

2
3+

1
2×

3
4=

17
24.

(2)若将甲、乙两袋合为一袋,
此时共有7个红球和3个白球,
所以X 的可能取值为0,1,2,3,

P(X=0)=
C07C33
C310

=
1
120
,

P(X=1)=
C17C23
C310

=
7
40
,

P(X=2)=
C27C13
C310

=
21
40
,

P(X=3)=
C37C03
C310

=
7
24
,

则X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 1
120

7
40

21
40

7
24

故E(X)=0×
1
120+1×

7
40+2×

21
40+3×

7
24=

21
10.

多维变迁

 解:(1)记“取出的产品中次品不超过1件”为事件A,
则P(A)=P(X=0)+P(X=1)

=
C03C1017
C1020

+
C13C917
C1020

=
2
19+

15
38=

19
38=

1
2
,

即取出的产品中次品不超过1件的概率是
1
2.

(2)∵f(n)=P(X=3)=
C3nC720-n
C1020

,

∴f(n-1)=
C3n-1C721-n
C1020

,

若 f(n)
f(n-1)

=
C3nC720-n
C3n-1C721-n

=
n(14-n)

(n-3)(21-n)>1
,

则n(14-n)>(n-3)(21-n),解得n<6.3;
故当n<6.3时,f(n)>f(n-1);当n>6.3时,f(n)<
f(n-1).
故当n=6时,f(n)取得最大值.

考点三

考向1 典例3 D [对于A,σ越小,正态分布的图象越瘦长,
总体分布越集中在对称轴附近,故A正确.对于B,C,由于正

态分布图象的对称轴为μ=10,显然B,C正确.D显然错误.
故选D.]

考向2 典例4 BC [因 为 X~N(1.8,0.12),所以P(X>
2)=P(X>1.8+2×0.1).
因为P(X<1.8+0.1)≈0.841

 

3,
所以P(X>1.8+0.1)≈1-0.841

 

3=0.158
 

7<0.2,
而P(X>2)=P(X>1.8+2×0.1)<P(X>1.8+0.1)<
0.2,B正确,A错误.
依题可知,x=2.1,s2=0.01,
所以Y~N(2.1,0.12),
故P(Y>2)=P(Y>2.1-0.1)=P(Y<2.1+0.1)
≈0.841

 

3>0.5,C正确,D错误.
故选BC.]

考向3 典例5 解:(1)μ=
1
10×

(87+87+88+92+95+97+

98+99+103+104)=95,σ2=
1
10×

(64+64+49+9+0+

4+9+16+64+81)=36,则σ=6.
(2)①因 为Z~N(95,62),所 以 P(Z>107)=P(Z>μ+

2σ)≈0.5-
0.954

 

5
2 =0.022

 

75.

故X~B(10,0.022
 

75),所以 D(X)=10×0.022
 

75×(1-
0.022

 

75)≈0.222
 

3.
所以D(2X+1)=4D(X)≈0.89.
②因为Z~N(95,62),所以 P(77≤Z≤113)=P(μ-3σ≤
Z≤μ+3σ)≈0.997

 

3.
所以5个零件的内径中恰有一个不在[μ-3σ,μ+3σ]内发生

的概率小于0.3%,为小概率事件.
因为76∉[77,113],所以根据3σ原则,需要进一步调试.

微点突破15
典例6 解:(1)质量超过505克的产品的频率为5×0.05+5×
0.01=0.3,所以质量超过505克的产品数量为20×0.3=6(件).
(2)质量超过505的产品数量为6件,则质量未超过505克的

产品数量为14件,

X 的取值可能为0,1,2,3,X 服从超几何分布,

P(X=0)=
C314
C320
=
364
1

 

140=
91
285
,

P(X=1)=
C16C214
C320

=
6×91
1

 

140=
91
190
,

P(X=2)=
C26C114
C320

=
15×14
1

 

140=
7
38
,

P(X=3)=
C36
C320
=
20
1

 

140=
1
57
,

故X 的分布列为

X
 

0 1
 

2 3

P 91
285

91
190

7
38

1
57

(3)由质量超过505克的产品的频率为0.3,
故可估计从该流水线上任取1件产品质量超过505克的产品

的概率为0.3,
从流水线上任取5件产品互不影响,该问题可看成5次独立

重复试验,即Y~B(5,0.3),
则E(Y)=5×0.3=1.5,D(Y)=5×0.3×(1-0.3)=1.05.

随堂·对点检测

1.B [由随机变量X~N(90,102),

可得P(X≥80)=P(80≤X<90)+P(X≥90)≈
1
2×0.682

 

7+

0.5=0.841
 

35.故选B.]

2.D [由题意知,第12次取到红球,前11次中恰有9次取到红

球,2次取到白球,由每次取到红球的概率为
3
8
,取到白球的

概率为
5
8
,得 P(X =12)=C911

3
8  

9

× 5
8  

2

×
3
8 =

C911
3
8  

10 5
8  

2

.故选D.]

3.C [由题意,X 服从超几何分布,故P(X=2)=
C23C27
C410

=
3
10.

故选C.]
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4.AC [由题意知P(X<μ+σ)=P(X>μ-σ),故 A正确;

P(μ-2σ<X<μ+σ)=P(μ-σ<X<μ+2σ),故B错误;

P(X<μ+σ)为定值,不 随μ,σ 的 变 化 而 变 化,故 C正 确;

P(μ-2σ<X<μ+σ)为定值,也不随μ,σ 的变化而变化,故

D错误.故选AC.]

5.95.45% [设误差为X,则X~N(0,4),所以P(|X|≤4)=
P(-4≤X≤4)=P(μ-2σ≤X≤μ+2σ)≈0.954

 

5,故合格

率约为95.45%.]
规范答题六

典例 (1)200 180 0.9

(2)
1

 

000×(20×20-180×780)2

800×200×200×800  不成立 有关

【阶段二】

专题一 函数与导数

微专题1 函数性质的综合应用

考点一

典例1 A [当x>0时,f(x)=1-ex,-x<0,f(-x)=
e-(-x)-1=ex-1=-f(x);
当 x <0 时,f (x)=e-x -1,-x >0,f (-x)

=1-e-x=-f(x),
且当x=0时,f(x)=0,所以f(x)为奇函数,易知f(x)为R
上的减函数,
则f(2x)+f(x-3)>0⇔f(2x)>-f(x-3)=f(3-x)⇒
2x<3-x⇒x<1,
所以原不等式的解集为(-∞,1).故选A.]

考点二

典例2 (1)D (2)B [(1)因为y=f(x-2)为定义在 R上的

奇函数,所以y=f(x)的图象关于点(-2,0)对称,
即f(-x)+f(x-4)=0,
又y=f(x)的图象关于原点对称,则f(-x)=-f(x),
有f(x)=f(x-4)⇒f(x+4)=f(x),
所以y=f(x)的周期为4,
故f(2

 

025)=f(1+4×506)=f(1)=2.
故选D.
(2)∵f(x+2)=-f(x),

∴f(x+4)=f((x+2)+2)=-f(x+2)=f(x),

∴函数f(x)是周期为4的周期函数,

∴f(6)=f(2)=-f(0)=f(0),f
11
2  =f 3

2  
=-f -

1
2  =f 1

2  ,f(-7)=f(1).
又当x∈[0,1]时,f(x)单调递增,

∴f(0)<f
1
2  <f(1),

即f(6)<f
11
2  <f(-7).故选B.]

考点三

典例3 AC [由f(1+x)=f(1-x),可得f(x)的图象的对

称轴方程为x=1,所以f(0)=f(2),
又由f(1+x)=f(1-x),可知f(2+x)=f(-x).
因为函数f(x)的图象关于点(2,0)对称,
即f(2+x)=-f(2-x),故f(4+x)=-f(-x),
所以-f(2+x)=f(4+x),即-f(x)=f(2+x),
所以f(x)=f(x+4),所以f(x)的周期为4,

所以f(-2)=f(2),所 以 f(0)=f(-2),故 A 正 确,B
错误.
因为f(x)在(-1,0]上单调递增,且周期为4,所以f(x)在
(3,4]上单调递增,
又f(x)的图象关于点(2,0)对称,
所以f(x)在[0,1)上单调递增,
因为f(x)的图象关于直线x=1对称,
所以f(x)在(1,2]上单调递减,
则函数f(x)在(2,3)内单调递减,故C正确.
根据f(x)的周期为4,可得f(2

 

025)=f(1),f(2
 

026)=
f(2),f(2

 

027)=f(3),
因为f(x)的图象关于直线x=1对称,
所以f(2)=f(0)且f(3)=f(-1),
即f(2

 

025)=f(1),f(2
 

026)=f(0),

f(2
 

027)=f(-1),
由C选项的分析可知,函数f(x)在[0,1)上单调递增,
在(-1,0]上单调递增,确定的单调区间内均不包含x=±1,
若f(-1)=f(1)=0,则f(2

 

025)>f(2
 

026)>f(2
 

027)不
成立,故D错误.故选AC.]
微专题2 导数的几何意义、利用导数研究函数的性质

考点一

典例1 (1)A (2)y=1 [(1)设切点坐标为(t,et),由y=ex,
得y'=ex,则过切点的切线方程为y-et=et(x-t),
把点(-1,0)代入切线方程得0-et=et(-1-t),
即tet=0,又et>0,所以t=0,则et=1,则切点坐标为(0,1).
故选A.

(2)f(0)=e0+ln
 

1=1,且f'(x)=ex-
1
1-x

,则f'(0)=

e0-
1
1-0=0

,则切线方程为y-1=0·(x-0),即y=1.]

(3)解:①g'(x)= x3-
3
2x2-6x+2 '=3x2-3x-6.

②f'(x)=(x2ex)'=(x2)'ex+x2(ex)'=2xex+x2ex.
③y=ln(5x+1)可由y=ln

 

u 及u=5x+1复合而成,

所以y'x=y'u×5=(ln
 

u)'×5=
1
u×5=

5
5x+1.

④y=cos(1-2x)可由y=cos
 

u 及u=1-2x 复合而成,
所以y'x=y'u×(-2)=(cos

 

u)'×(-2)=(-sin
 

u)×
(-2)=2sin(1-2x).

考点二

典例2 (1)D [因为函数f(x)=ex-ax 在区间(-∞,0)上
单调递减,所以f'(x)=ex-a≤0在区间(-∞,0)上恒成

立,即a≥ex 在区间(-∞,0)上恒成立.令g(x)=ex,g(x)
在区间(-∞,0)上单调递增,则g(x)<g(0)=1,故a≥1.]

(2)解:f(x)=
1
2x2-(a+2)x+2aln

 

x 的 定 义 域 为(0,

+∞),f'(x)=x-(a+2)+
2a
x =

(x-a)(x-2)
x

,

当a≤0时,令f'(x)<0,得0<x<2;令f'(x)>0,得x>2,
所以f(x)在(2,+∞)上单调递增,在(0,2)内单调递减;
当0<a<2时,令f'(x)>0,得0<x<a 或x>2;
令f'(x)<0,得a<x<2,所以f(x)在(0,a)和(2,+∞)上
单调递增,在(a,2)内单调递减;

当a=2时,f'(x)=
(x-2)2

x ≥0,f(x)在(0,+∞)上单调

递增;
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当a>2时,令f'(x)>0,得0<x<2或x>a;
令f'(x)<0,得2<x<a,
所以f(x)在(2,a)内单调递减,
在(0,2)和(a,+∞)上单调递增.
综上可得,当a≤0时,函 数f(x)在(0,2)内 单 调 递 减,在
(2,+∞)上单调递增;
当0<a<2时,函数f(x)在(a,2)内单调递减,在(0,a)和
(2,+∞)上单调递增;
当a=2时,函数f(x)在(0,+∞)上单调递增;
当a>2时,函数f(x)在(2,a)内单调递减,在(0,2)和(a,

+∞)上单调递增.
考点三

典例3 解:(1)当a=1时,f(x)=ln
 

x-2x-
1
x
,x∈(0,

+∞),

则f'(x)=
1
x-2+

1
x2=

-2x2+x+1
x2 =

-(2x+1)(x-1)
x2 ,

当0<x<1时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增;
当x>1时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,
故函数f(x)的 单 调 递 增 区 间 是(0,1),单 调 递 减 区 间 是

(1,+∞),
函数f(x)的极大值为f(1)=-3,没有极小值.

(2)由 题 意,得 f'(x)=
a
x -2+

a2

x2=-
2x2-ax-a2

x2 =

-
(x-a)(2x+a)

x2 .

若a≥1,当x∈(0,1]时,f'(x)≥0,f(x)在区间(0,1]上单

调递增,
此时f(x)的最大值为f(1)=-2-a2;
若0<a<1,当x∈(0,a)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
当x∈(a,1]时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
此时f(x)的最大值为f(a)=aln

 

a-3a;

若-2<a<0,则0<-
a
2<1

,当x∈ 0,-
a
2  时,f'(x)>

0,f(x)单调递增,

当x∈ -
a
2
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

此时f(x)的最大值为f -
a
2  =aln -a

2  +3a;
若a≤-2,则-

a
2≥1

,当x∈(0,1]时,f'(x)≥0,f(x)在区

间(0,1]上单调递增,
此时f(x)的最大值为f(1)=-2-a2.

综上,f(x)max=

-2-a2,a≥1,

-2-a2,a≤-2,

aln
 

a-3a,0<a<1,

aln -
a
2  +3a,-2<a<0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

微专题3 导数的综合应用

考点一

典例1 解:(1)f'(x)=aex-1,
当a≤0时,f'(x)<0,
所以函数f(x)在(-∞,+∞)上单调递减;
当a>0时,令f'(x)>0,得x>-ln

 

a,令f'(x)<0,得
x<-ln

 

a,所以函数f(x)在(-∞,-ln
 

a)上单调递减,在
(-ln

 

a,+∞)上单调递增.

综上可 得,当a≤0时,函 数 f(x)在(-∞,+∞)上 单 调

递减;
当a>0时,函 数 f(x)在(-∞,-ln

 

a)上 单 调 递 减,在

(-ln
 

a,+∞)上单调递增.
(2)证明:法一(最值法):由(1)得当a>0时,函数f(x)=
a(ex+a)-x 的最小值为f(-ln

 

a)=a(e-ln
 

a+a)+ln
 

a=
1+a2+ln

 

a,

令g(a)=1+a2+ln
 

a-2ln
 

a-
3
2=a2-ln

 

a-
1
2
,a∈

(0,+∞),所以g'(a)=2a-
1
a
,令g'(a)>0,得a>

2
2
;令

g'(a)<0,得0<a<
2
2.所以函数g(a)在 0,

2
2  内单调递

减,在 2
2
,+∞  上单调递增,

所以函数g(a)的最小值为g 2
2  = 2

2  
2

-ln
 2
2-

1
2=

ln
 

2>0,所以当a>0时,f(x)>2ln
 

a+
3
2

成立.

法二(分析法):当a>0时,由(1)得,f(x)min=f(-ln
 

a)=

1+a2+ln
 

a.

故欲证f(x)>2ln
 

a+
3
2

成立,

只需证1+a2+ln
 

a>2ln
 

a+
3
2
,

即证a2-
1
2>ln

 

a.

构造函数u(a)=ln
 

a-(a-1)(a>0),

则u'(a)=
1-a
a
,

所以当a>1时,u'(a)<0;当0<a<1时,u'(a)>0.
所以函数u(a)在(0,1)内单调递增,在(1,+∞)上单调递减,
所以u(a)≤u(1)=0,即ln

 

a≤a-1,

故只需证a2-
1
2>a-1

,即证a2-a+
1
2>0

,

因为a2-a+
1
2= a-

1
2  

2

+
1
4>0

恒成立,

所以当a>0时,f(x)>2ln
 

a+
3
2

成立.

考点二

典例2 解:(1)因为y=
ex

4
和y=-

1
2 x

在(0,+∞)上均单调

递增,

所以f'(x)=
ex

4-
1
2 x

在(0,+∞)上单调递增.

又因为f' 14 =e
1
4

4-1<0
,f'(1)=

e
4-

1
2>0

,

所以∃x0∈
1
4
,1  ,使得f'(x0)=0,

所以当x∈(0,x0)时,f'(x)<0,f(x)在(0,x0)内 单 调

递减;
当x∈(x0,+∞)时,f'(x)>0,f(x)在(x0,+∞)上单调

递增.

又因为f 1100 =e
1
100

4 -
1
10>0

,f 14 =e
1
4

4-
1
2<0

,
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f(1)=
e
4-1<0

,f(4)=
e4

4-2>0
,

所以f(x)在
1
100
,1
4  和(1,4)上各有一个零点,

所以f(x)的零点个数为2.
(2)令f(x)=x(x-3)2,

求导可得f'(x)=3(x-1)(x-3),

令f'(x)=0,解得x=1或x=3,可得下表:

x (-∞,1) 1 (1,3) 3 (3,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x)单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

所以函数f(x)的极大值为f(1)=4,极小值为f(3)=0,

函数g(x)=f(x)+a 存在三个零点,等价于函数f(x)的图

象与直线y=-a 存在三个交点,

由图可得0<-a<4,则-4<a<0,

故实数a 的取值范围为{a|-4<a<0}.
考点三

典例3 解:由题意可知,f(x)max<g(x)max,

因为g x  =x2-3x+a a∈R  的图象开口向上,对称轴为

直线x=
3
2
,

则g x  在 1,
3
2  上单调递减,在 3

2
,2  上单调递增,可得

g x  max=g 1  =g(2)=a-2,

设h x  =f' x  ,

则h x  =-cos
 

x-xsin
 

x+1,所以h' x  =-xcos
 

x,当

x∈ 0,
π
2  时,h' x  <0;

当x∈ π
2
,π  时,h' x  >0,

则h x  在区间 0,
π
2  内单调递减,

在区间 π
2
,π  内单调递增,

且h 0  =0,h π
2  <0,h π  =2,

可知f' x  在区间 0,π  内只有一个零点,

设零点为x0,则x0∈
π
2
,π  ,当x∈ 0,x0  时,f' x  <0;

当x∈ x0,π  时,f' x  >0,

所以f x  在区间 0,x0  内单调递减,在区间 x0,π  内单

调递 增,且 f 0  =0,f π  =0,可 得 当 x∈ 0,π  时,

f(x)max=0,所以0<a-2,解得a>2,

所以实数a 的取值范围是 2,+∞  .

专题二 三角函数与解三角形

微专题4 三角函数

考点一

典例1 (1)ACD (2)D (3)
1
2 

[(1)角θ 的 终 边 经 过 点

(-2,- 3),sin
 

θ=-
21
7
,A正确;

θ与α的终边关于x 轴对称,由题意得α 的终边经过点(-2,

3),α为第二象限角,不一定为钝角,cos
 

α=-
27
7
,B错误,

C正确;

因为tan
 

θ=
3
2>0

,sin
 

α=
21
7 >0,所以点(tan

 

θ,sin
 

α)在

第一象限,D正确.

(2)因为a∥b,所以sin2 α+
π
4  =cos 

2α,①

又因为a,b为非零向量,所以

cos
 

2α≠0,

sinα+
π
4  ≠0, 

即
α≠

π
4+

k1π
2
,

α≠-
π
4+k2π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (k1∈Z,k2∈Z).

由①可得
1-cos2α+

π
2  

2 =cos
 

2α,即1+sin
 

2α=2cos
 

2α,

即sin2α+cos2α+2sin
 

αcos
 

α=2cos2α-2sin2α,

又cos
 

2α=sin2 α+
π
4  >0,即cos2α>12,故cos 

α≠0,

所以两边同除以cos2α,

可得3tan2α+2tan
 

α-1=0,解得tan
 

α=
1
3

或tan
 

α=-1(舍

去),所以sin
 

2α=
2sin

 

αcos
 

α
sin2α+cos2α

=
2tan

 

α
1+tan2α

=

2
3

1+
1
9

=
3
5.故

选D.

(3)由 cos
 

α=
1
7
,α 是 锐 角,得 sin

 

α= 1-cos2α =

1- 17 
2

=
43
7 .因为α,β是锐角,所以α+β∈(0,π).又

因 为 cos(α +β)= -
11
14
,所 以 sin (α +β)=

1-cos2(α+β)= 1- -1114 
2

=
53
14
,

所以cos
 

β=cos[(α+β)-α]=cos(α+β)cos
 

α+sin(α+β)sin
 

α

= -1114 ×17+5314×437 =
1
2.]

考点二

典例2 (1)B (2)ABC [(1)将f(x)=sinωx+
π
12  的图象

向左平移
π
6

个单位长度,得 到y=sin ω x+
π
6  +π12  =

sinωx+
π
12+

πω
6  =cosωx+

π
12  的图象,

则
πω
6=

π
2+2kπ

,k∈Z,所以ω=3+12k,k∈Z,又ω>0,
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所以ω 的最小值为3.故选B.

(2)根据函数f(x)=2sin(ωx+φ) ω>0,-π2<φ<π2 的

部分图象,

可得f(0)=-1,即2sin
 

φ=-1,即sin
 

φ=-
1
2
,

所以φ=-
π
6
,故A正确;

再根据五点法作图,可得ω·π
12-

π
6=0

,求得ω=2,故B

正确;

故f(x)=2sin 2x-π6 =2cos π2+ π6-2x  
=2cos 2π3-2x =2cos 2x-2π3 ,故C正确;

由题意可得g(x)=f x+π3 =2sin 2 x+π3 -π6 =
2cos

 

2x 为偶函数,故D错误.
故选ABC.]

考点三

典例3 BC [根据函数f(x)=Asin(ωx+φ)+B A>0,ω>
0,|φ|<

π
2 的部分图象,

可得B=
1+5
2 =3,A=

5-1
2 =2,

故有f(x)=2sin(ωx+φ)+3.
把点(0,2)代入,可得2sin

 

φ+3=2,

即sin
 

φ=-
1
2
,φ=-

π
6
,故有f(x)=2sin ωx-π6 +3.

再根据五点法作图,可得ω× -π6 -π6=-π2,
∴ω=2,f(x)=2sin 2x-π6 +3.
令x=

π
6
,求得f(x)=4,故f(x)的图象不关于点 π6,3 

对称,故A错误;

令x=
π
3
,求得f(x)=5,为最大值,故f(x)的图象关于直

线x=
π
3

对称,故B正确;

当x∈ π2,5π6 时,2x-
π
6∈ 5π6,3π2 ,f(x)单调递减,故

C正确;

当x∈ -5π12,π12 时,2x-
π
6 ∈

(-π,0),sin 2x- π6 
∈[-1,0),

∴函数f(x)的值域为[1,3),故D错误.故选BC.]
微专题5 三角函数中ω 与φ 的最值与范围问题

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)由题意得,g(x)=sin 2x+π3+
2φ ,又因为直线x=-

11π
6

是g(x)图象的一条对称轴,所

以kπ+
π
2=2× -

11π
6  +π3+2φ,k∈Z,即φ=

kπ
2+

23π
12
,k

∈Z,

当k=-1时,φ=
17π
12
;

当k=-2时,φ=
11π
12
;

当k=-3时,φ=
5π
12
;

当k=-4时,φ=-
π
12
,

因为φ>0,所以φ 的最小值为
5π
12.

(2)法一:令ωx+
π
6

分别等于
π
2
,3π
2
,5π
2
,解得x=

π
3ω
,x=

4π
3ω
,x=

7π
3ω

分别为y=f(x)的图象在y 轴右侧由左向右最近

的三条对称轴.
要满足图象在(0,π)上有且仅有两条对称轴,

只需

0<
π
3ω<π

,

0<
4π
3ω<π

,

7π
3ω≥π

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解得
4
3<ω≤

7
3.故选C.

法二(整 体 法):因 为0<x<π,ω>0,所 以
π
6<ωx+

π
6<

πω+
π
6
,将ωx+

π
6

看成一个整体.由y=sin
 

x 的图象分析

可知,3π
2<ωπ+

π
6≤

5π
2⇒

4
3<ω≤

7
3.

法三:令ωx+
π
6=kπ+

π
2
,k∈Z,

得x=
(3k+1)π
3ω

,k∈Z,

依题意知,满足0<
(3k+1)π
3ω <π,即0<3k+1<3ω 的整数k

有2个,

所以k=0,1,则3×1+1<3ω≤3×2+1,解得
4
3<ω≤

7
3.

故选C.]
考点二

典例2 (1)C (2) 32
,3   [(1)由x∈ 0,

π
3  ,可得2x-φ

∈ -φ,
2π
3-φ  ,

又|φ|≤
π
2
,则π
6≤

2π
3-φ≤

7π
6
,且f(x)在 0,

π
3  上单调递

增,所以

2π
3-φ≤

π
2
,

-φ≥-
π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解 得

π
6 ≤φ≤

π
2
,即φ 的 取 值 范 围

为 π
6
,π
2  .

故选C.

(2)法一:∵f(x)=sin
 

ωx(ω>0)在 π
3
,π
2  上单调递减,

∴
π
2-

π
3≤

T
2
,即π
6≤

π
ω
,∴0<ω≤6,
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∵
π
3≤x≤

π
2
,∴0<

ωπ
3≤ωx≤

ωπ
2≤3π

,

∴

ωπ
3≥

π
2
,

ωπ
2≤

3π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

∴
ω≥

3
2
,

ω≤3, 
∴
3
2≤ω≤3.

法二:令π
2+2kπ≤ωx≤

3π
2+2kπ

(k∈Z),得
π
2ω+

2kπ
ω ≤x≤

3π
2ω+

2kπ
ω
(k∈Z),

因为函 数 f(x)=sin
 

ωx(ω>0)在 区 间 π
3
,π
2  上 单 调

递减,

所以

π
2ω+

2kπ
ω ≤

π
3
,

π
2≤

3π
2ω+

2kπ
ω
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 k∈Z,

解得6k+
3
2≤ω≤4k+3

(k∈Z).

又ω>0,所以k≥0,又6k+
3
2≤4k+3

,得0≤k≤
3
4
,又k∈

Z,所以k=0.

即
3
2≤ω≤3.

法三:∵
π
3≤x≤

π
2
,ω>0,

∴
πω
3≤ωx≤

πω
2
,

又∵f(x)在
π
3
,π
2  上单调递减,

∴

π
2+2kπ≤

πω
3
,

πω
2≤

3π
2+2kπ

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁 k∈Z,解得6k+
3
2≤ω≤4k+3

(k∈Z).

又

ω>0,

π
2-

π
3≤

T
2
, ∴0<ω≤6,∴k=0,

即
3
2≤ω≤3.

]

考点三

典例3 A [因为ω>0,所以当0<x<
π
2

时,

有
π
6<ωx+

π
6<

π
2ω+

π
6.

因为f(x)在区间 0,
π
2  内有最大值,但无最小值,

结合函数图象(图略),得π
2<

π
2ω+

π
6≤

3π
2
,

解得
2
3<ω≤

8
3.故选A.]

考点四

典例4 A [令t=ωx+
π
4
,x∈(0,π),则t∈ π

4
,ωπ+

π
4  .

设m(t)=sin
 

t,

因为函数f(x)=3sinωx+
π
4  (ω>0)在(0,π)上恰有两个

零点,两个极值点,

则m(t)在t∈ π
4
,ωπ+

π
4  上恰有两个极值点和两个零点,

可得2π<ωπ+
π
4≤

5π
2
,

解得
7
4<ω≤

9
4.

故选A.]
微专题6 解三角形

考点一

典例1 (1)
6
5 

3+43
5  [由cos

 

A=
4
5
,可知A 为锐角,则

sin
 

A= 1-cos2A=
3
5.由正弦定理,得a=

bsin
 

A
sin

 

B =
6
5.

又sin
 

C=sin[π-(A+B)]=sin(A+B)=sin
 

Acos
 

B+

cos
 

Asin
 

B=
3+43
10

,所 以 由 正 弦 定 理,得 c=
asin

 

C
sin

 

A

=
3+43
5 .]

(2)解:(i)因为cos
 

2B+cos
 

2C+2sin
 

Bsin
 

C=cos
 

2A+1,
所以1-2sin2B+1-2sin2C+2sin

 

Bsin
 

C=1-2sin2A+1,
化简得sin

 

Bsin
 

C=sin2B+sin2C-sin2A,
所以bc=b2+c2-a2.

由余弦定理的推论,得cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
bc
2bc=

1
2
,

因为A∈(0,π),所以A=
π
3.

(ii)由△ABC 的面积为
1
2bcsin

 

A=
33
2
,解得bc=6.

由(i)可得b2+c2-a2=bc,所以(b+c)2-2bc-a2=bc,

即(b+c)2-a2=3bc,所 以52-a2=3×6,解 得a= 7

(a=- 7舍去).
考点二

典例2 (1)3或 7 [因为a=2,b=1,△ABC 的面积为
3
2
,

所以
1
2absin

 

C=
1
2×2×1×sin

 

C=
3
2
,

解得sin
 

C=
3
2
,

因为0<C<π,所以C=
π
3

或C=
2π
3.

当C=
π
3

时,由余弦定理可得,

c2=a2+b2-2abcos
 

C=4+1-2=3,即c= 3.

当C=
2π
3

时,由余弦定理可得,

c2=a2+b2-2abcos
 

C=4+1+2=7,即c= 7.

综上,c= 3或c= 7.]

(2)解:(i)由sin
 

A+ 3cos
 

A=2,得

1
2sin

 

A+
3
2cos

 

A=1,即sin A+π3 =1,
由于A∈(0,π),所以A+

π
3∈

π
3
,4π
3  ,故A+

π
3=

π
2
,
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所以A=
π
6.

(ii)由题设条件和正弦定理得

2sin
 

Bsin
 

C=2sin
 

Csin
 

Bcos
 

B,

又B,C∈(0,π),则sin
 

Bsin
 

C≠0,所 以cos
 

B=
2
2
,所 以

B=
π
4
,所以C=π-A-B=

7π
12.

sin
 

C=sin(π-A-B)=sin(A+B)=sin
 

Acos
 

B+sin
 

Bcos
 

A

=
2+ 6
4

,

由正 弦 定 理
a
sin

 

A=
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,可 得

2

sin
 π
6

=
b

sin
 π
4

=

c

sin
 7π
12

,解得b=22,c= 6+ 2,

故△ABC 的周长为2+ 6+32.
考点三

典例3 (1)B (2)D [(1)由 题 意,在△BCD 中,∠CBD=
180°-75°-45°=60°,

由正弦定理得
BC

sin∠BDC=
CD

sin∠CBD
,

即
BC
sin

 

45°=
30

sin
 

60°
,解得BC=106,

在Rt△ABC 中,∠ACB=60°,

所以AB=BCtan
 

60°=10 6× 3=30 2≈42.42(米).故

选B.
(2)结 合 题 意 作 出 图 形,AC=BC=18,AB=14,∠CBA=

∠CAB=θ,∠MAB=
θ
2.

在△ABC 中,由余弦定理的推论,得

cos
 

θ=
182+142-182

2×18×14 =
7
18
,

因为cos2
θ
2=

1+cos
 

θ
2 =

25
36
,

且cos
θ
2>0

,所以cos
θ
2=

5
6
,

在△ABM 中,由余弦定理的推论,得

cos
θ
2=

5
6=

142+182-MB2

2×14×18
,解得 MB=10(负值舍去).

故选D.]
微专题7 解三角形中的高线、中线、角平分线问题

考点一

典例1 解:(1)因为cos
 

A=-
1
3
,A∈(0,π),

所以sin
 

A= 1-cos2A= 1-
1
9 =

22
3
,

由正弦定理
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,得asin

 

C=csin
 

A=42,

所以c=
42
sin

 

A=
42
22
3

=6.

(2)若△ABC 存在,则设其BC 边上的高为AD.

若选①:a=6,因为c=6,所以C=A,因为cos
 

A=-
1
3<0

,

这表明此时△ABC 有两个钝角,

而这是不可能的,所以此时△ABC 不存在,故BC 边上的高

也不存在.

若选②:asin
 

B=
102
3
,由asin

 

C=42,得
sin

 

B
sin

 

C=

102
3
42

=

5
6
,由正弦定理得

b
c =

5
6
,由(1)知c=6,所以b=5,

所以由余弦定理得a= b2+c2-2bccos
 

A

= 25+36-2×5×6× -
1
3  =9,

此时△ABC 是存在的,且唯一确定,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

A=
1
2BC·AD,

即
1
2×5×6×

22
3 =

1
2×9AD,

所以BC 边上的高AD=
202
9 .

若选③:△ABC 的面积是102,由(1)知c=6,sin
 

A=
22
3
,

则S△ABC=
1
2bcsin

 

A=
1
2b×6×

22
3 =102,

解得b=5,

由余弦定理可得a= b2+c2-2bccos
 

A

= 25+36-2×5×6× -
1
3  =9,

此时△ABC 是存 在 的,且 唯 一 确 定,则 BC 边 上 的 高 满 足:

S△ABC=
1
2a

·AD=
9
2AD=102,即AD=

202
9 .

考点二

典例2 解:(1)因为D 为BC 的中点,

所以S△ABC=2S△ADC=2×
1
2×AD×DC×sin∠ADC=2×

1
2×1×DC×

3
2= 3

,

解得DC=2,
所以BD=DC=2,a=4.

因为∠ADC=
π
3
,所以∠ADB=

2π
3.

在△ABD 中,由 余 弦 定 理,得c2=AD2+BD2-2AD ·

BDcos∠ADB=1+4+2=7,所以c= 7.
在△ADC 中,由 余 弦 定 理,得b2=AD2+DC2-2AD ·

DCcos∠ADC=1+4-2=3,

所以b= 3.

在△ABC 中,由余弦定理的推论,得cos
  

B=
c2+a2-b2

2ac =

7+16-3
2×4× 7

=
57
14
,

所以sin
 

B= 1-cos2B=
21
14

,

所以tan
  

B=
sin

 

B
cos

 

B=
3
5.

(2)法一:因为D 为BC 的中点,所以BD=DC.
因为∠ADB+∠ADC=π,
所以cos

  

∠ADB=-cos∠ADC,
则在△ABD 与△ADC 中,由余弦定理的推论,得
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AD2+BD2-c2

2AD·BD =-
AD2+DC2-b2

2AD·DC
,

得1+BD2-c2=-(1+BD2-b2),

所以2BD2=b2+c2-2=6,所以BD= 3,所以a=23.
在 △ABC 中,由 余 弦 定 理 的 推 论,得 cos∠BAC =
b2+c2-a2

2bc =
8-12
2bc =-

2
bc
,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

∠BAC

=
1
2bc 1-cos2∠BAC=

1
2bc 1- -

2
bc  

2

=
1
2 b2c2-4= 3,解得bc=4.

则由
bc=4,

b2+c2=8, 解得b=c=2.

法二:在△ABC 中,因为D 为BC 的中点,

则AD→=12(AB→+AC→),

所以AD→2=
1
4
(c2+b2+2bccos

  

A),

又AD=1,b2+c2=8,则1=
1
4
(8+2bccos

  

A),

所以bccos
  

A=-2,①

S△ABC=
1
2bcsin

 

A= 3,即bcsin
 

A=23,②

由①②解得tan
  

A=- 3,所以A=
2π
3
,

所以bc=4,又b2+c2=8,所以b=c=2.
法三:在△ABC 中,由中线长公式可得

2(BD2+AD2)=AB2+AC2,

又BD=
1
2BC,AD=1,b2+c2=8,

则(2AD)2+BC2=2(AB2+AC2),
即22+a2=2(b2+c2)=16,所以a2=12.

又S△ABC=
1
2bcsin

 

A= 3,因而bcsin
 

A=23,

又由余弦定理a2=b2+c2-2bccos
  

A,
得12=8-2bccos

  

A,所以bccos
  

A=-2,

故tan
  

A=- 3⇒cos
  

A=-
1
2
,所以bc=4,

又b2+c2+2bc=8+8=16=(b+c)2,

b2+c2-2bc=8-8=0=(b-c)2,故b=c=2.
考点三

典例3 解:(1)由2b-c=2acos
 

C,
可得2sin

 

B-sin
 

C=2sin
 

Acos
 

C,
在△ABC 中,sin

 

B=sin(A+C)=sin
 

Acos
 

C+cos
 

Asin
 

C,
所以2(sin

 

Acos
 

C+cos
 

Asin
 

C)-sin
 

C=2sin
 

Acos
 

C,整理

得sin
 

C(2cos
 

A-1)=0,

因为C∈(0,π),所以sin
 

C≠0,所以cos
 

A=
1
2
,结合 A∈

(0,π),可得A=
π
3.

(2)由AD 平分∠BAC,可得∠BAD=∠CAD=
π
6
,

由S△ABD+S△ACD=S△ABC,得
1
2AB·ADsin

 

∠BAD+
1
2AC·

ADsin∠CAD=
1
2AB·ACsin

 

∠BAC,

即
1
4c+

1
4b=

3
4bc

,整理得b+c= 3bc,①

在△ABC 中,由 余 弦 定 理 得 BC2=AB2+AC2-2AB·

ACcos
 π
3=6

,

即b2+c2-bc=6,即(b+c)2-3bc=6,将①代入得3(bc)2-
3bc=6,解得bc=2(舍负),

所以△ABC 的面积S=
1
2bcsin

 

A=
3
2.

微专题8 三角形中的最值(范围)问题

考点一

典例1 (1)ABC (2)ABD [(1)对于A,由正弦定理,得2R=

c
sin

 

C=
43
3
,可得△ABC 外接圆的半径R=

23
3
,故A正确;

对于B,由余弦定理,得c2=a2+b2-2abcos
 

C,所以4=a2+
b2-ab≥2ab-ab=ab,即ab≤4,当且仅当a=b=2时,等号

成立.所以△ABC 面积的最大值为Smax=
1
2×4×sin

π
3=

3,故B正确;

对于C,由C=
π
3
,可得A+B=

2π
3
,

则sin
 

B=sin2π3-A  = 32cos 

A+
1
2sin

 

A.

由正弦定理,可得a+2b=2Rsin
 

A+2×2Rsin
 

B=
43
3

·

(2sin
 

A+ 3cos
 

A)=
43
3 × 7 27sin

 

A+
3
7
cos

 

A 
=
4 21
3 sin(A +φ) 其中tan

 

φ=
3
2
,且0<A<

2π
3  .当

A+φ=
π
2

时,a+2b取得最大值
4 21
3

,故C正确;

对于D,由余弦定理,得4=a2+b2-ab≥a2+b2-
a2+b2

2 =

a2+b2

2
,得a2+b2≤8,当且仅当a=b=2时,等号成立,所以

a2+b2 的最大值为8,故D错误.
故选ABC.
(2)因为a=4,且8cos

 

A=c,所以2acos
 

A=c,
由正弦定理得2sin

 

Acos
 

A=sin
 

C,所以sin
 

2A=sin
 

C.
因为△ABC 是锐角三角形,a≠b,排除C=π-2A,

所以2A=C,则

0<A<
π
2
,

0<2A<
π
2
,

0<π-3A<
π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解得
π
6<A<

π
4
,

所以
π
3<C<

π
2
,故A正确;

由正弦定理得
b
sin

 

B=
b

sin(π-3A)=
a
sin

 

A
,

所 以 b =
asin(π-3A)
sin

 

A =
4sin

 

3A
sin

 

A =
4sin(2A+A)
sin

 

A =

16cos2A-4.

因为
π
6<A<

π
4
,所以

2
2<cos

 

A<
3
2
,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

131



所以
1
2<cos

2A<
3
4
,则4<16cos2A-4<8,即b 的取值范

围是(4,8),故B正确;

b+c=16cos2A+8cos
 

A-4,设t=cos
 

A∈ 2
2
,3
2  ,

则y=16t2+8t-4在 2
2
,3
2  上单调递增,

所以y∈(4+42,8+43),

即b+c∈(4+42,8+43),因为
 

a=4,

所以△ABC 周 长 的 取 值 范 围 是(8+4 2,12+4 3),故 C
错误;

因为c=8cos
 

A,所以
c
b =

8cos
 

A
16cos2A-4

=
8

16cos
 

A-
4

cos
 

A

.因

为
2
2<cos

 

A<
3
2
,所以42<16cos

 

A-
4

cos
 

A<
163
3
,

所以
3
2<

8

16cos
 

A-
4

cos
 

A

< 2,即
3
2<

c
b < 2

,

故D正确.
故选ABD.]

考点二

典例2 (1)
3
4 

[由正弦定理及题意,得sin
 

Ccos
 

B+sin
 

Bcos
 

C

=asin
 

A,即sin(B+C)=sin
 

A=asin
 

A.因为0<A<π,所

以sin
 

A≠0,所以a=1.若 A=
π
3
,则 由 余 弦 定 理 的 推 论,

得cos
 

A=cos
π
3=

b2+c2-a2

2bc .由b>0,c>0,得b2+c2=

bc+1≥2bc,即bc≤1,当 且 仅 当b=c 时,等 号 成 立.所 以

△ABC 的面积为
1
2bcsin

 

A≤
1
2×

3
2=

3
4
,所以△ABC 的

面积的最大值为
3
4.]

(2)解:(i)由
a
4b=

sin
 

B
sin

 

A
及正弦定理得

a
4b=

b
a
,化简得a=2b,

因为C=
π
2
,c=5,所以a2+b2=c2=25,即4b2+b2=25,解

得b= 5(舍负),所以a=2b=25.
(ii)根 据 ab=20,c=5,由 余 弦 定 理 的 推 论 得 cos

 

C=
a2+b2-c2

2ab =
1
40
(a2+b2-25)≥

1
40
(2ab-25)=

3
8
,

当且仅当a=b时,等号成立.

所以cos2C≥
9
64
,即1-sin2C≥

9
64
,

可得sin2C≤
55
64
,

结合sin
 

C>0,解得0<sin
 

C≤
55
8 .

因为 △ABC 的 面 积 S =
1
2absin

 

C =10sin
 

C ≤10×

55
8 =

5 55
4

,

所以当a=b=25时,△ABC 的面积取得最大值
5 55
4 .

专题三 数列

微专题9 等差数列、等比数列

考点一

典例1 (1)C (2)AD (3)-3 10 [(1){an}是公差不为0
的等差数列,a1=-2,且a3,a4,a6 成等比数列,设公差为d
(d≠0),则a24=a3a6,即(-2+3d)2=(-2+2d)(-2+
5d),整理得d2-2d=0,解 得d=2或d=0(舍 去),所 以

a10=a1+9d=-2+9×2=16.故选C.

(2)根据S3=a1+a2+a3=
a3
q2
+
a3
q
+a3=

1
q2
+
1
q
+1=7,

得6q2-q-1=0,即(2q-1)(3q+1)=0,因为q>0,所以

q=
1
2
,故A正确;

a5=a3q2=1×
1
2  

2

=
1
4
,故B错误;

因为a1=
a3
q2
=4,所以S5=

a1(1-q5)
1-q

=
41-

1
32  

1-
1
2

=
31
4
,故

C错误;

an=a1qn-1=4× 1
2  

n-1

=
22

2n-1=2
3-n,Sn=

a1(1-qn)
1-q

=

41- 1
2  

n

  
1-

1
2

=8 1- 1
2  

n

  =8-2
3

2n =8-2
3-n,所 以

an+Sn=8,故D正确.
故选AD.

(3)由题意得

n a1+32 
2 =-

15
2
,①

a1+(n-1)×
1
2=

3
2.②

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

由②,得a1=-
1
2n+2.

代入①后化简,得n2-7n-30=0,
解得n=10或n=-3(舍去),从而a1=-3.]

考点二

典例2 (1)B (2)ACD [(1)由等差数列{an}得a2+a5+
a8=3a5,
则a2+a5+a8+3a6=3(a5+a6)=18,
即a5+a6=6,
由等差数列的前n 项和公式可得,

S10=
10(a1+a10)

2 =5(a5+a6)=30.

故选B.
(2)由数列{an}是等比数列,易得a5a11=a28,A正确;

由aia18-i=a29,得T17=a1a2…a17=a179 ,B错误;
由a8a11=a9a10=a11,得a8=1,所以T8=T7,C正确;

因为
nT2n=a1a2n,所以

n+1T2n+2
nT2n

=
a2n+2
a2n

=q2,

所以{nT2n}是等比数列,D正确.故选ACD.]
(3)解:设等差数列的项数为2n-1,设所有的奇数项和为S,

则S=
n(a1+a2n-1)

2 =nan;
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设所有的偶数项和为T,则T=
(n-1)(a2+a2n-2)

2
=(n-1)an,

则
T
S =

n-1
n =

261
290=

9
10
,解得n=10,

则该数列的项数为2n-1=19,中间项为a10.
由S=10a10=290,得a10=29,
所以此数列中间一项是29,总项数为19.

考点三

典例3 证明:(1)易知
bn+1

bn
=
3nan+1-

1
4

3n-1an-
1
4

=
3n 13n-an -14
3n-1an-

1
4

=

3
4-3

nan

3n-1an-
1
4

=-3,

又b1=a1-
1
4=

3
4
≠0,

所以数列{bn}是以
3
4

为首项,-3为公比的等比数列.

(2)法一:由(1)知bn=3n-1an-
1
4=

3
4×

(-3)n-1,

所以3n-1an=
3
4×

(-3)n-1+
1
4
,

所以Sn=
n
4+

3
4×

(1-(-3)n)

1+3 =
n
4+

3
16
[1-(-3)n],

即4Sn=n+
3
4-

3
4×

(-3)n,

又3nan=-
3
4×

(-3)n+
3
4
,所以4Sn-3nan=n,

所以当n≥2时,4Sn-3nan-(4Sn-1-3n-1an-1)=1,

又4S1-31a1=1,
所以数列{4Sn-3nan}是首项为1,公差为1的等差数列.
法二:由Sn=a1+3a2+32a3+…+3n-1an,得
当n≥2时,Sn-1=a1+3a2+32a3+…+3n-2an-1,

以上两式相减得Sn-Sn-1=3n-1an,

所以4Sn-3nan-(4Sn-1-3n-1an-1)

=4(Sn-Sn-1)-3nan+3n-1an-1=4·3n-1an-3nan+

3n-1an-1=3n-1(an+an-1)=3n-1· 1
3n-1=1,

又4S1-31a1=1,
所以数列{4Sn-3nan}是首项为1,公差为1的等差数列.

微专题10 数列的通项与求和

考点一

典例1 (1)B (2)ACD [(1)∵数列{an}是“等比差”数列,

∴
an+2

an+1
-
an+1

an
=d(n∈N*).

∵a1=a2=1,a3=3,∴d=
a3
a2
-
a2
a1
=2,

∴
an+2

an+1
-
an+1

an
=2,

an+1

an
-

an

an-1
=2,…,

a3
a2
-
a2
a1
=2,由累加法

得
an+2

an+1
-
a2
a1
=2n,即

an+2

an+1
=2n+1,即

an

an-1
=2n-3(n≥2,n

∈N*),

∴
an

an-1
=2n-3,

an-1

an-2
=2n-5,…,

a2
a1
=1,

由累乘法得
an

a1
=(2n-3)(2n-5)…1,

∴an=1×3×5×…×(2n-3),

∴
a24
a22
=
1×3×5×…×41×43×45

1×3×5×…×41 =1
 

935.

故选B.
(2)A项,∵an+1-an=n+1,

∴a20=(a20-a19)+(a19-a18)+…+(a2-a1)+a1=20+
19+18+…+2+2=211,故A正确;

B项,∵an+1=2an+3,∴an+1+3=2(an+3),

∴数列{an+3}是以a1+3=4为首项,2为公比的等比数列,

∴an+3=4·2n-1=2n+1,

故an=2n+1-3,故B错误;

C项,∵an+1=
an

1+3an
,a1=1,则an≠0,

∴
1

an+1
=
1+3an

an
=
1
an
+3,∴

1
an+1

-
1
an
=3,

∴数列 1
an  是以

1
a1
=1为首项,3为公差的等差数列,

∴
1
an
=1+(n-1)×3=3n-2,∴an=

1
3n-2

,故C正确;

D项,∵2(n+1)an-nan+1=0,∴
an+1

n+1=
2an

n
,

∴数列
an

n  是以
a1
1=2

为首项,2为公比的等比数列,

∴
an

n =2
·2n-1=2n,∴an=n·2n,故D正确.]

(3)解:(i)证明:由a1=1及Sn+1=4an+2,
有a1+a2=4a1+2,a2=3a1+2=5,

∴b1=a2-2a1=3,
由Sn+1=4an+2,①
当n≥2时,有Sn=4an-1+2,②
①-②得an+1=4an-4an-1,

∴an+1-2an=2(an-2an-1).
又∵bn=an+1-2an,∴bn=2bn-1,

∴{bn}是首项b1=3,公比为2的等比数列.

(ii)证明:由(i)知,bn=3·2n-1,∵cn=
an

2n,∴cn+1-cn=

an+1

2n+1-
an

2n=
an+1-2an

2n+1 =
bn

2n+1=
3·2n-1

2n+1 =
3
4
,

又c1=
a1
2=

1
2
,

∴{cn}是以
1
2

为首项,3
4

为公差的等差数列.

(iii)由(ii)可知,cn=
an

2n=
1
2+

(n-1)×
3
4=

3
4n-

1
4
,

∴an=(3n-1)·2n-2.
考点二

典例2 (1)
n

2n+1 
(2)2-

2n+2
3n  [(1)设等差数列{an}的公

差为d,由已知,得
2a2+a3+a5=4a1+8d=20,

10a1+
10×9
2 d=10a1+45d=100. 

解得a1=1,d=2,所以an=2n-1.

所以bn=
1

(2n-1)(2n+1)=
1
2 1
2n-1-

1
2n+1 ,
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所以数列{bn}的前n 项和

Tn=
1
2 1-13+13-15+…+

1
2n-1-

1
2n+1 

=
1
2 1- 1

2n+1 = n
2n+1.

(2)当n=1时,2S1=a1+2,解得a1=2,

2Sn=n(an+2),当n≥2时,2Sn-1=(n-1)(an-1+2),
两式相减可得2an=nan-(n-1)an-1+2,
即(n-2)an=(n-1)an-1-2,①
则(n-1)an+1=nan-2,②
②-①可得an+1-an=an-an-1,
由于a2-a1=4,
所以数列{an}是首项为2,公差为4的等差数列,
则an=2+4(n-1)=4n-2.

设bn=
an

3n=(4n-2)· 13 
n
,

所以Tn=
2
3+

6
32
+…+

4n-2
3n ,③

1
3Tn=

2
32
+
6
33
+…+

4n-6
3n +

4n-2
3n+1 ,④

③-④可得
2
3Tn=

2
3+

4
32
+
4
33
+…+

4
3n -

4n-2
3n+1 =

2
3+

4
32 1- 13 

n-1

 
1-

1
3

-
4n-2
3n+1 ,

化简可得Tn=2-
2n+2
3n .]

(3)解:(i)设等差数列{an}的公差为d.

因为bn=
an-6,n 为奇数,

2an,n 为偶数, 
所以b1=a1-6,b2=2a2=2a1+2d,b3=a3-6=a1+
2d-6.
因为S4=32,T3=16,

所以
4a1+6d=32,
(a1-6)+(2a1+2d)+(a1+2d-6)=16, 

整理,得
2a1+3d=16,

a1+d=7, 解得
a1=5,

d=2, 
所以{an}的通项公式为an=2n+3.
(ii)证明:由(i)知an=2n+3,

所以Sn=
n[5+(2n+3)]

2 =n2+4n,

bn=
2n-3,n 为奇数,

4n+6,n 为偶数, 
当n 为奇数时,

Tn=(-1+14)+(3+22)+(7+30)+…+[(2n-7)+
(4n+2)]+2n-3=[-1+3+7+…+(2n-7)+(2n-
3)] + [14 + 22 + 30 + … + (4n + 2)] =
n+1
2
(-1+2n-3)

2 +

n-1
2
(14+4n+2)

2

=
3n2+5n-10

2 .

当n >5 时,Tn -Sn =
3n2+5n-10

2 - (n2 +4n)=

n2-3n-10
2 =

(n-5)(n+2)
2 >0,

所以Tn>Sn.
当n 为 偶 数 时,Tn =(-1+14)+(3+22)+(7+30)

+…+[(2n-5)+(4n+6)]=[-1+3+7+…+(2n-

5)]+[14+22+30+…+(4n+6)]=

n
2
(-1+2n-5)

2 +

n
2
(14+4n+6)

2 =
3n2+7n
2 .

当n>5时,Tn -Sn =
3n2+7n
2 -(n2+4n)=

n2-n
2 =

n(n-1)
2 >0,

所以Tn>Sn.
综上可知,当n>5时,Tn>Sn.

微专题11 数列的重构与创新应用

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)∵数列{an}的奇数项成等差数列,
首项为1,公差为1;偶数项成等比数列,首项为2,公比为2.
∴a2n-1=n,a2n=2n,

bn=(log2a2n)2·sin a2n-1·π2 =n2·sin nπ
2
,

∴数列{bn}的前100项 和 为12-32+52-72+…+972-

992=-2(1+3+5+7+…+97+99)=-2×
1
2×50

(1+

99)=-5
 

000.
故选B.
(2)根 据 题 意,数 列{3n-1}是 首 项 为2,公 差 为3的 等 差

数列,
数列{6n+5}是首项为11,公差为6的等差数列,
设数列{3n-1}中第i项与数列{6n+5}中第j 项相同,则有

3i-1=6j+5,
所以i=2j+2,即 数 列{3n-1}中 的 第4项,第6项,第8
项,…与数列{6n+5}中的项是相同的,均被剔除.
所以数列{an}的前10项为2,5,8,14,20,26,32,38,44,50.

所以数列{an}前10项的和为5+
2+50
2 ×9=239.

故选C.]
(3)解:(i)设{an}的公比为q,由题意知,当n=1时,a1q=
2a1+2,①
当n=2时,a1q2=2(a1+a1q)+2,②
联立①②,解得a1=2,q=3.
所以数列{an}的通项公式为an=2×3n-1.
(ii)由(i)知an=2×3n-1,an+1=2×3n.
所以an+1=an+(n+2-1)dn.

所以dn=
an+1-an

n+1 =
4×3n-1

n+1 .

设数列 dn  中存在3项dm,dk,dp(其中 m,k,p 成等差数

列)成等比数列,则d2
k

 =dm
 ·dp

 ,

所以 4×3
k-1

k+1 
2

=
4×3m-1

m+1
·4×3

p-1

p+1
,

即 4×3
k-1

k+1 
2

=
42×3m+p-2

(m+1)(p+1)
.

又因为m,k,p 成等差数列,所以2k=m+p,
所以(k+1)2=(m+1)(p+1),
化简得k2+2k=mp+m+p,所以k2=mp,
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又2k=m+p,所以k=m=p,与已知矛盾.
所以在数列 dn  中不存在3项dm,dk,dp 成等比数列.

考点二

典例2 (1)BCD (2)68 [(1)由an+1-2an=2n+1,且a1=2,

可得
an+1

2n+1-
an

2n=1,

所以数列
an

2n  是首项和公差均为1的等差数列,

可得
an

2n=1+n-1=n,即an=n·2n,

可得a2=8,数列{an}是递增数列,故A正确,BC错误;

由Sn=1·21+2·22+3·23+…+n·2n,①
2Sn=1·22+2·23+3·24+…+n·2n+1,②
由①-②可 得-Sn=21+22+23+…+2n-n·2n+1=
2(1-2n)
1-2 -n·2n+1=(1-n)·2n+1-2,

化为Sn=(n-1)·2n+1+2,故D错误.
故选BCD.
(2)每行最后一个数的排列为1,5,11,19,29,….
第n 行最后 一 个 数 的 通 项 公 式 为bn=n(n+1)-1,其 中

b44=44×45-1=1
 

979<2
 

025,b45=45×46-1=2
 

069>
2

 

025.
所以2

 

025位于第45行,且(2
 

025-1
 

979)÷2=23,
所以2

 

025位于第45行、第23列,所以i=45,j=23,i+j=
45+23=68.]

专题四 立体几何

微专题12 空间几何体

考点一

典例1 (1)A (2)
5+2
4 πa2 

5πa3

96  
(3)
76
6

[(1)正六棱柱的六个侧面面积之和为2×6×6=72(dm2),正

六棱柱的底面面积为
3
4×2

2×6=63(dm2),正六棱台的斜高

为= 12+(23-3)2=2(dm),

故正六棱台的侧面积为
1
2×

(4+2)×2×6=36(dm2),

又正六棱台的上底面面积为
3
4×4

2×6=243(dm2),

所以 该 花 灯 的 表 面 积 为72+6 3+36+24 3=108+

303(dm2).故选A.

(2)圆锥PO 的底面半径为
a
2
,高为a,则圆柱OO'的底面半

径是
a
4
,高为

a
2
,

圆锥的表面积为

π× a
2 

2

+π×
a
2× a2+ a

2 
2

=
5+1
4 πa2,

圆柱的侧面积为2π×
a
4×

a
2=

πa2

4 .

所以剩下几何体的表面积为

5+1
4 πa2+

πa2

4 =
5+2
4 πa2;

圆锥的体积VPO=
1
3π× a

2 
2

×a=
π
12a

3,

V圆柱=π× a
4 

2

×
a
2=

π
32a

3,

所以剩下几何体的体积是
πa3

12-
πa3

32=
5πa3

96 .

(3)法一(直接法):如图,记上底

面、下 底 面 的 中 心 分 别 为 O1,

O,则四边形AOO1A1 为直角梯

形.由题意可知 AO=2A1O1=

2,则棱台的高h=OO1=
6
2
,

所以棱台的体积V=
1
3×

6
2
(4+1+ 4×1)=

76
6 .

法二(割补法):如图,将正四棱

台ABCD-A1B1C1D1 补形,得
到正四棱锥O-ABCD.由AB=

2A1B1,AA1= 2,可得OA=

22,所以正四棱锥O-ABCD

的高h= 6,其体积V1=
1
3×

4× 6=
46
3 .同理,可得正四

棱锥O-A1B1C1D1 的高h=
6
2
,其体积V2=

1
3×1×

6
2=

6
6
,则该棱台的体积V=V1-V2=

76
6 .]

考点二

技法1 典例2 D [如图所示,因为母线与底面所成的角为

60°,则圆台的高DF=23,上底面半径BD=1,下底面半径

AC=3,
设外接球的半径为R,球心到上底面的距离为h,

则
R2=h2+1,

R2=(23-h)2+9, 解得h=
53
3
,

所以R2=h2+1=
28
3
,所以S=4πR2=

112π
3 .

故选D.

]

技法2 典例3 A [因为三棱锥S-ABC 底面是边长为 3的

正三角形,SA⊥平面ABC,且SA=23,
所以可将三棱锥S-ABC 补成三棱柱ABC-A1B1C1,点S 与

A1 重合,
所以正三棱柱ABC-A1B1C1 外接球即

为三棱锥S-ABC 的外接球,
设球心为O,半径为R,
设△ABC 和△A1B1C1 外 接 圆 的 圆 心

分别为O1 和O2,其半径为r,

由正弦定理得r=
3

2sin
 

60°=1
,由O 为

O1O2 的中点,

所以R= r2+(3)2= 1+3=2,
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所以该三棱锥的外接球的体积V=
4
3πR

3=
32π
3 .

故选A.]
考点三

典例4 (1)A (2)
2
3π 

[(1)已知直三棱柱底面为直角三角

形,且直角边分别为6
 

m和8
 

m,
根据勾股定理,底面三角形的斜边为10

 

m,
设底面三角形的内切圆半径为r,根据三角形面积公式S=
1
2ab

(其中a,b为三角形直角边),

又三角形面积公式S=
1
2
(a+b+c)r(其中a,b,c为三角形

三边,r为内切圆半径),

所以
1
2ab=

1
2
(a+b+c)r,即

1
2×6×8=

1
2
(6+8+10)r,

解得r=2,
所以直径为4

 

m,小于直三棱柱的高.
因为球要完全包含在直三棱柱内,所以球的直径不能超过底

面三角形的内切圆直径,也不能超过直三棱柱的高,
所以球的最大半径为2

 

m,故选A.
(2)易知半径最大的球即为该圆锥的内切球.圆锥PE 及其内

切球O 如 图 所 示,设 内 切 球 的 半 径 为 R,则sin∠BPE=
R
OP =

BE
PB =

1
3
,所 以 OP =3R,所 以 PE =4R =

PB2-BE2= 32-12=22,所以R=
2
2
,所以内切球

的体积V=
4
3πR

3=
2
3π
,即该圆锥内半径最大的球的体积

为
2
3π.

]

微专题13 空间位置关系、空间角

与空间距离的计算(几何法)
考点一

典例1 (1)AC [若n⊂α,因为m∥n,m⊂β,则n∥β,
若n⊂β,因为m∥n,m⊂α,则n∥α,
若n 不在α也不在β内,
因为m∥n,m⊂α,m⊂β,
所以n∥α且n∥β,故A正确;
若m⊥n,则n 与α,β不一定垂直,故B错误;
过直线n 分别作平面,与α,β分别相交于直线a,直线b,
因为n∥α,过直线n 的平面与平面α 相交于直线a,所以n∥
a,同理可得n∥b,所以a∥b,
因为a⊄β,b⊂β,则a∥β,因为a⊂α,α∩β=m,则a∥m,
又因为n∥a,则m∥n,故C正确;
若n 与α 和β 所 成 的 角 相 等,则 m 和n 不 一 定 垂 直,故 D
错误.
综上只有AC正确.故选AC.]

(2)证明:(i)∵D,E 分别是AB,PB 的中点,

∴DE∥PA.
又∵PA⊂平面PAC,DE⊄平面PAC,

∴DE∥平面PAC.
(ii)∵PC⊥平面ABC,AB⊂平面ABC,

∴PC⊥AB,

∵AB⊥BC,PC∩BC=C,PC⊂平面PBC,BC⊂平面PBC,

∴AB⊥平面PBC,∵PB⊂平面PBC,

∴AB⊥PB.
考点二

典例2 解:(1)证明:因 为 AD=AB=
1
2BC=2,∠BAD=

90°,则BD=CD=22,
可得BD2+CD2=BC2,则BD⊥CD.
又因为平面PBD⊥平面BCD,且平面 PBD∩平面BCD=
BD,CD⊂平面BCD,
可得CD⊥平面PBD,
且PB⊂平面PBD,
所以CD⊥PB.
(2)过点 P 作PE⊥BD,交BD 于

点E.
因 为 PB =PD,则 E 为 BD 的

中点,
又因为平面 PBD⊥平 面 BCD,平
面PBD∩平面BCD=BD,PE⊂平面PBD,
所以PE⊥平面BCD.
连接CE,则∠PCE 为PC 与平面BCD 所成的角.

由(1)知BD=CD=22,

因为PE= 2,CE= CD2+DE2= 10,

则PC= PE2+CE2=23,
所以直线PC 与平面BCD 所成的角的正弦值sin∠PCE=

PE
PC=

6
6.

(3)由(2)知PE⊥平面BCD,BC⊂
平面BCD,所以PE⊥BC.
过点E 作EF⊥BC 交BC 于点F,
连接PF,
因为PE∩EF=E,PE,EF⊂平面

PEF,所以BC⊥平面PEF,
又PF⊂平面PEF,所以BC⊥PF,
可知∠PFE 为二面角P-BC-D 的平面角.

在△BCD 中,EF=
1
4BC=1,则PF= PE2+EF2= 3,

可得cos∠PFE=
EF
PF=

1
3
=
3
3
,

所以二面角P-BC-D 的平面角的余弦值为
3
3.

考点三

典例3 (1)C (2)C [(1)因为PA=PB=PC=23,
且底面△ABC 是等腰直角三角形,AB=BC,
所以点P 在平面ABC 上的射影O 为边AC 的中点,
则PO=3,在直角三角形PAO 中,由勾股定理,

得AO= 3,所以AC=23.
又因为底面△ABC 是等腰直角三角形,
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所以AB=BC= 6,

所以VP-ABC=
1
3S△ABC ·PO=

1
3×

1
2× 6× 6×3=3.

设点B 到 平 面PAC 的 距 离 为d,则

有VP-ABC=VB-PAC=
1
3S△PAC ·d=

1
3×

1
2×23×3d=3

,

解得d= 3,故点B 到平面PAC 的距离为 3.
故选C.
(2)延长 MN 交DC 延长线于点

Q,连接 A1Q,C1Q,AC,因为 M,

N 分别是 AB 和BC 的中点,则

MN∥AC,
由 正 方 体 的 性 质 可 得 AC∥
A1C1,所以 MN∥A1C1,
又A1C1⊂平面A1C1D,MN⊄平面 A1C1D,所以 MN∥平

面A1C1D,所以 MN 到平面A1C1D 的距离即点Q 到平面

A1C1D 的距离,设为h,则VQ-A1DC1
=VA1-QDC1

.

因为正方体的棱长为1,所以DQ=
3
2
,A1D=DC1=A1C1=

2,
 

所以
1
3S△A1DC1

·h=
1
3S△DQC1

·A1D1,即
1
3×

3
4 ×

(2)2h=
1
3×

1
2×

3
2×1×1

,

解得h=
3
2.

故选C.]
微专题14 空间向量与空间角

考点一

典例1 (1)A (2)
π
3 

π
4 

[(1)法一(向 量 法):取 BC 中

点D,
连接AD,因为AB=AC,
所以DA⊥DC,
以D 为原点,DA,DC 所在直线分

别为x,y 轴,过点D 且垂直于平面

BAC 的直线为z 轴,建立如图所示

的空间直角坐标系,
不 妨 设 AB=AC=AA1=1,而

∠BAC=120°,所 以 BD =DC=

3
2
,AD=

1
2
,

所以B 0,- 32,0 ,A1 12,0,1 ,A 12,0,0 ,
C1 0,32,1 ,
所以BA1

→= 12,32,1 ,AC1
→= -12,32,1 ,

所以异面直线BA1 与AC1 所成角的余弦值为

|cos
 

<BA1
→,AC1

→>|=
|BA1
→·AC1

→|

|BA1
→||AC1

→|

=
-
1
4+

3
4+1

1
4+

3
4+1

· 1
4+

3
4+1

=
3
4.

法二(几何法):如图所示,
设E,F,G,H 分别是线段A1B1,AB,

AA1,A1C1 的中点.
连 接 EF,FH,HG,EH,FG,易 知

FG∥BA1,GH∥AC1,
故∠FGH 或其补角是异面直线BA1

与AC1 所成的角.
设 AB=AC=AA1=2,由 于∠BAC
=120°,

所以B1C1=23,EH= 3,EF=2,

则FH= (3)2+22= 7,

又FG=
1
2BA1= 2,GH=

1
2AC1= 2,

在△FGH 中,由余弦定理得

cos∠FGH=
(2)2+(2)2-(7)2

2× 2× 2
=-

3
4.

所以异面直线BA1 与AC1 所成角的余弦值为
3
4.

(2)法一(向量法):如图,以D 为

坐标原点,DA→,DC→,DD'→的方向

分别为x,y,z 轴的正方向建立

空间直角坐标系,设正方体的棱

长为2,则A(2,0,0),C(0,2,0),

D'(0,0,2),M(2,2,1),N(1,2,

2),MN→=(-1,0,1),CD'→=(0,-2,2),DA→=(2,0,0).因为

MN 和 CD'所 成 角 的 范 围 为 0,π2 ,所 以|cos<MN→,

CD'→>|=|MN→·CD'→|
|MN→||CD'→|

=
2

2× 8
=
1
2
,故 MN 和CD'所成的

角的大小为
π
3.

因为 MN 和AD 所成角的范围为 0,π2 ,所以|cos<MN→,

DA→>|=|MN→·DA→|
|MN→||DA→|

=
2
2×2

=
2
2
,故 MN 和AD 所成角的

大小为
π
4.

法二 (几 何 法):如 图 所 示,连 接

AD',BC',

∵M,N 分别是BB'和B'C'的中点,

∴MN∥BC'∥AD',

∴∠AD'C 是异面直线 MN 和CD'所

成的角,∠D'AD 是 异 面 直 线 MN 和 AD 所 成 的 角.连 接

AC,易知△AD'C 为等边三角形,

∴∠AD'C=
π
3
,在△AD'D 中,∠D'AD=

π
4.

所以 MN 和CD'所成角的大小为
π
3
,MN 和AD 所成角的大

小为
π
4.]
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考点二

典例2 解:(1)证明:取 PA 的 中 点 N,PB 的 中 点 M,连 接

FN,MN,GM,
因为△ACD 与△ABC 为 等 腰 直 角 三 角 形,∠ADC=90°,

∠BAC=90°,

不妨设AD=CD=2,所以AC=AB=22,
所以BC=4,
因为E,F 分别为BC,PD 的中点,

所以FN=
1
2AD=1,BE=

1
2BC=2,

因为G 为PE 的中点,

所以GM=
1
2BE=1,

因为∠DAC=45°,∠ACB=45°,
所以AD∥BC,
所以FN∥GM,
又FN=GM,
所以四边形FGMN 为平行四边形,
所以FG∥MN,
因为FG⊄平面PAB,MN⊂平面PAB,
所以FG∥平面PAB.
(2)因为PA⊥平面ABCD,
所以 以 A 为 原 点,AC,AB,AP
所在直线分别为x,y,z 轴建立如

图所示的空间直角坐标系,
设AD=CD=2,则 A(0,0,0),

B(0,2 2,0),C(2 2,0,0),

D(2,- 2,0),P(0,0,22),

所以 AB→=(0,2 2,0),DC→=
(2,2,0),CP→ = (-22,0,

22).
设平面PCD 的法向量为n=(x,y,z),

所以
DC→·n=0,

CP→·n=0, 
所以

2x+ 2y=0,

-22x+22z=0, 取x=1,所以y=-1,z=1,

所以n=(1,-1,1),
设AB 与平面PCD 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<AB→,n>|=|AB→·n|
|AB→||n|

=
|0×1+22×(-1)+0×1|
22· 12+(-1)2+12

=
22

22× 3
=
3
3
,

即AB 与平面PCD 所成角的正弦值为
3
3.

考点三

典例3 (1)
25
5  [作 AO⊥BC 于 点O,连 接 DO 易 得OD,

OC,OA 互相垂直,

以O 为原点,OD→,OC→,OA→ 的方向分别为x 轴、y 轴、z 轴的

正方向,建立如图所示的空间直角坐标系.

设AB=1,则O(0,0,0),D 32,
0,0 ,B 0,12,0 ,C 0,32,0 ,
A 0,0,32 .

显然n1=(0,0,1)为平面BCD 的一个法向量,
设平面ABD 的法向量n2=(x,y,z),

∵AB→= 0,12,- 32 ,AD→= 32,0,- 32 ,

∴
n2·AB→=0,

n2·AD→=0, 即

1
2y-

3
2z=0,

3
2x-

3
2z=0,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

令z=1,得n2=(1,3,1)为平面ABD 的一个法向量.
设二面角A-BD-C 的大小为θ,则

|cos
 

θ|=
|n1·n2|
|n1||n2|

=
5
5
,

∴sin
 

θ=
25
5 .

∴二面角A-BD-C 的正弦值为
25
5 .

(2)(i)证明:由题意可得正四棱锥所有棱长均为 2,而P 是

SD 的中点,
所以CP⊥SD,AP⊥SD,
又因为AP∩CP=P,且AP,CP⊂平面PAC,所以SD⊥平

面PAC,
又因为SD⊂平面SAD,所以平面SAD⊥平面PAC.
(ii)解:如 图,连 接 OB,易 知

OB,OC,OS 两两互相垂直,分
别以OB,OC,OS 所在直线为

x 轴,y 轴,z 轴,
建立如图所示的空间直角坐标

系Oxyz,
则A(0,-1,0),B(1,0,0),

C(0,1,0),S(0,0,1),D(-1,

0,0),可得AC→=(0,2,0),SD→=(-1,0,-1).

由SP→=14SD→,得SP→= -14,0,-14 ,
所以P -14,0,34 ,进而AP→= -14,1,34 .

设平面PAC 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·AP→=-14x+y+

3
4z=0

,

n·AC→=2y=0, 
令z=1,则x=3,所以平面PAC 的一个法向量为n=(3,0,

1).

易知平面SAC 的一个法向量为OB→=(1,0,0),
设平面SAC 与平面ACP 的夹角为θ,则cos

 

θ=|cos<OB→,

n>|=
|OB→·n|
|OB→||n|

=
3
32+12

=
3 10
10

,

故平面SAC 与平面ACP 夹角的余弦值为
3 10
10 .]
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微专题15 空间向量与空间距离、翻折和探索性问题

考点一

典例1 BCD [根据题意可建立如图所示的空间直角坐标系,
则 A (0,0,0),B (1,0,0),

C(1,1,0),D(0,1,0),

A1 (0,0,1),B1 (1,0,1),

C1(1,1,1),D1(0,1,1).

则E 1
2
,0,1  ,O 12,12,1 .

又 AP→ = 34AB→ + 12AD→ +

2
3AA1
→,故P 3

4
,1
2
,2
3  .

对于A,BE→= -
1
2
,0,1  ,BA→=(-1,0,0),

故点A 到直线BE 的距离为

|BA→|2-
BA→·BE→

BE→  
2

= 1-

1
4
5
4

=
25
5
,

故A错误;

对于B,AD1
→=(0,1,1),C1O

→= -
1
2
,-
1
2
,0  ,

设平面ABC1D1 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
m·AD1

→=0,

m·BA→=0, 
 

即
y1+z1=0,

-x1=0, 取y1=1,

则m=(0,1,-1),

故点O 到平面ABC1D1 的距离为
|C1O
→·m|
m =

1
2
2
=
2
4
,故B

正确;

对于C,BA1
→=(-1,0,1),CD1

→=(-1,0,1),故BA1
→∥CD1

→,
而B,A1,C,D1 不共线,故BA1∥CD1.
因为BA1⊄平面B1CD1,CD1⊂平面B1CD1,
故BA1∥平面B1CD1,
同理BD∥平面B1CD1,而BD∩BA1=B,BD,BA1⊂平面

DBA1,所以平面DBA1∥平面B1CD1,
故平 面 DBA1 到 平 面 B1CD1 的 距 离 即 为 点 B1 到 平 面

DBA1 的距离.

又BD→=(-1,1,0),B1A1
→=(-1,0,0),设平面 DBA1 的法

向量为n=(x2,y2,z2),

则
n·BD→=0,

n·BA1
→=0, 

 

即
-x2+y2=0,

-x2+z2=0, 取y2=1,则n=(1,1,

1),

故点 B1 到 平 面 DBA1 的 距 离 为
n·B1A1

→

n =
3
3
,故 C

正确;

对于D,AP→= 3
4
,1
2
,2
3  ,AB→=(1,0,0),

故点P 到直线AB 的距离为

|AP→|2-
AP→·AB→

AB→  
2

=
9
16+

1
4+

4
9-

9
16=

5
6
,故 D

正确.
故选BCD.]

考点二

典例2 (1)证明:依题意可知E 为PC 的中点,PD=CD=2,

所以DE⊥PC,

又DE⊥BC,BC∩PC=C,BC,PC⊂平面PCB,

所以DE⊥平面PCB.
又PB⊂平面PCB,所以DE⊥PB.
依题意可知CD⊥PD,CD⊥BD,BD∩PD=D,BD,PD⊂
平面PDB,

所以CD⊥平面PDB,

又PB⊂平面PDB,

所以CD⊥PB.
因为CD∩DE=D,CD,DE⊂平面PCD,

所以PB⊥平面PCD.
又PC⊂平面PCD,所以PB⊥PC.

(2)解:由 题 意,得 PC =AC = 22+22 =2 2,BC =

22+42=25,由(1)知PB⊥PC,

所以PB= (25)2-(22)2=23.
以D 为原点,DP,DC 所在直线分

别为x 轴、z 轴,过点 D 且平行于

PB 的直线为y 轴,建立如图所示

的空间直角坐标系,

则D(0,0,0),P(2,0,0),C(0,0,

2)
 

,E(1,0,1),B(2,23,0),

所以CP→=(2,0,-2),DP→=(2,0,0),
 

DE→=(1,0,1),BC→=
(-2,-23,2).

设BF→=tBC→=(-2t,-23t,2t)(0≤t≤1),

则F(2-2t,23-23t,2t),DF→=(2-2t,23-23t,2t),

若存在点F,使得CP⊥DF,则CP→·DF→=4-8t=0,

解得t=
1
2
,则F(1,3,1),即存在点F 使得CP⊥DF,则

DF→=(1,3,1),
设平面PDF 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
m·DF→=0,

m·DP→=0, 即
x1+ 3y1+z1=0,

2x1=0, 
令y1=1,得x1=0,z1=- 3,

所以m=(0,1,- 3)为平面PDF 的一个法向量,

设平面DEF 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则
n·DE→=0,

n·DF→=0, 即
x2+z2=0,

x2+ 3y2+z2=0, 
令x2=1,得y2=0,z2=-1,

所以n=(1,0,-1)为平面DEF 的一个法向量,

所以|cos<m,n>|=
|m·n|
m n =

3
2× 2

=
6
4
,

所 以 平 面 PDF 与 平 面 DEF 夹 角 的 正 弦 值 为

1- 6
4  

2

=
10
4 .
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专题五 解析几何

微专题16 直线与圆

考点一

典例1 (1)ABD (2)ABD (3)-
1
3

或-
7
9

[(1)直线l1:x+ay+1=0,l2:(a-1)x+y+a=0,
对于A,当a=1时,直线l1:x+y+1=0,故斜率k=-1,则
倾斜角为135°,A正确;

对于B,l1⊥l2 等价于a-1+a=0,解得a=
1
2
,故B正确;

对于C,若l1∥l2,则a(a-1)-1=0且a≠a-1,故a=

1± 5
2

,故C错误;

对于D,l1:x+ay+1=0,令y=0,得x+1=0,解 得x=
-1,y=0,
故直线l1 恒过点(-1,0),D正确.故选ABD.
(2)对于A,直线l的方程为x-ysin

 

θ+2=0,设直线l的倾

斜角为α,

①当sin
 

θ=0时,α=
π
2
,②当sin

 

θ≠0时,直线l的斜率k=

tan
 

α=
1
sin

 

θ
,

所以tan
 

α∈(-∞,-1]∪[1,+∞),

所以α∈ π4,π2 ∪ π2,3π4 ,
综上所述,α∈ π4,3π4 ,故A正确;

对于B,过点(23,2),与直线 3x-y+2=0平行的直线方

程为y-2= 3(x-23),即 3x-y-4=0,B正确;
对于C,当截距 为0时,设 直 线 方 程 为y=kx,又 直 线 过 点

P(1,2),
代入直线方程可得k=2,所以直线方程为y=2x,

当截距 不 为0时,设 直 线 方 程 为
x
a +y

a =1,又 直 线 过 点

P(1,2),
代入直线方程可得a=3,所以直线方程为x+y-3=0,
所以过点P(1,2)且在x 轴、y 轴上的截距相等的直线方程为

x+y-3=0或y=2x,故C错误;
对于D,经过平面内任意相异两点(x1,y1),(x2,y2)的直线,
当斜率等于0时,y1=y2,x1≠x2,方程为y=y1,能用方程

(x2-x1)(y-y1)=(y2-y1)(x-x1)表示;
当斜率不存在时,y1≠y2,x1=x2,方程为x=x1,能用方程

(x2-x1)(y-y1)=(y2-y1)(x-x1)表示;

当斜率不为0且斜率存在时,直线方程为
y-y1

y2-y1
=

x-x1

x2-x1
,

也能用方程(x2-x1)(y-y1)=(y2-y1)·(x-x1)表示,故

D正确.故选ABD.
(3)法一:因为A(-3,-4),B(6,3)两点到直线l的距离相

等,所以
|-3a-4+1|

a2+1
=
|6a+3+1|

a2+1
,于是|3a+3|=|6a+

4|,所以27a2+30a+7=0,解得a=-
1
3

或a=-
7
9.

法二:∵点A(-3,-4),B(6,3)到直线l的距离相等,

∴分两种情况:

①当直线AB 与直线l平行时,

∴kAB=kl,即
3-(-4)
6-(-3)=-a

,∴a=-
7
9.

②当直线l过线段AB 的中点M 32,-12 时,

∴
3
2a-

1
2+1=0

,∴a=-
1
3.

综上,实数a 的值为-
1
3

或-
7
9.]

考点二

典例2 (1)C (2)x2+y2-x+7y-32=0 (3)x-2  2+

y-3  2=13或 x-2  2+ y-1  2=5或 x-
4
3  

2

+

y-
7
3  

2

=
65
9

或 x-
8
5  

2

+ y-1  2=
169
25
(从这四个方

程中任选一个作答即可) [(1)法一:令x-y=k,则x=k+
y,代入原式化简得2y2+ 2k-6  y+k2-4k-4=0,
因为存在实数y,所以Δ≥0,即(2k-6)2-4×2(k2-4k-
4)≥0,

化简得k2-2k-17≤0,解得1-32≤k≤1+32,

故x-y 的最大值是32+1.故选C.
法二:由x2+y2-4x-2y-4=0,
整理得 x-2  2+ y-1  2=9,
令x=3cos

 

θ+2,y=3sin
 

θ+1,其中θ∈ 0,2π  ,

则x-y=3cos
 

θ-3sin
 

θ+1=32cosθ+
π
4  +1.

因为θ∈ 0,2π  ,所以θ+
π
4∈

π
4
,9π
4  ,则当θ+

π
4=2π

,

即θ=
7π
4

时,x-y 取得最大值32+1.故选C.

法三:由x2+y2-4x-2y-4=0可得(x-2)2+(y-1)2=9,设

x-y=k,则圆心到直线x-y=k的距离d=
|2-1-k|

2
≤3,解

得1-32≤k≤1+32,故x-y的最大值是32+1.
故选C.
(2)设经过两圆交点的圆的方程为x2+y2+6x-4+λ(x2+
y2+6y-28)=0(λ≠-1),即(1+λ)x2+(1+λ)y2+6x+

6λy-28λ-4=0,圆心坐标为 -3
1+λ

,-3λ
1+λ  ,将其代入直线

x-y-4=0,解得λ=-7.故所求圆的方程为x2+y2-x+
7y-32=0.
(3)依题意设圆的方程为x2+y2+Dx+Ey+F=0,
若过 0,0  ,4,0  ,-1,1  三点,

则

F=0,

16+4D+F=0,

1+1-D+E+F=0, 解得

F=0,

D=-4,

E=-6, 
 

易得D2+E2-4F>0,
所以 过 这 三 点 的 圆 的 方 程 为 x2+y2-4x-6y=0,即

x-2  2+ y-3  2=13;
若过 0,0  ,4,0  ,4,2  三点,

则

F=0,

16+4D+F=0,

16+4+4D+2E+F=0, 解得

F=0,

D=-4,

E=-2, 
 

易得D2+E2-4F>0,
所以 过 这 三 点 的 圆 的 方 程 为 x2+y2-4x-2y=0,即

x-2  2+ y-1  2=5;
若过 0,0  ,-1,1  ,4,2  三点,
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则

F=0,

1+1-D+E+F=0,

16+4+4D+2E+F=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

F=0,

D=-
8
3
,

E=-
14
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

易得D2+E2-4F>0,

所以过这三 点 的 圆 的 方 程 为x2+y2-
8
3x-

14
3y=0,即

x-
4
3  

2

+ y-
7
3  

2

=
65
9
;

若过 -1,1  ,4,0  ,4,2  三点,

则

1+1-D+E+F=0,

16+4D+F=0,

16+4+4D+2E+F=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

F=-
16
5
,

D=-
16
5
,

E=-2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

易得D2+E2-4F>0,

所以过这三点的圆的方程为x2+y2-
16
5x-2y-

16
5=0

,即

x-
8
5  

2

+ y-1  2=
169
25.]

考点三

典例3 (1)C (2)ABD (3)y=4或3x+4y-13=0
[(1)圆x2+(y+1)2=1的圆心和半径分别为C(0,-1),

R=1,

圆心C(0,-1)到直线l:y=

-x + 1 的 距 离 d =

|0-1-1|
1+1

= 2,

|AB|=2|PA|sin∠APC

= 2|PA | · R
|PC| =

2|PA|
|PC|=

2 |PC|2-R2

|PC|

=2
|PC|2-R2

|PC|2
=2 1-

1
|PC|2

,

故当|PC|最小时,|AB|最小,又知|PC|的最小值为d= 2,

故|AB|min= 2.
故选C.
(2)对于 A,由圆C1:(x-1)2+(y-2a)2=9,圆C2:x2+

y2-8x+2ay+a2+12=0,a∈R,

可知C1(1,2a),半径r1=3,C2(4,-a),半径r2=2,

故直线C1C2 的方程为y+a=-a(x-4),

即y=-a(x-3),所以直线C1C2 恒过定点(3,0),A正确.
对于B,当圆C1 和圆C2 外切时,

|C1C2|=r1+r2,即 (1-4)2+(2a+a)2=3+2,

解得a=±
4
3
,

当a=
4
3

时,如图所示,当P,C1,C2,

Q 四点共线时,

|PQ|max=|C1C2|+r1+r2

= (1-4)2+ 83+43 
2

+5=10;

同理求得当a=-
4
3

时,|PQ|max=10,B正确.

对于C,若圆C1 和圆C2 共有2条公切线,则两圆相交,
则|r1-r2|<|C1C2|<r1+r2,

即1< (1-4)2+(2a+a)2 <5,解 得-
4
3 <a<

4
3
,C

错误.

对于D,当a=
1
3

时,两圆相交,

C1:(x-1)2+ y-23 
2

=9,

C2:(x-4)2+ y+13 
2

=4,

将两方程相减可得公共弦方程为6x-2y-
59
3=0

,

则C1 1,23 到6x-2y-
59
3=0

的距离为

6-
4
3-

59
3

62+(-2)2
=
3 10
4

,则圆C1 与圆C2 相交弦的弦长 为

2 9- 3 10
4  

2

=
36
2
,D正确.

(3)法一:当直线l 垂直于x 轴

时,直线l:x=-1与圆相离,不
满足条件.当直线l不垂直于x
轴时,可设直线l的方程为y-
4=k(x+1),即kx-y+(k+
4)=0.如 图,因 为 直 线 与 圆 相

切,所以 圆 心(2,3)到 直 线l 的 距 离 等 于 圆 的 半 径,从 而

|2k-3+(k+4)|
k2+1

=1,解得k=0或k=-
3
4.因此,所求直

线l的方程是y=4或3x+4y-13=0.
法二:当直线l垂直于x 轴时,直线l:x=-1与圆相离,不满

足条件.当直线l不垂直于x 轴时,可设直线l的方程为y-
4=k(x +1).因 为 直 线 l 与 圆 相 切,所 以 方 程 组

y-4=k(x+1),
(x-2)2+(y-3)2=1 仅有一 组 解.由 方 程 组 消 去y,得 到

关于x 的一元二次方程(1+k2)x2+(2k2+2k-4)x+k2+
2k+4=0.依题意,这个一元二次方程有两个相等的实数根,
所以可得判别式Δ=(2k2+2k-4)2-4(1+k2)(k2+2k+

4)=0,解得k=0或k=-
3
4.因 此,所 求 直 线l 的 方 程 是

y=4或3x+4y-13=0.]
微专题17 圆锥曲线的定义、方程及性质

考点一

典例1 (1)BCD (2)AC (3)9 [(1)对 于 选 项 A,满 足

|PA|=|PF|的点P 位于线段AF 的垂直平分线上,其方程

为y=
3
2
,与C 仅有一个交点,故A选项错误;
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对于选项B,设点P 到直线AF 的距离为d,

S△PAF=
1
2|AF|·d=

3
2
,则d=1,

所以点P 在直线x=2或y 轴上,这样的点P 有三个,故B
选项正确;
对于选项C,如图1,点A 在抛物线外,|PF|+|PA|≥|AF|,
故|PA|+|PF|的最小值为|FA|=3,故C选项正确;

对于选项D,如图2,过点A 作x 轴的平行线,与准线交于点

B,与抛物线交于点P,
根据抛物线定义,|PB|=|PF|,此时|PA|-|PF|有最小

值-|AB|=-2,故D选项正确.故选BCD.
(2)对于选项A,因为椭圆C 的左、右焦点分别为F1(-1,0),

F2(1,0),离心率为
1
2
,

所以c=1,
c
a =

1
2
,解得a=2,又b2=a2-c2=3,

则椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1
,故选项A正确;

对于选项B,当点 M 与点B 重合时,|MF2|取最小值为1,故
选项B错误;

对于 选 项 C,设 M (x0,y0),此 时 kMAkMB =
y0

x0+2
·

y0

x0-2
=

y2
0

x2
0-4

,

因为点 M 在椭圆C 上,

所以
y2
0

3=1-
x2
0

4=
4-x2

0

4
,

则
y2
0

x2
0-4

=-
3
4
,

故选项C正确;
对于选项D,在△F1MF2 中,

由余弦 定 理 得|F1M|2+|F2M|2-2|F1M|·|F2M|·

4
5=4c

2=4,

因为|F1M|+|F2M|=2a=4,即(|F1M|+|F2M|)2=16,

所以
18
5|F1M|·|F2M|=12,解得|F1M||F2M|=

10
3
,

所以S△F1MF2
=
1
2|F1M||F2M|sin∠F1MF2=

1
2×

10
3×

3
5=1

,故选项D错误.故选AC.

(3)由题意得,焦距2c=8,可得c=4,在双曲线中,c2=a2+
b2,所以a2=c2-b2=16-12=4,解得a=2,根据双曲线定

义可得||MF1|-|MF2||=2a=4,所以|5-|MF2||=4,解
得|MF2|=1或|MF2|=9,当|MF2|=1时,|MF1|+
|MF2|=6<8,不 满 足 题 意,故 舍 去;当|MF2|=9 时,

|MF1|+|MF2|=14>8,满足题意,所以|MF2|=9.]

考点二

典例2 (1)AC (2)BCD (3) 5
5
,1   1,

35
5   [(1)将

A(1,2)代入双曲线C:
x2

a2
-y

2

b2
=1中,可得

1
a2
-
4
b2
=1,

对于A,
1
a2
=
4
b2
+1>1,故a2<1,因此0<a<1,所以2a<

2,即C 的实轴长小于2,故A正确;

对于B,双曲线C 的渐近线方程为y=±
b
ax,若渐近线方程

为y=± 3x,则
b
a = 3

,

结合
1
a2
-
4
b2
=1可得

1
a2
-
4
3a2

=1,则
1
3a2

=-1,该方程无实

数根,

故渐近线方程不可能为y=± 3x,故B错误;

对于C,离 心 率 为e=
c
a = 1+

b2

a2
= 1+

4
b2
+1  b2 =

5+b2> 5,故C正确;

对于D,若焦距为4,则2c=2 a2+b2=2
b2

b2+4
+b2=4,

故b2=
-1+ 65
2 <c2,

故焦距可能为4,故D错误.
故选AC.

(2)对于选项A,因为椭圆C 的方程为
x2

4+y
2=1,

所以a=2,则椭圆C 的长轴为2a=4,故选项A错误;

对于选项B,易知c= 3,所以F(3,0),-2≤m≤2,

因为点P 在椭圆C 上,所以
m2

4+n
2=1,即n2=1-

m2

4
,

所以|PF|2=(m- 3)2+n2=(m- 3)2+1-
m2

4 =

3
4m2-23m+4,

易知函数y=
3
4m2-2 3m+4图象的对称轴为直线 m=

43
3 >2,

所以该函数在[-2,2]上单调递减,

则当m=-2时,函数取到最大值,最大值为7+43,

因为7+43=(2+ 3)2,所以|PF|的最大值为2+ 3,故选

项B正确;

对于选项C,易知-1≤n≤1,|OF|= 3,

所以S△OFP=
1
2|OF||n|=

1
2× 3×|n|≤

3
2
,

则△OFP 的面积的最大值为
3
2
,故选项C正确;

对于选项D,由a=2,c= 3,可得e=
3
2
,故选项D正确.

故选BCD.
(3)设椭圆和双曲线的半焦距分别为c1,c2,由题意得双曲线

的渐近线方程为y=±
b
ax,

 

所以0<
b
a <

25
5
,则0<

b2

a2
<
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4
5
,所以e1=

c1
a =

a2-b2

a2
= 1-

b2

a2
∈ 5

5
,1  ,e2=

c2
a=

a2+b2

a2
= 1+

b2

a2
∈ 1,

35
5  .]

考点三

典例3 (1)ABD (2)BD [(1)因为抛物线y2=2px(p>0)
经过点 M(1,2),
所以22=2p,解得p=2,故A正确;
所以抛物线方程为y2=4x,则焦点F(1,0),依题意,直线l
的斜率不为0,

设直线l:x=my+1,联立
y2=4x,

x=my+1, 消去x 整理得y2-

4my-4=0,
则Δ=16m2+16>0,所以y1+y2=4m,y1y2=-4,

则x1+x2=m(y1+y2)+2=4m2+2,

x1x2=(my1+1)(my2+1)=m2y1y2+m(y1+y2)+1=1,

所以|AB|=x1+x2+2=4m2+4≥4,故B正确;

因为OA→=(x1,y1),OB
→=(x2,y2),所以OA→·OB→=x1x2+

y1y2=-3,故C错误;

由题意知,x1≠0且x2≠0,所以k1k2=
y1

x1
·y2

x2
=-4,故D

正确.
故选ABD.
(2)对于A,由题可得,焦点F(1,0),准线l:x=-1,
设直线AB 的方程为x=my+1,

联立
x=my+1,

y2=4x, 化简得y2-4my-4=0,

则Δ=16m2+16>0,设A(x1,y1),B(x2,y2),
所以y1+y2=4m,y1y2=-4,
又|FA|=x1+1,|FB|=x2+1,|FA|=3|FB|,
所以x1+1=3(x2+1),

即

my1+2=3(my2+2),

y1y2=-4,

y1+y2=4m, 
解得m=±

3
3
,

则直线AB 的斜率k=± 3,所以倾斜角为60°或120°,故 A
错误;
对于B,如图,设 AB 的中点为 M,过
A,B,M 分别作准线l 的 垂 线,垂 足

分别为A',B',M',
根据抛物线的定义,|AA'|=|FA|,

|BB'|=|FB|,

则|MM'|=
1
2
(|AA'|+|BB'|)=

1
2
(|FA|+|FB|)=

1
2|AB|,

所以以线段AB 为直径的圆与l相切,故B正确;

对于C,OA→=(x1,y1),OB
→=(x2,y2),

若OA⊥OB,则OA→·OB→=x1x2+y1y2=0,

由y2
1=4x1,y2

2=4x2,可得x1x2=
y2
1y2

2

16 =1
,则1-4=-3≠

0,所以不存在直线AB 使得OA⊥OB,故C错误;

对于D,直线AO 的方程为y=
y1

x1
x,令x=-1,得y=-

y1

x1
,

故D 点坐标为 -1,-y1

x1 ,
因为y2

1=4x1,所以y=-
y1

y2
1

4

=-
4
y1
,

又y1y2=-4,则y=y2,所以 D 点的纵坐标与B 点的纵坐

标相同,即BD⊥l,故D正确.
故选BD.]

微专题18 圆锥曲线中的离心率问题

考点一

典例1 (1)D (2)D [(1)设双曲线的右焦点为F',半焦距

为c,如图,连接PF'.因为|FA|=|FP|,∠FAP=30°,所以

∠PFA=120°,|FA|=|FP|=a+c.由 双 曲 线 的 定 义,可
知|PF'|-|PF|=2a,所以|PF'|=3a+c.在△PF'F 中,由
余弦 定 理 可 得|PF'|2=|FP|2+|FF'|2-2|FP|×
|FF'|×cos

 

120°,即(3a+c)2=(a+c)2+(2c)2-2(a
+c)×2c×cos

 

120°,得4a2+ac-3c2=0,得3e2-e-4=0

(e为双曲线的离心率),得e=
4
3

或e=-1(舍去).故选D.

(2)设|AF1|=m,由椭圆的定义可得|AF2|=2a-m,
又因为|AF1|=|AB|,所以|BF2|=m-|AF2|=2m-2a,
再由椭圆的定义可得|BF1|+|BF2|=2a,
而|BF1|=a,所以2m-2a+a=2a,

可得m=
3
2a
,|AF2|=

1
2a
,

在△ABF1 中,由余弦定理的推论可得

cos
 

A=
|AF1|2+|AB|2-|BF1|2

2|AF1|·|AB|

=

9
4a

2+
9
4a

2-a2

2·
3
2a

·3
2a

=
7
9
,

在△AF1F2 中,由余弦定理的推论可得

cos
 

A=
|AF1|2+|AF2|2-|F1F2|2

2|AF1|·|AF2|
,

即
7
9=

9
4a

2+
1
4a

2-4c2

2·
3
2a

·1
2a

,整理可得3c2=a2,

解得e=
c
a =

3
3.

故选D.]
考点二

典例2 (1)B (2)A [(1)根据题意可知,点P 在双曲线的右

支上,
由双曲线的定义可得,|PF1|-|PF2|=2a,|PF2|≥c-a,
又|PF1|=3|PF2|,故|PF2|=a,
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则a≥c-a,即双曲线的离心率e=
c
a ≤2.

故选B.
(2)由基本不等式及椭圆定义可知

|PF1|·|PF2|≤
|PF1|+|PF2|

2  
2

=a2,

当且仅当|PF1|=|PF2|时,等号成立,

∴|PF1|·|PF2|的最大值为a2,
由题意知2c2≤a2≤3c2,

∴ 2c≤a≤ 3c,∴
3
3≤e≤

2
2.]

考点三

典例3 (1)C (2)35
,1   [(1)由点P,Q 是C 上位于x 轴

上方的任意两点,延长 PF1 交椭圆于另一交点,记为 A(图
略),
由PF1∥QF2 及椭圆的对称性,
易知|AF1|=|QF2|,所以|PF1|+|QF2|=|PA|,
由椭圆过焦点的弦中通径最短,
所以当PA 垂直于x 轴时,|PA|最短,

所以b≤|PA|min=
2b2

a
,所以ab≤2b2,即

b
a ≥

1
2
,

又0<e<1,e= 1-
b2

a2
≤
3
2
,所以0<e≤

3
2.

(2)由题意可得双曲线的渐近线的斜率的绝对值为
b
a
,则0<

b
a <

25
5
,

所以e1=
c
a = 1-

b2

a2
,e2= 1+

b2

a2
,

所以e1e2= 1-
b2

a2  1+b
2

a2  = 1-
b4

a4
> 1-

16
25=

3
5
,且e1e2= 1-

b4

a4
<1,

则
3
5<e1e2<1.

]

考点四

典例4 A [由A,B 关于原点对称,且△ABC 是等边三角形,

得OA→⊥OC→,|OC→|= 3|OA→|,
设A(x0,y0),则OA→=(x0,y0),OC

→= 3(-y0,x0)

=(- 3y0,3x0),即点C(- 3y0,3x0),

因此

x2
0

a2
-
y2
0

b2
=1,

3y2
0

a2
-
3x2

0

b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

整 理 得
y2
0

x2
0
=
3a2+b2

a2+3b2
,由

y2
0

a2
-

x2
0

b2
=
1
3
,得y2

0

a2
>
x2
0

b2
,则y2

0

x2
0
>
a2

b2
,于

是
3a2+b2

a2+3b2
>
a2

b2
,解得b2>a2,即

b2

a2
>1,则 M 的离心率e=

1+
b2

a2
> 2,

所以 M 的离心率的取值范围为(2,+∞).
故选A.]

微专题19 最值(范围)、证明问题

考点一

典例1 解:(1)由题知

b=1,

c
a =

5
2
,

c2=a2+b2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

解得

a=2,

b=1,

c= 5,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以双曲线E 的标准方程为
x2

4-y
2=1.

(2)令 P(x0,y0),由 题 意 知k≠0,故 可 设 直 线 BC 为y=

-
1
kx+m,与

x2

4 -y2=1联 立 得(k2-4)x2+8mkx-

4m2k2-4k2=0,
当Δ=16k2(m2k2+k2-4)>0时,
设B(x1,y1),C(x2,y2),则由根与系数的关系及题意可得,

x0=
x1+x2

2 =
-4km
k2-4

,y0=
y1+y2

2 =
mk2

k2-4
.

(i)当k=
1
3

时,x0=
12
35m

,y0=-
1
35m

,

由
1
3=k=

y0

x0-t
,得t=x0-3y0=

3
7m,

又因为Δ>0,

即k2(m2+1)>4⇒m2>
4
k2
-1=35⇒m∈(-∞,- 35)∪

( 35,+∞),

所以t=
3
7m∈ -∞,-

3
7 35  ∪ 3

7 35,+∞  .

(ii)由题知Q(0,m),A(-3,0).

因为k=
y0

x0+3
=

mk2

-4km+3k2-12
⇒-4km+3k2-12=mk,

所以m=
3(k2-4)
5k ⇒

mk
k2-4

=
3
5
,

又x0+3=
y0

k
,y0=

mk2

k2-4
,

则|PA|= (x0+3)2+y2
0= 1+

1
k2
|y0|

= mk 1+k2

k2-4
=
3
5 1+k2,

|PQ|= x2
0+(y0-m)2= x2

0+
16m2

(k2-4)2
,

又
mk

k2-4
=
3
5⇒

m
k2-4

=
3
5k
,x0=

-4km
k2-4

=-
12
5
,

则|PQ|=
144
25+

144
25k2

=
12
5

1+k2

k2
,

则 S△APQ =
1
2|PA|·|PQ|=

18
25

·1+k
2

|k| =
18
25

·

|k|+
1
|k|  ≥1825·2 |k|·

1
|k|=

36
25
,

当k= ±1时 取 等 号,此 时 m2=
9(k2-4)2

25k2
=
81
25⇒Δ=

168125+1-4  >0满足题意.

综上,S△APQ 的最小值为
36
25.

多维变迁

 解:(1)由题意知
c
a =

22
3
,所以

c2

a2
=
8
9
,
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设a2=9t,t>0,则c2=8t,所以b2=t.
又|AB|2=a2+b2=10t=10,

所以t=1,所以C 的方程为
x2

9+y
2=1.

(2)(i)设R(x,y),由(1)知A(0,-1),又P(m,n),m≠0,

所以AP→·AR→=(m,n+1)·(x,y+1)=mx+(n+1)(y+

1)=|AP→|·|AR→|·cos
 

0=3.①

由kAP=kAR,得
n+1
m =y

+1
x
,②

由①②,得x=
3m

m2+(n+1)2
,y=

n+2-m2-n2

m2+(n+1)2
,

故R 的坐标为
3m

m2+(n+1)2
,n+2-m2-n2

m2+(n+1)2  .

(ii)由(i)得kOR=
n+2-m2-n2

3m =3kOP=
3n
m
,整理得 m2+

n2+8n-2=0,
即m2+(n+4)2=18.
所以点P 的轨迹方程为m2+(n+4)2=18(m≠0).
由题设Q(3cos

 

θ,sin
 

θ),K(0,-4),
则|KQ|2=(3cos

 

θ)2+(sin
 

θ+4)2=-8sin2
 

θ+8sin
 

θ+25,

设s=sin
 

θ,则|KQ|2=-8s2+8s+25=-8s-
1
2  

2

+27

(-1≤s≤1),

当s=sin
 

θ=
1
2

时,|KQ|取得最大值,且|KQ|max=33,

故|PQ|的最大值为|KQ|max+32=3(3+ 2).
考点二

典例2 解:(1)∵PF 的斜率为
1
3
,

∴|PA|=
1
3|FA|,

∴S△PFA=
1
2×|PA|×|FA|=

1
2×

1
3×

(a+c)2=
3
2
,

得a+c=3,

又
c
a =

1
2
,∴a=2,c=1,则b= 3,

∴椭圆的方程为
x2

4+
y2

3=1.

(2)证明:由(1)知F(-1,0),P(2,1),则直线PF 的方程为

y=
1
3
(x+1),

易知直线PB 的斜率存在,设PB 的方程为y-1=k(x-2),

由
y-1=k(x-2),

x2

4+
y2

3=1 得(4k2+3)x2-8k(2k-1)x+8(2k2-

2k-1)=0,

∵PB 与椭圆仅有一个交点,

∴Δ=64k2(2k-1)2-32(4k2+3)(2k2-2k-1)=0,解

得k=-
1
2
,

∴xB=-
-8k(2k-1)
2(4k2+3)

=1,则yB=
3
2
,

∴B 1,
3
2  ,

∴直线BF 的斜率为

3
2-0

1-(-1)=
3
4.

∵tan
 

2∠PFA=
2×

1
3

1- 1
3  

2=
3
4
,∴∠BFA=2∠PFA,

即PF 平分∠AFB.
多维变迁

 解:(1)由题意可得,2b=4,e=
c
a =

5
3
,a2=b2+c2,

解得b=2,a2=9,

∴椭圆E 的方程为
x2

9+
y2

4=1.

(2)证明:A(0,2),B(-3,0),C(0,-2),D(3,0),
直线BC 的方程为2x+3y+6=0.

设直线AP 的方程为y=kx+2(k<0),∴N -4k ,-2 .

联立
y=kx+2,

x2

9+
y2

4=1
, 消去y 整理得,(4+9k2)x2+36kx=0,

解得x=0或x=-
36k
4+9k2

,

∴P - 36k
4+9k2

,8-18k
2

4+9k2 .

直线PD 的方程为y=
18k2-8

27k2+36k+12
(x-3),

与2x+3y+6=0联立,解得x=
-6k-4
3k2+2k

,y=
8-18k2

9k2+6k
.

∴M -6k-43k2+2k
,8-18k

2

9k2+6k .

∴kMN=

8-18k2

9k2+6k
+2

4
k-

6k+4
3k2+2k

=
2
3
,

又kCD=
2
3
,且直线CD 与直线MN 不重合,

∴MN∥CD.
微专题20 定点(定线)、定值问题

考点一

典例1 (1)证明:由题意知,直线PQ 的斜率存在且不为0,设
直线PQ:y-3=k(x+2),P(x1,y1),Q(x2,y2),

联立
y-3=k(x+2),

y2

9+
x2

4=1
, 得(4k2+9)x2+(16k2+24k)x+

16k2+48k=0,
则Δ=(16k2+24k)2-4(4k2+9)(16k2+48k)=-36×
48k>0,则k<0,

故x1+x2=-
16k2+24k
4k2+9

,x1x2=
16k2+48k
4k2+9

.

直线AP:y=
y1

x1+2
(x+2),

令x=0,解得yM=
2y1

x1+2
,

同理得yN=
2y2

x2+2
,

则yM+yN=2×
y1(x2+2)+y2(x1+2)
(x1+2)(x2+2)

=2×
(kx1+2k+3)(x2+2)+(kx2+2k+3)(x1+2)

(x1+2)(x2+2)
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=2×
2kx1x2+(4k+3)(x1+x2)+8k+12

x1x2+2(x1+x2)+4

=2×
2k(16k2+48k)+(4k+3)(-16k2-24k)+(8k+12)(4k2+9)

16k2+48k+2(-16k2-24k)+4(4k2+9)

=2×
108
36=6

,

所以 MN 的中点的纵坐标为3.
所以线段 MN 的中点为定点(0,3).
(2)(i)解:因为|MF|=2,

由抛物线的定义得t+p
2=2

,

又2pt=4,所以t=
2
p
,

因此
2
p
+p
2=2

,即p2-4p+4=0,解得p=2,

从而抛物线C 的方程为y2=4x.
(ii)证明:由(i)知点 M 的坐标为M(1,2),

因为∠AMB 的平分线与x 轴垂直,

所以直线 MA,MB 的倾斜角互补,

即直线 MA,MB 的斜率互为相反数,

kMA=
y1-2
x1-1

=
y1-2
y2
1

4-1
=

4
y1+2

,

同理kMB=
4

y2+2
,

则kMA+kMB=
4

y1+2
+

4
y2+2

=0,

化简得y1+y2=-4,

则yN=
y1+y2

2 =-2,

所以点 N 在定直线y=-2上.
考点二

典例2 解:(1)因为点A(4,3)在双曲线C 上且离心率为
7
2
,

所以

c
a =

7
2
,

16
a2
-
9
b2
=1,

c2=a2+b2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

解得a2=4,b2=3,

则双曲线C 的方程为
x2

4-
y2

3=1.

(2)证明:易知直线l的斜率存在,

设直线l的方程为y=kx+m,P(x1,y1),Q(x2,y2),

联立

y=kx+m,

x2

4-
y2

3=1
, 消 去y 并 整 理 得(3-4k2)x2-8kmx-

4m2-12=0,Δ=64k2m2+4(3-4k2)(4m2+12)>0,

即m2-4k2+3>0.

得x1+x2=
8km
3-4k2

,x1x2=
-4m2-12
3-4k2

,

因为∠PAQ 的平分线与x 轴垂直,

所以kAP+kAQ=
y1-3
x1-4

+
y2-3
x2-4

=0,

即(x2-4)(y1-3)+(x1-4)(y2-3)=0,

可得(x2-4)(kx1+m-3)+(x1-4)(kx2+m-3)=0,

整理得2kx1x2+(m-4k-3)(x1+x2)-8(m-3)=0,

所以2k×
-4m2-12
3-4k2

+(m-4k-3)×
8km
3-4k2

-8(m-

3)=0,

整理得(k+1)(4k+m-3)=0,

因为直线l不过点A(4,3),所以4k+m-3≠0,

解得k=-1.

则直线l的倾斜角为定值,定值为
3π
4.

专题六 概率与统计

微专题21 计数原理与概率

考点一

典例1 (1)B (2)C (3)96 [(1)若甲没有被选中,则不同的

安排方法有A34=24(种);

若甲被选中,且只能参加数学知识竞答,则需要从剩下4人选

两人参加物理和化学知识竞答,安排方法有A24=12(种),

则不同的安排方法有24+12=36(种).
故选B.
(2)根据题设中的要求,每名志愿者只分配到1个项目,每个

项目至少分配1名志愿者,可分两步进行安排:第一步,将5
名志愿者分成4组,其中1组2人,其余每组1人,共有C25 种

分法;第二步,将分好的4组安排到4个项目中,有 A44 种安

排方法.故满足题意的分配方案共有C25·A44=240(种).
(3)从4种不同颜色中选择若干种颜色,给正四面体A-BCD
的每条棱染色,要求每条棱只染一种颜色,

若所有相对的 棱 涂 同 一 种 颜 色,共 用3种 颜 色,有 A34=24
(种)方法,

若所有相对的3对棱中有2对对棱涂同色,共用4种颜色,有

C23A44=72(种)方法,

所以共有24+72=96(种)方法.]

考点二

典例2 (1)-26x2 (2)18
 

564 (3)14或23
(4)135 (5)30 [(1)由(1-2x)5=C05·15·(-2x)0+

C15·14·(-2x)1+…+C55·10·(-2x)5,(1+3x)4=C04·

14·(3x)0+C14·13·(3x)1+…+C44·10·(3x)4,得(1-

2x)5(1+3x)4 展开式中按x 的升幂排列后,第3项为含有

x2 的多项式,

即为 C05 (-2x)0C24 (3x)2 + C15 (-2x)1C14 (3x)1 +

C25(-2x)2C04(3x)0=54x2+(-10x)×(12x)+40x2=

-26x2.

(2) 9x+ 1
3 x 

18

的展开式的通项为

Tk+1=Ck
18(9x)18-k 1

3 x 
k

=Ck
18·336-3k·x

18-32k(k=0,1,

2,…18),

由18-
3
2k=0

,得k=12,

所以常数项为C1218=18
 

564.
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(3)由 2C9n =C8n +C10n ,得
2n!

9! (n-9)!=
n!

8! (n-8)!+

n!
10! (n-10)!

 

,化 简 得n2-37n+322=0,解 得n=14或

n=23.

(4)由(1-x)10=∑
10

k=0
Ck
10(-x)k,

得(1+x+x2)(1-x)10 的展开式中x4 的系数为

C410(-1)4+C310(-1)3+C210(-1)2=135.

(5)(x2+x+y)5=[y+(x2+x)]5=∑
5

k=0
Ck
5·y5-k ·(x2+

x)k,

x5y2 中y 的次数为2,故5-k=2,得k=3,

而(x2+x)3 中,含有x5 的项为C13(x2)2·x1=3x5,

所以(x2+x+y)5 的展开式中,x5y2 的系数为C35×3=30.]

考点三

典例3 (1)B (2)
3
8 

(3)0.052
 

5 
2
7

[(1)根据题意,对于其四边AB,BC,CD,DA,

按顺序分别抛掷一枚质地均匀的硬币,

共有2×2×2×2=16(种)情况,

要从A 出发沿着尚未擦去的边能到达点C,

若保留AB,BC 两条边,则CD,DA 可保留也可擦去,

共有2×2=4(种)情况;

若保留AD,DC 两条边,则AB,BC 可保留也可擦去,

共有2×2-1=3(种)情况(其中有一种情况 AD,DC,AB,

BC 都保留与上面重复),

则要从A 出发沿着尚未擦去的边能到达点C,共有7种情况,

所以可以到达C 点的概率为
7
16.

故选B.
(2)法一:每 天 玩 手 机 不 超 过1

 

h且 近 视 的 学 生 有40%-

20%×50%=30%,记“该学生每天玩手机不超过1
 

h”为事

件A,“该学生 近 视”为 事 件 B,则 P(A)=1-0.2=0.8,

P(AB)=0.3,所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

0.3
0.8=

3
8.

法二:设该校学生共有1
 

000人,则近视的有1
 

000×40%=400
(人),每天玩手机超过1

 

h的人数为200,其中近视的有100人,

所以每天玩手机不超过1
 

h的学生有1
 

000-200=800(人),近视

的有400-100=300(人),从玩手机不超过1
 

h的学生中任取1

名学生,该学生近视的概率P=
300
800=

3
8.

(3)设B=“任取一个零件为次品”,Ai=“零件为第i台车床

加工”(i=1,2,3),则Ω=A1∪A2∪A3,且A1,A2,A3 两两

互斥.根据题意得

P(A1)=0.25,P(A2)=0.3,P(A3)=0.45,

P(B|A1)=0.06,P(B|A2)=P(B|A3)=0.05.
第一空:由全概率公式,得

P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)+P(A3)P(B|

A3)=0.25×0.06+0.3×0.05+0.45×0.05=0.052
 

5.
第二空:“如果取到的零件是次品,计算它是第1台车床加工

的概率”,就是计算在B 发生的条件下,事件A1 发生的概率.

P(A1|B)=
P(A1B)
P(B)=

P(A1)P(B|A1)
P(B)

=
0.25×0.06
0.052

 

5 =
2
7.]

微专题22 随机变量及其分布

考点一

典例1 (1)D [由a+
1
3+

1
6=1

,得a=
1
2
,

所以E(X)=-1×
1
2+0×

1
3+1×

1
6=-

1
3
,

D(X)= -1+13 
2

×
1
2+ 0+13 

2

×
1
3+ 1+13 

2

×

1
6=

5
9
,

所以D(Y)=a2D(X)=
1
4×

5
9=

5
36.]

(2)解:(i)设事件F 为“质点 M 移动2次后到达的点所对应

的积分为0”,

由题意可知质点 M 移动两次后在点C,又起点为点C,即 M

的移动一次 向 左 一 次 向 右,所 以 P(F)=
1
4 ×

3
4 +

3
4 ×

1
4=

3
8.

(ii)X 的所有可能取值为-400,-200,0,200,400,

P(X=-400)=
1
4×

1
4×

1
4×

1
4=

1
256
,

P(X=-200)=
1
4×

1
4×

3
8×2=

3
64
,

P(X=0)=
1
4×

1
4×

3
4×

3
4×2+

3
8×

3
8=

27
128
,

P(X=200)=
3
4×

3
4×

3
8×2=

27
64
,

P(X=400)=
3
4×

3
4×

3
4×

3
4=

81
256
,

所以随机变量X 的分布列为

X -400 -200
 

0
 

200 400

P 1
256

3
64

27
128

27
64

81
256

E(X)=-400×
1
256+

(-200)×
3
64+0×

27
128+200×

27
64+

400×
81
256=200.

考点二

典例2 解:(1)甲、乙所在队的比赛成绩不少于5分,则甲第一

阶段至少投中1次,乙第二阶段也至少投中1次,

∴比赛成绩不少于5分的概率

P=(1-0.63)(1-0.53)=0.686.
(2)(ⅰ)若甲参加第一阶段比赛,则甲、乙所在队的比赛成绩

为15分的概率为P甲=[1-(1-p)3]q3,

若乙参加第一阶段比赛,则甲、乙所在队的比赛成绩为15分

的概率为P乙=[1-(1-q)3]p3,∵0<p<q,

∴P甲-P乙=q3-(q-pq)3-p3+(p-pq)3

=(q-p)(q2+pq+p2)+(p-q)[(p-pq)2+(q-pq)2+
(p-pq)(q-pq)]
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=(p-q)(3p2q2-3p2q-3pq2)

=3pq(p-q)(pq-p-q)

=3pq(p-q)[(1-p)(1-q)-1]>0,

∴P甲>P乙,∴应该由甲参加第一阶段比赛.
(ⅱ)若甲参加第一阶段比赛,比赛成绩X 的所有可能取值为

0,5,10,15,

P(X=0)=(1-p)3+[1-(1-p)3]·(1-q)3,

P(X=5)=[1-(1-p)3]·C13q(1-q)2,

P(X=10)=[1-(1-p)3]·C23q2(1-q),

P(X=15)=[1-(1-p)3]·q3,

∴E(X)=15[1-(1-p)3]q=15(p3-3p2+3p)·q;

若乙参加第一阶段比赛,比赛成绩Y 的所有可能取值为0,5,

10,15,

同理E(Y)=15(q3-3q2+3q)·p,

∴E(X)-E(Y)=15[pq(p+q)(p-q)-3pq(p-q)]=

15pq(p-q)(p+q-3),

∵0<p<q,

∴p-q<0,p+q-3<1+1-3=-1<0,

∴pq(p-q)(p+q-3)>0,E(X)>E(Y),

∴应该由甲参加第一阶段比赛.
微专题23 概率模型的构建

考点一

典例1 解:设甲、乙、丙三人100米跑成绩合格分别为事件A,

B,C,显然事件A,B,C 相互独立,

且P(A)=
2
5
,P(B)=

3
4
,P(C)=

1
3
,设恰有k 人合格的概

率为Pk(k=0,1,2,3),则

(1)三人都合格的概率P3=P(ABC)=P(A)P(B)P(C)=

2
5×

3
4×

1
3=

1
10.

(2)三人都不合格的概率P0=P(􀭺A􀭺B􀭺C)=P(􀭺A)P(􀭺B)P(􀭺C)=

3
5×

1
4×

2
3=

1
10.

(3)三人中恰有两人合格的概率P2=P(AB􀭺C)+P(A􀭺BC)+

P(􀭿ABC)=
2
5 ×

3
4 ×

2
3 +

2
5 ×

1
4 ×

1
3 +

3
5 ×

3
4 ×

1
3

=
23
60.

考点二

典例2 解:(1)设事件 M=“选取的2位学生分数不同”,

则P(M)=1-P(M)=1-
C23+C29+C25+C23

C220
=
69
95
,

故所选的2位学生分数不同的概率为
69
95.

(2)设A=“学生分数不小于3”,则P(A)=
5+3
20 =

2
5
,

X 的可能取值为0,1,2,3,由题意可得X~B 3,25 ,
又P(X=0)= 1-25 

3

=
27
125
,

P(X=1)=C13×
2
5× 1-25 

2

=
54
125
,

P(X=2)=C23× 25 
2

× 1-25 =36125,
P(X=3)= 25 

3

=
8
125
,

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 27
125

54
125

36
125

8
125

由于X~B 3,25 ,则E(X)=3×
2
5=

6
5.

考点三

典例3 解:(1)设“从乙家选2间民宿,选到的2间民宿为普通

型”为事件A;“从丙家选2间民宿,选到的2间民宿为普通

型”为事件B,

所以选出的4间均为普通型民宿的概率为P(AB)=P(A)·

P(B)=
C25
C26
×
C24
C26
=
4
15.

(2)这10家民宿,其中普通型民宿的房间不低于17间的有4
家,随机变量X 的可能取值有0,1,2,3,4,

则P(X=0)=
C46
C410
=
15
210=

1
14
,

P(X=1)=
C14C36
C410

=
80
210=

8
21
,

P(X=2)=
C24C26
C410

=
90
210=

3
7
,

P(X=3)=
C34C16
C410

=
24
210=

4
35
,

P(X=4)=
C44
C410
=
1
210
,

即X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
14

8
21

3
7

4
35

1
210

所以E(X)=0×
15
210+1×

80
210+2×

90
210+3×

24
210+4×

1
210=

336
210=1.6.

考点四

典例4 (1)B (2)1
 

200 [(1)∵X~N(3,σ2),

∴P(X≥3)=0.5,

∴P(X>2)=P(2<X<3)+P(X≥3)=0.7,

∴P(2<X<3)=0.2,

∴P(3<X<4)=P(2<X<3)=0.2.
故选B.

(2)因为正态密度函数为f(x)=
1

σ 2π
e
-
(x-85)2

2σ2 ,则μ=85,

由P(70≤X≤100)=0.7得P(X>100)=
1-0.7
2 =0.15,

所以超过100分的人数大约为8
 

000×0.15=1
 

200.]
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微专题24 概率、统计的综合问题

考点一

典例1 解:(1)由频率分布直方图可知,
年龄在40岁以下的居民所占比例为10×(0.010+0.025+
0.030)=0.65,
年龄在50岁 以 下 的 居 民 所 占 比 例 为0.65+10×0.020=
0.85,
所以75%分位数位于[40,50)内,

由40+10×
0.75-0.65
0.85-0.65=45

,

所以样本数据的75%分位数为45.
(2)(i)由题知,2×2列联表为

单位:人

对该程序

的态度

年龄

青年 非青年
合计

喜欢 90 20 110

不喜欢 60 30 90

合计 150 50 200

零假设为

H0:年龄与喜欢该程序无关联.
根据列联表中的数据,可得

χ2=
200× 90×30-60×20  2

150×50×110×90
≈6.061>3.841=x0.05.

根据小概率值α=0.05的独立性检验,我们推断 H0 不成立,
即认为年龄与喜欢该程序有关联,此推断犯错误的概率不大

于0.05.

(ii)按照分层随机抽样,青年居民应抽取8×
3
4=6

(人),非青

年居民应抽取2人.
设从中随机抽取的4名居民中青年居民的人数为X,

P X=3  =
C36C12
C48
=
4
7
,P X=4  =

C46
C48
=
3
14
,

所以P X≥3  =P X=3  +P X=4  =
11
14
,

所以这4名居民中至少有3人为青年居民的概率为
11
14.

考点二

典例2 解:(1)记“第2次投篮的人是乙”为事件A,“第1次投

篮的人是甲”为事件B,则A=BA+BA,
所以P(A)=P(BA+BA)=P(BA)+P(BA)=P(B)·

P(A|B)+P(B)P(A|B)=0.5×(1-0.6)+0.5×0.8=
0.6.
(2)设第i次投篮的人是甲的概率为pi,由题意可知,p1=
1
2
,pi+1=pi×0.6+(1-pi)×(1-0.8),即pi+1=0.4pi+

0.2=
2
5pi+

1
5
,

所以pi+1-
1
3=

2
5 pi-

1
3  ,

又p1-
1
3=

1
2-

1
3=

1
6
,所以数列 pi-

1
3  是以

1
6

为首

项,2
5

为公比的等比数列,

所以pi-
1
3=

1
6×

2
5  

i-1

,

所以pi=
1
3+

1
6×

2
5  

i-1

.

(3)设第i次投篮时甲投篮的次数为Xi,则Xi 的可能取值为

0或1,当Xi=0时,表示第i次投篮的人是乙,当 Xi=1时,

表示第i次 投 篮 的 人 是 甲,所 以 P(Xi=1)=pi,P(Xi=

0)=1-pi,所以E(Xi)=pi.

Y=X1+X2+X3+…+Xn,

则E(Y)=E(X1+X2+X3+…+Xn)=p1+p2+p3

+…+pn,

由(2)知,pi=
1
3+

1
6×

2
5  

i-1

,

所以 E (Y)=p1 +p2 +p3 + … +pn =
n
3 +

1
6 ×

1+
2
5+

2
5  

2

+…+ 2
5  

n-1

  =n
3 +

1
6×

1- 2
5  

n

1-
2
5

=

n
3+

5
18× 1- 2

5  
n

  .

考点三

典例3 解:(1)设ŷ=̂bx+̂a 模型的样本相关系数为r1,̂y=

d̂ln
 

x+̂c模型的样本相关系数为r2,

所以r1=
∑
5

i=1
(xi-􀭺x)(yi-􀭵y)

∑
5

i=1
(xi-􀭺x)2 ∑

5

i=1
(yi-􀭵y)2

=
39

10× 161.2
≈0.975,

r2=
∑
5

i=1
(ui-􀭵u)(yi-􀭵y)

∑
5

i=1
(ui-􀭵u)2 ∑

5

i=1
(yi-􀭵y)2

=
15.9

1.6× 161.2
≈0.994,

由于0<r1<r2,所以ŷ=̂dln
 

x+̂c 模型拟合效果更好,即

ŷ=̂dln
 

x+̂c模型更适合刻画日销售额y 关于日产量x 的

关系.
(2)(i)由(1)知y 关于x 的经验回归方程为ŷ=̂dln

 

x+̂c,

由题可得d̂=
∑
5

i=1
(ui-􀭵u)(yi-􀭵y)

∑
5

i=1
(ui-􀭵u)2

=
15.9
1.6=9.937

 

5≈10,̂c=

􀭵y-̂d􀭵u=
73
5-10×

4.8
5 =5

,

所以ŷ=10ln
 

x+5.

(ii)由题可得r(x)=10ln
 

x+5-
1
2x-3=10ln

 

x-
1
2x+2

(x≥1),

所以r'(x)=
10
x -

1
2=

20-x
2x

,令r'(x)=
20-x
2x =0,解得

x=20.
当1≤x<20时,r'(x)>0,当x>20时,r'(x)<0,则r(x)

在[1,20)内单调递增,在(20,+∞)上单调递减,所以当x=

20时,日利润r(x)最大.
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多维进阶测评部分

【阶段一】

课时作业(一)

1.C [因为A= sin
7π
6
,cos

5π
3
,tan

5π
4  = -

1
2
,1
2
,1  ,B=

-
3
2
,-
1
2
,1  ,所以A∩B= -

1
2
,1  .

故选C.]

2.A [∵A={1,2},B={x2-y2|x,y∈A},

∴B={-3,0,3},∴1∉B,0∈B,3∈B,-3∈B,A错误.
故选A.]

3.D [根据题意,A 是{1,2,3}的真子集,且 A 中至少有一个

奇数,
则这样的集合A 有{1},{3},{1,2},{2,3},{1,3},共5个,
故选D.]

4.D [阴影部分表示的集合为(∁UA)∩B={x|-1≤x≤4}∩
{x|-2≤x≤3}={x|-1≤x≤3}.]

5.D [由题可得B={-1,0,1},所以A∩B={0,1},故选D.]

6.C [由题意,集合A={x|-2≤x≤5},B={x|m+1≤x≤
2m-1},且B⫋A,
当B=⌀时,则m+1>2m-1,
解得m<2;

当B≠⌀时,则
m+1≤2m-1,

m+1≥-2,

2m-1<5, 或

m+1≤2m-1,

m+1>-2,

2m-1≤5, 
解得2≤m≤3.
综上所述,m 的取值范围是{m|m≤3}.
故选C.]

7.CD [10以内的质数组成的集合是{2,3,5,7},故A正确;

2,3组成的集合可表示为{2,3}或{3,2},故B正确;

x2-4x+4=0的所有解组成的集合是{2},故C错误;

⌀:不含有任何元素的集合,{⌀}:仅含有一个元素⌀的集

合,故D错误.
故选CD.]

8.BC [对于A,若-1∈M,则
-1
-1=1∈M,则1+(-1)=0∈

M,显然0∉M,A错误;

对于B,M 是非空集合,若x∈M,则
x
x =1∈M,1+1=2∈

M,1+2=3∈M,所以2
 

025∈M,B正确;

对于C,因为1∈M,y∈M,所以
1
y
∈M,所以

x
1
y

=xy∈M,C

正确;
对于 D,若 x=1,y=2,则 x-y=-1∉M,D 错 误.故

选BC.]

9.BCD [由 M={x|x≥2},N={x|y=ln(2x-6)}={x|x>
3},

M∩N={x|x>3}=N,A错误,

M∪N={x|x≥2}=M,B正确,

∁RM={x|x<2},∁RN={x|x≤3},
(∁RN)∩M={x|x≤3}∩{x|x≥2}={x|2≤x≤3},C
正确,
(∁RM)∩N={x|x<2}∩{x|x>3}=⌀,D正确.
故选BCD.]

10.{x|-2≤x≤-1,或0≤x≤2} [∵全集U={x|-2≤x≤
3},集合A={x|-1<x<0,或2<x≤3},

∴∁UA={x|-2≤x≤-1,或0≤x≤2}.]

11.4 [根据题意,A∩B 中的元素是直线x+y=8上满足x,y
∈N*且y≥x 的 点,即 点(1,7),(2,6),(3,5),(4,4),共

4个.]

12.18 [当x=0时,y=2,3,对应的z=0;
当x=1时,y=2,3,对应的z=6,12,
即集合A☉B={0,6,12},
故集合A☉B 的所有元素之和为18.]

课时作业(二)

1.C [命题“∀x>0,ex+1≤3x”为全称量词命题,
根据全称量词命题的否定可得原命题的否定为∃x>0,ex+
1>3x.
故选C.]

2.A [x>0⇒x2+3x>0,x2+3x>0⇔x>0或x<-3/⇒x>
0.故“x>0”是“x2+3x>0”的充分不必要条件.]

3.D [x= 2是无理数,x2=2是有理数,A错误;
当x=-2,y=-1时,xy>0,但x+y=-3<0,不是充要条

件,B错误;
命题“∃x∈R,使得x2+1>0”的否定是“∀x∈R,x2+1≤
0”,C错误;
“1<x<3”的 必 要 不 充 分 条 件 是“m-2<x<m+2”,则
m-2≤1,

m+2≥3, 两个不等式的等号不同时取到,解得1≤m≤3,D

正确.]

4.C [因为命题“∀x∈[0,2],x2-m≥0”是假命题,
则∃x∈[0,2],x2-m<0”是真命题,
即∃x∈[0,2],m>x2,
又0≤x2≤4,
则当x∈[0,2]时,m>(x2)min=0.
故选C.]

5.C [对于命题q,x3=x,
解得x=0,x=-1或x=1>0,
所以q:∃x>0,x3=x,为真命题,􀱑q为假命题;
对于命题p,当x=0时,|x|=0,
所以p:∀x∈R,|x|>0为假命题,􀱑p 为真命题;
所以􀱑p 和q都是真命题.
故选C.]

6.B [由x2-x-6>0,得x>3或x<-2,p:x∈(-∞,-2)

∪(3,+∞),

由4x+m<0,得x<-
m
4
,q:x∈ -∞,-m

4 ,
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若p 是q的必要不充分条件,则q⫋p,

即-
m
4≤-2

,

解得m≥8,
故实数m 的取值范围为[8,+∞).
故选B.]

7.BC [命题p 为存在量词命题,由6x2-7x+2≤0,得
1
2≤

x≤
2
3
,所以p 为假命题.􀱑p:∀x∈N,6x2-7x+2>0.

故选BC.]

8.BC [(x-2)(x+2)>0,即x<-2或x>2,
所以x>2或x<-2是(x-2)(x+2)>0的充要条件,故A
错误;

x<-3或x>3和x≥3是(x-2)(x+2)>0的充分不必要

条件,故BC正确;

x≥0是(x-2)(x+2)>0的既不充分也不必要条件,故D
错误.
故选BC.]

9.ABD [由于原命题和其否定的真假完全相反,所以题干中

“下列命题的否定是假命题”等价于“下列命题是真命题”.对

于A,当m=0时, 0+1=1∈N,则 A中命题为真命题,故

A符合题意;选项B显然符合题意;对于C,因为Δ=a2+4>
0恒成立,所以不存在a∈R,使得一元二次方程x2-ax-
1=0没有实数根,故C不符合题意;选项D显然符合题意.故
选ABD.]

10.x=
π
2
(答案不唯一) [当x=

π
2

时,sin
 

x=1,由sin
 

x=1

可得x=
π
2+2kπ

,k∈Z,故“sin
 

x=1”的一个充分不必要条

件是“x=
π
2
”.]

11.(3,+∞) [因为“若x>1,则2x+1>λ”是假命题,所以

“∃x>1,2x+1≤λ”是真命题.因为当x>1时,2x+1>3,
所以实数λ的取值范围是(3,+∞).]

课时作业(三)

1.A [因为 M-N=2a(a-2)-(a+1)(a-3)=a2-2a+
3=(a-1)2+2>0,所以 M>N.故选A.]

2.C [∵x>y>z,∴3x>x+y+z=0,3z<x+y+z=0,

∴x>0,z<0.

由
x>0,

y>z, 得xy>xz.故选C.]

3.D [因为a>b>0,c>d,
当c=0,d=-1时,A选项显然错误;
当c=-1,d=-2,a=2,b=1时,ac=-2=bd=-2,B选

项错误;
当c=0时,ac2=0=bc2,C选项错误;

因为d2+1>0,又因为a>b>0,所以
a

d2+1
>

b
d2+1

,D选项

正确.
故选D.]

4.C [对于A,∵15<b<18,∴
1
18<

1
b<

1
15
,又6<a<60,

∴
1
3<

a
b <4

,∴A错误;对于B,∵6<a<60,15<b<18,

∴36<a+2b<96,∴B错误;对于C,∵15<b<18,

∴-18<-b<-15,又6<a<60,∴-12<a-b<45,∴C
正确;对于D,∵6<a<60,15<b<18,∴21<a+b<78,由A

选项知
1
18<

1
b<

1
15
,∴
7
6<

a+b
b <

26
5
,∴D错误.

故选C.]

5.C [因为3a+b=2(a+b)+(a-b),
又-3≤a+b≤-2,1≤a-b≤4,
所以-6≤2(a+b)≤-4,
即-5≤2(a+b)+a-b≤0,
所以3a+b的取值范围是[-5,0].
故选C.]

6.B [因为a+2b+4c=0,a<b<c,所以a<0,c>0,由a+

2b+4c=0得c=-
1
4a-

1
2b
,则-

1
4a-

1
2b>0,解 得

b
a >-

1
2
,由b<c得b<-

1
4a-

1
2b
,整理得

1
4a<-

3
2b
,解

得
b
a >-

1
6
,由a<b 得

b
a <1,综 上,-

1
6 <

b
a <1.故

选B.]

7.ACD [
c<d⇒-c>-d,

a>b ⇒a-c>b-d,A正确;

c<d<0⇒-c>-d>0
a>b>0  ⇒-ac>-bd,即ac<bd,B错误;

a>b>0⇒a2>b2>0⇒
1
a2
<
1
b2
,C正确;

a>b>0⇒0<
1
a<

1
b

c>0  ⇒c
a <

c
b
,D正确.

故选ACD.]

8.ABD [对于A,∵a>b,∴a-
a+b
2 =

a-b
2 >0,

a+b
2 -b=

a-b
2 >0,∴a>

a+b
2 >b,故A正确;

对于B,∵a>b>0,

∴
a
ab
=

a
b
>1,

ab
b =

a
b
>1,∴a> ab>b,故B正确;

对于C,令a=2,b=3,满足
1
a>

1
b
,但不满足a>0,b<0,故

C不 正 确;对 于 D,∵a>b>0,c>0,∴
a
b -

a+c
b+c =

a(b+c)-b(a+c)
b(b+c) =

c(a-b)
b(b+c)>0

,即a
b >

a+c
b+c

,故D正确.

故选ABD.]

9.ACD [实数x,y 满足1<x<6,2<y<3,
由不等式的同向可加性和同向同正可乘性,有3<x+y<9,

2<xy<18,A,C选项正确;
由-3<-y<-2,得-2<x-y<4,B选项错误;

由
1
3<

1
y
<
1
2
,得1
3<

x
y
<3,D选项正确.故选ACD.]

10.ab<ab2<a [因为a>0,-1<b<0,
所以ab<0,0<b2<1,0<ab2<a,
故ab<ab2<a.]

11.a=-1,b=2(答案不唯一) [容易发现,若将①式转化为

②式,
需使(a+b)ab<0,即a+b与ab异号,
显然应使a+b>0,ab<0,
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当a<0,b>0时,要使a+b>0,
则|a|<|b|,可取a=-1,b=2;
当a>0,b<0时,要使a+b>0,
则|a|>|b|,可取a=2,b=-1.
综上,易知取任意两个异号的实数,且正数的绝对值大于负

数的绝对值皆为合理答案.]

12. -π,π6  [设2α-β=x(α+β)+y(α-β)=(x+y)α+
(x-y)β,x,y∈R,

则
x+y=2,

x-y=-1, 解得
x=

1
2
,

y=
3
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以2α-β=
1
2
(α+β)+

3
2
(α-β),

因为π<α+β<
4π
3
,-π<α-β<-

π
3
,

所以
π
2<

1
2
(α+β)<

2π
3
,-
3π
2<

3
2
(α-β)<-

π
2
,

所以-π<2α-β<
π
6.

则2α-β的取值范围为 -π,π6 .]

课时作业(四)

1.B [因为 m,n∈(0,+∞),且 m+2n=1,所 以
1
m +

2
n =

 1m+2n (m+2n)=5+2nm +2mn ≥5+2
2n
m

·2m
n =9,当

且仅当
2n
m =

2m
n
,即m=n=

1
3

时取等号,所以
1
m+

2
n

的最小

值为9.故选B.]

2.D [对A,当且仅当 x=
1
x
,即x=1时等号成立;

对B,当且仅当|x|=
2
|x|

,即x=± 2时等号成立;

对C,当且仅当-
4
x=-

x
16
,即x=-8时等号成立;

对D,当且仅当 x2+3=
1

x2+3
,

即x2=-2,无解,等号不成立.]

3.B [对于选项A,当x<0时,选项A显然错误;

对于选项B,因为2x+2-x=2x+
1
2x≥2 2x·1

2x =2,

当且仅当2x=
1
2x,即x=0时取等号,B正确;

对于选项C,易知x2>0,则x2+
4
x2≥2 x2·4

x2=4,

当且仅当x2=
4
x2,即x=± 2时取等号,C错误;

对于选项D,易知 x2+2≥ 2,

又 x2+2+
1

x2+2

≥2 x2+2· 1
x2+2

=2,

当且仅当 x2+2=
1

x2+2
时取等号,显然等号不成立,

所以 x2+2+
1

x2+2
>2,D错误.

故选B.]

4.B [∵a>0,b>0,a2-2ab+4=0,

则b=
a
2 +

2
a
,∴b-

a
4 =

a
2 +

2
a -

a
4 =

a
4 +

2
a ≥

2
a
4

·2
a = 2,

当且仅当
a
4=

2
a
,即a=22时,等号成立,此时b=

32
2 .]

5.C [因为正数x,y 满足xy=1,

由
x2+y2+6

x+y
=
(x+y)2+4

x+y
=(x+y)+

4
x+y

≥2 (x+y)×
4

x+y
=4,

当且仅当x=y=1时取等号,此时
x2+y2+6

x+y
取得最小值4.

故选C.]

6.D [因为正实数a,b满足a+b=1,

所以
1
b+

1
ab+

b
a =

a+b
b +

a+b
ab +

b
a

=
a
b +

b
a +

1
b+

1
a+1

=
a
b +

b
a +

a+b
b +

a+b
a +1

=3+
2a
b +

2b
a ≥3+2

2a
b

·2b
a =7,当 且 仅 当

2a
b =

2b
a
,即

a=b=
1
2

时取等号.

故选D.]

7.BD [A选项,由选项可知a 与b 同号,当a>0且b>0时,

由基本不等式可知
a+b
2 ≥ ab恒成立,当a<0且b<0时,

a+b
2 <0, ab>0,该不等式不成立,故A选项错误;

B选项,当a+b>0时,a+b
2 >0,

则 a+b
2  

2

- a2+b2

2  
2

=
a2+b2+2ab-2a2-2b2

4 =

-(a-b)2

4 ≤0恒成立,即a+b
2 ≤

a2+b2

2
 

恒成立,当a+

b≤0时,原不等式恒成立,故B选项正确;

C选项,当a+b>0时,2ab-
(a+b)2

2 =
-(a-b)2

2 ≤0,即

2ab≤
(a+b)2

2
,2ab
a+b≤

a+b
2

恒 成 立,当a+b<0时,2ab-

(a+b)2

2 =
-(a-b)2

2 ≤0,即2ab≤
(a+b)2

2
,2ab
a+b≥

a+b
2
,故

C选项错误;

D选项,当a,b∈R时,ab≤
a2+b2

2
恒成立,故D选项正确.]

8.ABD [对 于 A,yx +
3
y
=y

x +
x+2y

y
=y

x +
x
y
+2≥

2 y
x

·x
y
+2=4,当且 仅 当x=y=1时 取 等 号,故 A正
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确;对于B,xy=
1
2

·x·2y≤
1
2× x+2y2  

2

=
1
2×

9
4=

9
8
,当且仅当x=2y,即x=

3
2
,y=

3
4

时取等号,故B正确;

对于C,(x+ 2y)2=x+2y+2 2xy≤3+2 2×
9
8 =

3+3=6,则 x+ 2y≤ 6,当 且 仅 当x=2y,即x=
3
2
,

y=
3
4

时取等号,故C错误;对于D,x2+4y2=(x+2y)2-

4xy≥9-4×
9
8=

9
2
,当且仅当x=

3
2
,y=

3
4

时取等号,故

D正确.故选ABD.]

9.ABD [已知x>0,y>0,∵2x+y=xy,

∴
1
x+

2
y
=1.

∴
2
x+

2
y
>
1
x+

2
y
=1,故A正确;

x+2y+xy=3x+3y=(3x+3y)·
1
x+

2
y  =9+3yx +

6x
y
≥9+2

3y
x

·6x
y
=9+62,

当且仅当 2x=y,即x= 2+1,y=2+ 2时等号成立,故B
正确;

2x+y=xy≥2 2xy,解得xy≥8,
当且仅当y=2x,即x=2,y=4时等号成立,故C错误;
由2x+y=xy,得(x-1)(y-2)=2,
由题意知,x-1>0,y-2>0,

则
1

x-1+
2

y-2
≥2

1
x-1

· 2
y-2

=2,

当且仅当
1

x-1=
2

y-2
,即 x=2,y=4时 等 号 成 立,故 D

正确.]

10.
1
16 

[y=
1
2x(1-2x)=

1
4

·2x(1-2x)≤
1
4

·

 2x+(1-2x)2  
2

=
1
16
,当且仅当2x=1-2x,即x=

1
4

时

等号成立.]

11.4 [由已知,b+
1
a= a+1b  b+1a =2+ab+1ab≥2+

2 ab·1
ab=4

,当 且 仅 当ab=
1
ab
,即a=

1
2
,b=2时 取

等号,

所以b+
1
a

的最小值为4.]

12.
4
5 

[法一:∵5x2y2+y4=1,

∴y≠0且x2=
1-y4

5y2 >0,∴0<y
2<1,

∴x2+y2=
1-y4

5y2 +y
2=

1
5y2+

4y2

5 ≥2
1
5y2·

4y2

5 =
4
5
,

当且仅当
1
5y2=

4y2

5
,即x2=

3
10
,y2=

1
2

时取等号,∴x2+

y2 的最小值为
4
5.

法二:由5x2y2+y4=1,可得y2(5x2+y2)=1,
即4y2(5x2+y2)=4,

又4=4y2(5x2+y2)≤
4y2+(5x2+y2)

2  
2

=
25
4
(x2+y2)2,

∴(x2+y2)2≥
16
25
,即x2+y2≥

4
5
,

当且仅 当5x2+y2=4y2=2,即x2=
3
10
,y2=

1
2

时 取 等

号,∴x2+y2 的最小值是
4
5.]

课时作业(五)

1.C [因为|MF1|+|MF2|=6,|MF1|>0,|MF2|>0,

所以|MF1|·|MF2|≤
(|MF1|+|MF2|)2

4 =
62

4=9
,

当且仅当|MF1|=|MF2|=3时,等号成立,
所以|MF1|·|MF2|的最大值为9.故选C.]

2.A [由
1
x+

4
y
=2,可得

1
2x+

2
y
=1,

又因为x,y>0,

则x+y=(x+y)·
1
2x+

2
y  =12+2+y

2x+
2x
y
≥
5
2+

2 y
2x

·2x
y
=
9
2
,

当且仅当y
2x=

2x
y
,即y=2x=3时取等号,

所以(x+y)min=
9
2
,

由x+y≥m 恒成立,可得m≤(x+y)min=
9
2
,

即实数m 的取值范围为 -∞,
9
2  .]

3.C [设天平的左臂长为a
 

cm,右臂长为b
 

cm,放在左盘中的

黄金为x
 

g,放在右盘中的黄金为y
 

g,
则由天平的平衡条件可得

5a=by,
(5+x)a=(y+5)b, 解得x=

5b
a
,y=

5a
b .

所以x+y≥2 xy=10.当 且 仅 当x=y,即a=b 时,取
等号,
而天平的两臂不等长,即a≠b,则上述不等式等号无法取得,

因此x+y>2 xy=10,即顾客购得的黄金大于10
 

g.故C
正确.]

4.ABC [由x>0,y>0,得xy>0,

mxy
m-1≤x+2y

恒成立,

即
m

m-1≤
x+2y
xy

=
2
x+

1
y

恒成立,

又
2
x +

1
y
= 2

x+
1
y  (2x+y)=5+

2y
x +

2x
y
≥5+

2
2y
x

·2x
y
=9,

当且仅当x=y=
1
3

时,等号成立,

故
m

m-1≤9
,即 m

m-1-9=
-8m+9
m-1 ≤0,

即
(m-1)(-8m+9)≤0,

m-1≠0, 
解得m<1或m≥

9
8.]
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5.AC [对 于 A,x >0,x2 +
2
x =x2 +

1
x +

1
x ≥

3
3

x2·1
x

·1
x =3,当且仅当x2=

1
x
,即x=1时,等号成

立,故A正确;对于B,因为0<x<1,所以1-x>0,x2(1-

x)=
1
2x·x·(2-2x)≤

1
2

x+x+2-2x
3  

3

=
4
27
,当且仅当

x=2-2x,即x=
2
3

时,等号成立,故B错误;对于C,因为

x>0,所以2x+
1
x2=x+x+

1
x2≥3

3

x·x·1
x2 =3,当且

仅当x=1时等号成立,故C正确;对于D,因为0<x<1,所

以1-x>0,x(1-x)2=
1
2

·2x·(1-x)·(1-x)≤

1
2
2x+1-x+1-x

3  
3

=
4
27
,当且仅当2x=1-x,即x=

1
3

时等号成立,故D错误.故选AC.]

6.1 [∵正实数x,y 满足x+y=2,

∴xy≤
(x+y)2

4 =
22

4=1
,∴
1
xy
≥1,

又
1
xy
≥M 恒成立,∴M≤1,即 M 的最大值为1.]

7.60° [由题可知a+b=8,c=4,p=6,

则S= 6(6-a)(6-b)(6-4)= 12(6-a)(6-b)

≤ 12×
6-a+6-b

2 =43,当且仅当a=b=4时取等号,

所以此时三角形为等边三角形,故A=60°.]

8.解:设纸 张 的 面 积 为S,画 面 的 高 为x
 

cm(x>0),则 宽 为

4
 

840
x cm,

根据题意得S=(x+10)4
 

840
x +16  =5 

000+16x+
48

 

400
x ≥

5
 

000+2 16x·48
 

400
x =6

 

760,

当且仅当16x=
48

 

400
x

,即x=55
 

时等号成立,所以当画面的

高为55
 

cm,宽为
4

 

840
55 =88

 

cm时,宣传画所用纸张的面积最

小,此时a=
55
88=

5
8.

9.解:(1)设平均每个人形机器人的成本为y 万元,根据题意有

y=
1

 

000+10x+
x2

10
x =

1
 

000
x +

x
10+10

≥2
1

 

000
x

·x
10+10=30

,

当且仅当
1

 

000
x =

x
10
,即x=100时取等号.

所以该企业每月的产量为100个时,平均每个人形机器人的

成本最低,最低为30万元.

(2)设月 利 润 为 W 万 元,则 有 W =x 23+x
5 -1 

000-

10x-
x2

10=
x2

10+13x-1
 

000,由题知
x2

10+13x-1
 

000≥400,

整理得x2+130x-14
 

000≥0,解得x≥70.
所以该企业每月生产不少于70个人形机器人,才能确保每月

的利润不低于400万元.

课时作业(六)

1.A [不等式 1
2-x  x-

1
3  >0可化为

x-
1
2  x-

1
3  <0,解得

1
3<x<

1
2
,

∴原不等式的解集为 x 1
3<x<

1
2  .

故选A.]

2.C [由
x-4
x-1≥2

,得
x-4-2x+2

x-1 ≥0,得
x+2
x-1≤0

,得

(x-1)(x+2)≤0,

x≠1, 得-2≤x<1,故选C.]

3.D [由不等式
4x+1
x+2≤0

,可得(4x+1)(x+2)≤0且x+2≠

0,解得-2<x≤-
1
4
,

所以A= x -2<x≤-
1
4  .

对于不等式|x|≥2x+1,
当x≥0时,不等式化为x≥2x+1,
解得x≤-1(舍去),
当x<0时,不等式化为-x≥2x+1,

解得x≤-
1
3
,

综上所述,不等式|x|≥2x+1的解集为 x x≤-
1
3  ,所

以B= x x≤-
1
3  .

所以A∩B= x -2<x≤-
1
3  .

故选D.]

4.D [一元二次不等式x2+bx+c>0的解集为{x|x≠-1},
则方程x2+bx+c=0有两个相等的根x=-1.
由于方程x2+bx+c=0的根x1=x2=-1,

那么两根之和-1+(-1)=-
b
1
,两根之积(-1)×(-1)=

c
1
,解得b=2,c=1.

可得bc=2×1=2.
故选D.]

5.CD [对于A,4x2-5x+1>0,即(x-1)·(4x-1)>0,解得

x<
1
4

或x>1,故A错误;

对于B,2x2-x-6≤0,即(x-2)(2x+3)≤0,解得-
3
2≤

x≤2,故B错误;
对于C,若不等式ax2+8ax+21<0恒成立,
当 a =0 时,21<0 是 不 可 能 成 立 的,所 以 只 能

a<0,

Δ=64a2-84a<0, 而该不等式组无解,故C正确;

对于D,由题意得q,1是一元二次方程2x2+px-3=0的

两根,

从而
q×1=

-3
2
,

2+p-3=0, 
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解得
p=1,

q=-
3
2
, 

而当p=1时,一元二次不等式化为2x2+x-3<0,即(x-

1)(2x+3)
 

<0,解得-
3
2<x<1

,满足题意,

所以p+q的值为-
1
2
,故D正确.]

6.ABD [由题意可知1,3是方程ax2+bx+c=0的两个根,

且a<0,由根与系数的关系得
-

b
a =4

,

c
a =3

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

b=-4a,

c=3a. 
对于A,由以上可知a<0,故A正确;
对于B,a+b+c=a-4a+3a=0,故B正确;
对于C,4a+2b+c=4a-8a+3a=-a>0,故C错误;
对于D,不等式可变为3ax2+4ax+a<0,且a<0,即3x2+

4x+1>0,解集为 x x<-1,或x>-
1
3 ,故D正确.

故选ABD.]

7. 2,114  [当a-2=0,即a=2时,不等式为3>0恒成立,故

a=2符合题意;当a-2≠0,即a≠2时,不等式(a-2)x2+
4(a-2)x+3>0的解集为 R,

则
a-2>0,

Δ=[4(a-2)]2-4(a-2)×3<0, 解得2<a<
11
4.综上,

实数a 的取值范围是 2,114 .]

8.
5
2 

[由题知x1,x2 是一元二次方程x2-2ax-8a2=0(a>

0)的两个实数根,
所以Δ=4a2+32a2=36a2>0,且 x1+x2=2a,x1x2=

-8a2.
又因为x2-x1=15,

所以152=(x1+x2)2-4x1x2=4a2+32a2=36a2.

又a>0,解得a=
5
2.]

9.解:(1)若选①②,由a=-1知函数图象开口向下,此时y<0
的解集不可能为(-1,3),故不符合题意;
若选①③,因为y<0的解集为(-1,3),所以-1,3是方程

ax2+bx+c=0的根,所以函数图象的对称轴为直线x=1,
由y=a(x+1)(x-3)=ax2-2ax-3a,则b=-2a,c=
-3a,又因为y 的最小值为-4,
所以 当 x=1时,y=-4a=-4,解 得 a=1,所 以b=
-2,c=-3,则y=(x+1)(x-3)=x2-2x-3;
若选②③,由a=-1知函数图象开口向下,则y 无最小值,
不符合题意.
综上,应选①③,且y=x2-2x-3.
(2)由y≥(m-2)x+2m2-3(m∈R),化 简 得x2-mx-
2m2≥0,即(x+m)(x-2m)≥0,
若m<0,则不等式的解集为{x|x≤2m,或x≥-m};
若m=0,则不等式的解集为 R;
若m>0,则不等式的解集为{x|x≤-m,或x≥2m}.
综上,当m<0时,不等式的解集为{x|x≤2m,或x≥-m};
当m=0时,不等式的解集为 R;
当m>0时,不等式的解集为{x|x≤-m,或x≥2m}.

阶段检测(一)

1.B [因为存在量词命题的否定是全称量词命题,
所以命 题“∃x∈R,2

 

026ex+x3>0”的 否 定 为“∀x∈R,

2
 

026ex+x3≤0”.
故选B.]

2.A [因为集合A={x|0<x<3},集合B={1,2,3,4},
根据交集的概念,可得A∩B={1,2}.
故选A.]

3.D [令a=1,b=-1,满足a>b,但a2-b2=0,故A错误;
令c=0,ac=bc,ac2=bc2,故BC错误;

a>b,则2a>2b,故D正确.
故选D.]

4.B [命题“∃x∈[0,2],x2≥m”是真命题,
故当x∈[0,2]时,m≤(x2)max=4.
故选B.]

5.A [∵
x-2
x+1≥0

,∴
(x-2)(x+1)≥0,

x+1≠0, 
∴x≥2或x<-1,

∵|2x-1|≥3,∴2x-1≥3或2x-1≤-3,∴x≥2或

x≤-1,

∵{x|x≥2,或x<-1}⫋{x|x≥2,或x≤-1},

∴“
x-2
x+1≥0

”是“|2x-1|≥3”的充分不必要条件.

故选A.]

6.C [因为不等式ax2+bx+c>0的解集是{x|x<1,或x>
3},
所以ax2+bx+c=0的根为1,3,且a>0,

则
-

b
a =1+3=4

,

c
a =1×3=3

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

即b=-4a,c=3a,a>0,

则b-
1
c =-4a-

1
3a=- 4a+

1
3a  ≤ -2 4a·1

3a =

-
43
3
,当且仅当4a=

1
3a
,即a=

3
6

时取等号.

故选C.]

7.AC [若a=0,则任意实数x 均满足0·x≤6,因此A=R,
故A正确,B错误;

若B⊆A,得
2a≤6,

3a≤6, 解得a≤2,

即a 的取值范围为(-∞,2],所以a 不可以取3,
故C正确,D错误.
故选AC.]

8.ABC [对于 A,2x+y=1≥2 2xy,则xy≤
1
8
,当且仅当

2x=y=
1
2

时,等号成立,故A正确.

对于 B,
1
x +

4
y
=
2x+y

x +
4(2x+y)

y
=
8x
y
+y

x +6≥

2
8x
y

·y
x +6=6+42,当且仅当

8x
y
=y

x
,即x=

2-1
2

,

y=2- 2时,等号成立,故B正确.

对于C,因为
2x+y
2 ≤

4x2+y2

2
,所以4x2+y2≥

1
2
,当且
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仅当2x=y=
1
2

时,等号成立,故C正确.

对于D,4x+2y=22x+2y≥2 22x×2y =2 22x+y =22,

当且仅当2x=y=
1
2

时,等号成立,故D错误.故选ABC.]

9.(-12,-7) [∵-2<a<-1,2<b<3,

∴-6<3a<-3,-6<-2b<-4,

∴-12<3a-2b<-7,
故3a-2b的取值范围为(-12,-7).]

10.a -2≤a<
6
5   [由 题 意 可 知,命 题“∀x∈R,(a2-

4)x2+(a+2)x-1<0”为真命题.
①当a2-4=0时,可得a=±2.
若a=-2,则-1<0,符合题意;

若a=2,则4x-1<0,解得x<
1
4
,不符合题意;

②若a2-4≠0,

则
a2-4<0,

Δ=(a+2)2+4(a2-4)<0, 
解得-2<a<

6
5.

综上所述,实数a 的取值范围是 a -2≤a<
6
5 .]

11.解:(1)由
3x

x+1≤2
,可 得

3x
x+1-2=

x-2
x+1≤0

,则

(x-2)(x+1)≤0,

x+1≠0. 解得-1<x≤2.故A={x|-1<x≤

2}.
(2)由|x-2|≤2,得0≤x≤4.又x∈Z,所以B={0,1,2,

3,4}.所以B 的子集个数为25=32.
(3)由A={x|-1<x≤2},得∁RA={x|x≤-1,或x>
2}.所以B∩∁RA={3,4}.

12.解:(1)由题意,列出函数关系式可得,y=p 3-
8
p  -x-

0.5p=2.5p-x-8(1<x<10).

又因为p=
10x
x+1

,所以y=
25x
x+1-x-8

(1<x<10),

所以该公司本季度增加的利润y 与x 之间的函数关系为

y=
25x
x+1-x-8

(1<x<10).

(2)y=
25x
x+1-x-8=18- 25x+1+

(x+1) ,因为1<x<

10,所以2<x+1<11,
由基本不等式可得,

25
x+1+

(x+1)≥2
25

x+1
·(x+1)=10,

当且仅当
25

x+1=x+1
,即x=4时等号成立,

所以y≤18-10=8,当x=4万元时,该公司本季度增加的

利润最大,最大为8万元.

课时作业(七)

1.D [要使f(x)有意义,只需满足

1-3x≥0,

x≠0, 即x≤
1
3

且x≠0.]

2.B [因为2f(x)-f(1-x)=x,①

所以2f(1-x)-f(x)=1-x,②
由①×2+②得3f(x)=x+1,

即f(x)=
x+1
3 .故选B.]

3.B [对于A,因为这两个函数的定义域不同,所以这两个函

数不是同一个函数;
对于B,因为这两个函数的定义域与对应关系均相同,所以这

两个函数为同一个函数;
对于C,因为函数h=130t-5t2 中,0≤t≤26,而 函 数y=
130x-5x2 中,x∈R,即这两个函数的定义域不同,所以这两

个函数不是同一个函数;
对于D,因为这两个函数的定义域不同,所以这两个函数不是

同一个函数.故选B.]

4.C [考查四个选项,横坐标表示时间,纵坐标表示的是距学

校的距离,由此知,此函数图象一定是下降的,排除A;
再由小明骑车上学,开始时匀速行驶可得出图象开始一段是

直线下降型,又途中因交通堵塞停留了一段时间,故此时有

一段函数图象与x 轴平行,由此排除D;之后为了赶时间加快

速度行驶,这一时间段内函数图象下降的比较快,由此可确

定C正确,B不正确.故选C.]

5.A [函数y=f(x+1)的定义域为[-1,4],
则-1≤x≤4,故0≤x+1≤5,
故函数f(x)的定义域为[0,5],

令
0≤2x+1≤5,

x-1>0, 解得1<x≤2,

故函数y=
f(2x+1)

x-1
的定义域为(1,2].

故选A.]

6.D [依题意,f(2)=f(1)+f(1)+1×1=3,

f(3)=f(2)+f(1)+1×2=3+1+2=6,

f(4)=f(2)+f(2)+2×2=3+3+4=10,

f(5)=f(2)+f(3)+2×3=3+6+6=15,

f(6)=f(2)+f(4)+2×4=3+10+8=21,

f(7)=f(2)+f(5)+2×5=3+15+10=28,

f(8)=f(2)+f(6)+2×6=3+21+12=36,

f(15)=f(7)+f(8)+7×8=28+36+56=120,

f(30)=f(15)+f(15)+15×15=120+120+225=465.故

选D.]

7.BCD [对于A选项,有 x-1≥0,

-x-1≥0, 不等式组无解,A错误;

对于B选项,根据函数的概念知,当函数f(x)在x=1处无

定义时,函 数 f(x)的 图 象 与 直 线 x=1无 交 点,当 函 数

f(x)在x=1处有定义时,函数f(x)的图象与直线x=1只

有1个交点,所以函数f(x)的图象与直线x=1最多有1个

交点,B正确;对于C选项,因为f(x)=|x-1|-|x|,所以

f 12 =0,故f f 12  =f(0)=1,C正确;对于D选项,

两个函数的定义域相同,且对应关系完全一致,故这两个函

数是同一个函数,D正确.故选BCD.]

8.ABC [∵矩 形 的 面 积 为10,长 为 x,宽 为y,∴xy=10,

∴y=
10
x
,x>0,根据d= x2+y2,得到d= x2+

100
x2 ,

x>0,

∵周长l=2(x+y),∴l=2x+
20
x
,x>0,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

651



根据d2=x2+
100
x2 ,l

2=4 x+10x 
2

=4 x2+
100
x2 +20 =

4(d2+20),

∴l=2 d2+20,d≥25.故选ABC.]

9.ABD [对于A,根据狄利克雷函数的定义可知 D(D(2))=

D(1)=1,D(D(2))=D(0)=1,所以A正确;

对于B,易知D(x)的值域为{0,1},函数f(x)=
|x|+x
2x

的定义域

为(-∞,0)∪(0,+∞),

当x∈(-∞,0)时,f(x)=
-x+x
2x =0;当x∈(0,+∞)时,

f(x)=
x+x
2x =1,即函数f(x)=

|x|+x
2x

的值域为{0,1},所

以B正确;
对于C,若x∈Q,则-x∈Q,则 D(x)=D(-x)=1,若x∈
∁RQ,则-x∈∁RQ,则D(x)=D(-x)=0,综上可得D(x)=
D(-x),所以C错误;
对于D,当x∈Q时,x+1∈Q,此时D(x+1)=D(x)=1;
当x∈∁RQ时,x+1∈∁RQ,此时D(x+1)=D(x)=0,所以

D正确.故选ABD.]

10.1 [令 x-1=t,t≥0,
则x=t2+1(t≥0),f(t)=t2+3,
故f(a)=a2+3=4(a≥0),解得a=1.]

11.3 [f(x)=
x,x>0,

1,x≤0, 
则f(3)= 3.]

12.2或±
2
2 

[当a>1时,f(a)=1+
1
a=

3
2
,∴a=2>1;

当-1≤a≤1时,f(a)=a2+1=
3
2
,∴a=±

2
2∈

[-1,

1];

当a<-1时,f(a)=2a+3=
3
2
,∴a=-

3
4>-1

,舍去.

综上,a=2或a=±
2
2.]

课时作业(八)

1.A [对于 A,y=x-1=
1
x

是反比例函数,在(0,1)内单调递

减,符合题意;

对于B,y=x
1
2= x是幂函数,在(0,1)内单调递增,不符合

题意;
对于C,y=x2 是 二 次 函 数,在(0,1)内 单 调 递 增,不 符 合

题意;
对于D,y=x3 是幂函数,在(0,1)内单调递增,不符合题意.
故选A.]

2.B [由x2-10x>0,得x<0或x>10.

∵函数y=
1
x

在(0,+∞)上单调递减,

且函数y=x2-10x 在(10,+∞)上单调递增,

∴f(x)的单调递减区间为(10,+∞).
故选B.]

3.B [充分性:因为∀x∈R,f(x+1)>f(x)成立,但并不能

保证f(x)为 R上的连续函数,所以f(x)不一定为增函数,

如f(x)=
x,x<0或x>

1
2
,

0,0≤x≤
1
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故充分性不成立;
必要性:当f(x)为 增 函 数 时,因 为x+1>x,所 以f(x+
1)>f(x)一定成立,故必要性成立.
所以“∀x∈R,f(x+1)>f(x)”是“函数f(x)为增函数”的
必要不充分条件.故选B.]

4.CD [对于选项A,一个函数在定义域内的某个子区间上单

调递增,这个函数在定义域上不一定是增函数,A不符合题

意;对于选 项 B,当 f(x)为 常 数 函 数 时,对 任 意 x1,x2∈
[0,+∞),都有f(x1)=f(x2),f(x)不是增函数,不符合题

意;对于选项C,对任意x1,x2∈[0,+∞),且x1-x2
 <0,都

有f(x1)-f(x2)<0,符合题意;对于选项D,对任意x1,x2

∈[0,+∞),设x1>x2,若
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>0,必有f(x1)-

f(x2)>0,则函数f(x)在[0,+∞)上单调递增,符合题意.
故选CD.]

5.CD [对任意x1,x2∈(1,+∞),有
f(x1)-f(x2)

x1-x2
<0,则函

数f(x)在区间(1,+∞)上单调递减.

对于A,f(x)=x+
1
x
,由对勾函数的图象与性质可知 A不

满足题意;

对于B,f(x)=
3
1-x

,根据复合函数的单调性知,函数在区间

(1,+∞)上单调递增,故B不满足题意;

对于C,f(x)=1+
1
x
,函数在区间(1,+∞)上单调递减,故

C满足题意;

对于D,f(x)=-x-
1
x
,由对勾函数的图象和性质可知D

满足题意.故选CD.]

6.(-∞,1]∪[4,+∞) [作出函数f(x)的图象如图所示,由
图象可知f(x)在(a,a+1)上单调递增,需满足a≥4或a+
1≤2,即a≤1或a≥4.

]

7.(-∞,0),(1,+∞) [由题意知g(x)=
x2,x>1,

0,x=1,

-x2,x<1, 
该函数图象如图所示,

由图象 知,函 数 g(x)的 单 调 递 增 区 间 是(-∞,0),(1,

+∞).]
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8.证明:(1)根据题意,令m=0,
可得f(0+n)=f(0)·f(n).
∵f(n)≠0,∴f(0)=1.
(2)由题意知,当x>0时,0<f(x)<1,
当x=0时,f(0)=1>0;
当x<0时,-x>0,∴0<f(-x)<1.
∵f(x+(-x))=f(x)·f(-x),

∴f(x)·f(-x)=1,

∴f(x)=
1

f(-x)
>0.

故当x∈R时,恒有f(x)>0.
(3)∀x1,x2∈R,且x1<x2,
则f(x2)=f(x1+(x2-x1)),

∴f(x2)-f(x1)=f(x1+(x2-x1))-f(x1)

=f(x1)·f(x2-x1)-f(x1)

=f(x1)[f(x2-x1)-1].
由(2)知f(x1)>0,
又∵x2-x1>0,∴0<f(x2-x1)<1,
故f(x2)-f(x1)<0,
故f(x)在 R上是减函数.

课时作业(九)

1.D [因为f(x)是偶函数,
所以f(-2)=f(2),f(-3)=f(3).
因为f(x)在[1,3]上单调递增,
所以f(3)>f(2)>f(1),
所以f(-3)>f(-2)>f(1).]

2.C [由 题 意 知,f(x)在[-2,2]上 单 调 递 增,则 f(x)>

f(2x-1)⇔
-2≤x≤2,

-2≤2x-1≤2,

x>2x-1, 解得-
1
2≤x<1.

故选C.]

3.A [当x≥a 时,f(x)=2x,f(x)单调递增,在[a,+∞)上

的最小值为2a,当x<a 时,f(x)=-
1
2x,f(x)单调递减,

在(-∞,a)上无最小值.

则由已知得-
1
2a≥2

a,即2a+
1
2a≤0,设h(a)=2a+

1
2a,

易知该函数为增函数,且h(-1)=2-1-
1
2=0

,从而a≤-1.故

选A.]

4.D [根据题意,函数f(x)是定义域为 R的减函数,

必有

a-2<0,

a>0,

(a-2)×2+3≥
a
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 即

a<2,

a>0,

a≥
2
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 即

2
3≤a<2

,

故实数a 的取值范围是 2
3
,2  .

故选D.]

5.D [画出函数y=2x,y=2+x,y=14-x 的图象如图所示,

由图象可知,当0≤x≤2时,f(x)=2x,
当2<x≤6时,f(x)=2+x,
当x>6时,f(x)=14-x,
当x=6时,f(x)取到最大值,f(6)=8.
故选D.]

6.C [由题意,得-4x+a>-3-x2,∀x∈(3,+∞)恒成立,
则a>-x2+4x-3,∀x∈(3,+∞)恒成立.
设函数g(x)=-x2+4x-3=-(x-2)2+1,
因为当x>3时,g(x)<

 

g(3)
 

=
 

0,
所以实数a 的取值范围为[0,+∞).
故选C.]

7.BC  [作 出 函 数 f(x)=
min{|x|,x+1}的图象,如图实

线部分,
对于A,根据图象,可得f(x)无
最大值,无最小值,故A错误;
对于 B,根 据 图 象 得,当 x≤0

时,f(x)的 最 大 值 为
1
2
,故 B

正确;

对于C,由|x|≤
1
2
,解得-

1
2≤x≤

1
2
,结合图象,

得不等式f(x)≤
1
2

的解集为 -∞,12 ,故C正确;

对于 D,由 图 象 得,f(x)的 单 调 递 增 区 间 为 - ∞,
-
1
2 ,[0,+∞),故D错误.故选BC.]

8.ABD [因为f(x)=-x2+2|x|+1,

所以f(x)=
-x2+2x+1,x≥0,

-x2-2x+1,x<0, 
作出函数f(x)的图象如图所示,

由图象可知,f(x)在(-∞,-1]上单调递增,在[-1,0]上单

调递减,故A,B正确;
由图象可知,当x=-1或x=1时,函数y=f(x)有最大值,
没有最小值,故C错误,D正确.故选ABD.]

9.ABD [对任意x∈R,都有f(x+3)=f(1-x),
则函数f(x)的图象关于直线x=2对称.

又对任意x1,x2∈[2,+∞),
f(x1)-f(x2)

x1-x2
<0(x1≠x2),所以

函数f(x)在[2,+∞)上单调递减,在(-∞,2)上单调递增,
故函数f(x)在x=2处取最大值,B正确;f(0)=f(4)<

f(3),C错误;-a2+a+1=- a-
1
2  

2

+
5
4≤

5
4
,所 以

f(-a2+a+1)≤f
5
4  ,A 正 确;若 f(m)>f(-1),

则|m-2|<|2-(-1)|,解得-1<m<5,D正确.故选ABD.]
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10.(1)(3)(4)(5) [∵f(x)在区间[-1,2]上单调递增,

∴f(0)<f(2),故(1)正确.
∵函数f(x)在区间[2,5]上单调递减,

∴f(3)<f(2),故(2)错误.
∵函数f(x)在区间[-1,2]上单调递增,在区间[2,5]上单

调递减,∴函数f(x)在区间[-1,5]上有最大值,也有最小

值,且f(2)是最大值,f(-1)或f(5)是最小值,故(3)(5)正
确,(6)不正确,而f(0)与f(3)的大小不确定,故(4)正确.]

11.(0,+∞) [因为f(x)=
x2,x≥1,

x+
4
x-5

,0<x<1, 
当x≥1时,f(x)=x2≥1,

当0<x<1时,f(x)=x+
4
x-5

单调递减,故f(x)>0,

则f(x)的值域为(0,+∞).]

12.(2)(4) [由x1f(x1)+x2f(x2)>x1f(x2)+x2f(x1),
得(x1-x2)[f(x1)-f(x2)]>0,
因此f(x)是增函数,(1)错误;
由-5<0<1,得f(-5)<f(0)<f(1),(2)正确;
不一定有f(0)=0,如f(x)=2x 在 R上为增函数,f(0)=
1,(3)错误;

由f(2x-1)<f(3-x),得2x-1<3-x,解得x<
4
3
,(4)

正确.]

课时作业(十)

1.D [对于 A,定义域为 R,f(-x)=
1

(-x)2+1
=

1
x2+1

=

f(x),f(x)是偶函数,故A错误.
对于B,f(x)=sin

 

x 是奇函数,但在定义域上不单调递增,
故B错误.
对于C,定义域为 R,f(-x)=2x-2-x=-(2-x-2x)=
-f(x),f(x)是奇函数.因为y=2-x,y=-2x 均在 R上单

调递减,所以f(x)=2-x-2x 在 R上单调递减,故C错误.

对于D,令
5+x
5-x>0

,即x+5
x-5<0

,得-5<x<5,所以f(x)=

ln
5+x
5-x

的 定 义 域 为(-5,5),关 于 原 点 对 称.f(-x)=

ln
5-x
5+x=-ln

5+x
5-x=-f

(x),所以f(x)是奇函数.f(x)=

ln
5+x
5-x=ln

-(5-x-10)
5-x =ln -1- 10

x-5 ,y=ln 

x 在定

义域上单调递增,y=-1-
10

x-5
在定义域上单调递增,所以

f(x)=ln
5+x
5-x

在(-5,5)上单调递增,故D正确.故选D.]

2.C [因为函数f(x)的图象关于原点对称,且周期为4,所以

f(x)为 奇 函 数,所 以 f(27)=f(7×4-1)=f(-1)=
-f(1)=-2.故选C.]

3.C [根据题意,f(x)=(2
 

025+m)x5-x4,其定义域为 R,
若f(x)是 偶 函 数,得f(x)-f(-x)= (2

 

025+m)x5-
x4-[(2

 

025+m)(-x)5-(-x)4]=0恒成立,
变形可得2

 

025+m=0,故m=-2
 

025.故选C.]

4.D [法一:令g(x)=ax3+bx(ab≠0),易知g(x)是奇函数,
从而f(2

 

027)=g(2
 

027)+1,f(-2
 

027)=g(-2
 

027)+
1=-g(2

 

027)+1.

又因为f(2
 

027)=k,所以g(2
 

027)=k-1,
从而f(-2

 

027)=-(k-1)+1=2-k.故选D.
法二:因为f(-x)+f(x)=-ax3-bx+1+ax3+bx+1=
2,所以f(-2

 

027)+f(2
 

027)=2.
又因为f(2

 

027)=k,所以f(-2
 

027)=2-k.故选D.]

5.D [∵f(x),g(x)在[0,+∞)上单调递减,f(x)是偶函数,

g(x)是奇函数,

∴g(x)在(-∞,+∞)上单调递减,f(x)在(-∞,0]上单调

递增.
∴f(3)<f(2),g(3)<g(2)<0,但无法判断f(2),f(3)的
正负,

∴g(f(2))<g(f(3)),
故选D.]

6.C [根据题意,函数f(x)-1为奇函数,
则有f(x)+f(-x)=2,
令x=0,可得f(0)=1,
而f(x-1)为偶函数,所以f(x-1)

=f(-x-1),则f(x-2)=f(-x),
所以f(x)+f(x-2)=2,f(x-2)+f(x-4)=2,
所以f(x)=f(x-4),故f(x)的周期为4,
因为f(1)+f(3)=2,f(0)+f(2)=2,
所以f(0)+f(1)+f(2)+f(3)+…+f(2

 

026)

=506[f(0)+f(1)+f(2)+f(3)]+f(0)+f(1)+f(2)=
506×4+2+0=2

 

026.
故选C.]

7.CD [利用奇函数的定义,首先定义域需关于原点对称,排除

选项A;函数f(x)是奇函数,需满足f(-x)=-f(x),排除

选项B.故选CD.]

8.BD [A选项,若f(x)=x(x2-4),则f(-2)=0,f(2)=0,故

f(-2)=f(2),因为f(x)的 定义域为 R,关于原点对称,且

f(-x)=-x[(-x)2-4]=-x(x2-4)=-f(x),所 以

f(x)为奇函数,故A错误;

B选项,根据偶函数的定义知,若f(x)为偶函数,
则f(-x)=f(x),因此满足f(2)≠f(-2)的函数必然不是

偶函数,故B正确;

C选项,若f(x)=x2,则 f(2)=4,f(1)=1,故 f(2)>
f(1),但函数 f(x)=x2 在(-∞,0)上 单 调 递 减,在(0,

+∞)上单调递增,故C错误;

D选项,因为2>1,f(2)>f(1),所以f(x)不是 R上的减函

数,故D正确.故选BD.]

9.AD [对于 A,函数f(x)=
1+x2

1-x2,必有1-x2≠0,解得x

≠±1,则函数的定义域为{x|x≠±1},故A正确;

对于B,因为f(x)=
1+x2

1-x2,其定义域为{x|x≠±1},关于原

点对称,

则f(-x)=
1+(-x)2

1-(-x)2
=
1+x2

1-x2=f(x),得到f(x)为偶函

数,故B错误;

对于C,因为f(2)=
1+4
1-4=-

5
3
,f(3)=

1+9
1-9=-

5
4
,所以

f(3)>f(2),则f(x)在(1,+∞)上不可能单调递减,故C
错误;

对于D,因为f(x)=
1+x2

1-x2
,
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所以-f(x)=-
1+x2

1-x2=
x2+1
x2-1

,

f
1
x  =

1+ 1
x  

2

1- 1
x  

2=

x2+1
x2

x2-1
x2

=
x2+1
x2-1

,

则f
1
x  =-f(x)(x≠0),故D正确.

故选AD.]

10.0 [∵f(x)是 奇 函 数,∴f(0)=0,即03+a=0,解 得

a=0.]

11. -x+1 [∵f(x)为 偶 函 数,当 x>0时,f(x)=

x+1,

∴当x<0时,-x>0,f(x)=f(-x)= -x+1,

即当x<0时,f(x)= -x+1.]

课时作业(十一)

1.D [设所求函数图象上的任意一点P(x,y),点P 关于x=2
对称的点为Q(4-x,y),由题意知点Q 在y=log2x 的图象

上,可得y=log2(4-x),即函数y=log2x 的图象关于直线

x=2对称的函数解析式为y=log2(4-x).]

2.A [根据题意,因为f(x)=
1
x +

1
x-2

,其定义域为(-∞,

0)∪(0,2)∪(2,+∞),
易得函数的定义域关于点(1,0)对称,
则f(x)的图象的对称中心的横坐标为1,

又由f(x)+f(2-x)=
1
x+

1
x-2+

1
2-x+

1
-x=0

,则对称

中心的纵坐标为0,
所以对称中心为(1,0).故选A.]

3.C [∵函数f(x)的图象关于点(1,0)对称,∴f(x)+f(2-
x)=0,即x3+ax2+x+b+(2-x)3+a(2-x)2+(2-
x)+b=(2a+6)x2-(4a+12)x+10+4a+2b=0,

∴
2a+6=0,

4a+12=0,

10+4a+2b=0, 解得
a=-3,

b=1. 
故选C.]

4.D [因为f(x+2)为偶函数,
所以f(-x+2)=f(x+2),又f(4+x)=-f(4-x),
所以f(x)的图象关于直线x=2对称,f(x)的图象关于点

(4,0)对称,且f(4)=0,所以A选项正确;
所以f(-x)=f(x+4),f(-x)=-f(x+8),
所以f(x+4)=-f(x+8),所以f(x+4)=-f(x),
所以f(x+8)=f(x),所以f(x)的周期为8,所以B选项

正确;
所以f(2

 

025)=f(8×253+1)=f(1),所以C选项正确;
因为当x∈[0,2]时,f(x)=x2-2x,
所以f(7)=f(-1)=-f(9)=-f(1)=-(1-2)=1,所以

D选项错误.
故选D.]

5.AC [由y= |x|知定义域为 R,

且f(-x)= |-x|= |x|=f(x),

所以该函数为偶函数,则图象关于y 轴对称,
所以A正确;

由y=x+
1
x

知定义域为{x|x≠0},

且f(-x)=(-x)+ -
1
x  

=- x+
1
x  =-f(x),

所以该函数为奇函数,则图象关于原点对称,
所以B错误;

由y=
2

x2+1
知定义域为 R,

且f(-x)=
2

(-x)2+1
=

2
x2+1

=f(x),

所以该函数为偶函数,则图象关于y 轴对称,所以C正确;

由y=x-
1
x

知定义域为{x|x≠0},

且f(-x)=(-x)-
1
-x  

=- x-
1
x  =-f(x),

所以该函数为奇函数,则图象关于原点对称,
所以D错误.故选AC.]

6.ABD [∵函数y=f(x+a)-b为奇函数,

∴f(-x+a)-b=-f(x+a)+b,
即f(x+a)+f(-x+a)=2b.
对于A,由f(x+a)+f(-x+a)=2b得a=b,∴对于任意

的a=b,点P(a,b)都是f(x)=x 的图象的对称中心,故 A
满足题意;
对于B,f(x)=x3-3x2=x2(x-3),

∵f(x+1)+f(-x+1)=(x+1)2(x-2)+(-x+1)2·
(-x-2)=-4,

∴点P(1,-2)为f(x)图象的对称中心,故B满足题意;
对于C,∵f(x)=x4+x2 是偶函数,图象关于y 轴对称,且

f(x)在(0,+∞)上单调递增,在(-∞,0)上单调递减,其图

象大致如图1所示.
故不可能找到一个点使f(x)的图象为中心对称图形,故C
不满足题意;

对于D,f(x)=
1

x-1
的图象如图2所示,其图象关于点(1,0)

对称,故D满足题意.

]

7.(-1,1) [∵y=
x-2
x+1=

x+1-3
x+1 =1-

3
x+1

,

∴该函数图象是由y=-
3
x

的图象先向左平移1个单位长

度,再向上平移1个单位长度得到的.
∴其图象的对称中心为点(-1,1).]

8.1 [因为f(4-x)+f(x)=2,令x=2,得2f(2)=2,所以

f(2)=1.又f(x)的图象关于直线x=4对称,所以f(6)=
f(2)=1.令 x = -2,得 f (6)+f (-2)=2,所 以

f(-2)=2-1=1.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

061



9.解:(1)由f(x)=x-
2

x+1=
(x+2)(x-1)

x+1 >0,

当x+1<0时,(x+2)(x-1)<0,解得-2<x<-1;
当x+1>0时,(x+2)(x-1)>0,解得x>1.
综上可知,不等式f(x)>0的解集为(-2,-1)∪(1,+∞).
(2)证明:设f(x)的定义域为A=(-∞,-1)∪(-1,+∞),
对任意的x∈A,都有-x-2∈A,

且f(-x-2)+f(x)=-x-2-
2

-x-2+1+x-
2

x+1=

2
x+1-x-2+x-

2
x+1=-2

,

即f(x)的图象关于点(-1,-1)对称,即曲线y=f(x)是中

心对称图形.

课时作业(十二)

1.B [因 为 定 义 在 R 上 的 奇 函 数 f(x)满 足 f
1
2+x  =

f
1
2-x  ,

则f(1+x)=f(-x)=-f(x),且f(0)=0,
所以f(2+x)=f(x),故f(x)是周期为2的周期函数.
则f(7)=f(1)=f(0)=0.故选B.]

2.A [因 为 对 任 意x1,x2∈R,有f(x1·x2)=x1f(x2)+
x2f(x1),
所以f(0)=0,f(1)=f(1)+f(1),
所以f(1)=0,
所以f(1)=-f(-1)-f(-1)=0,
所以f(-1)=0,
所以f(-x)=-f(x)+xf(-1)=-f(x),所以f(x)为奇函

数,所以A选项正确;
而其他选项不一定成立,故选A.]

3.D [因为函数f(x)满足f(1-x)=f(1+x),所 以 函 数

f(x)的图象关于直线x=1对称,故a=f(3)=f(-1),b=

f(2)=f(2- 2),c=f(2)=f(0).
又函数f(x)是偶函数,且在[-1,0]上单调递增,所以a=

f(1),且函数f(x)在[0,1]上单调递减.又0<2- 2<1,所

以f(0)>f(2- 2)>f(1),即c>b>a.故选D.]

4.B [因为当x<3时,f(x)=x,
所以f(1)=1,f(2)=2.
又f(x)>f(x-1)+f(x-2),
则f(3)>f(2)+f(1)=3,

f(4)>f(3)+f(2)>5,

f(5)>f(4)+f(3)>8,

f(6)>f(5)+f(4)>13,

f(7)>f(6)+f(5)>21,

f(8)>f(7)+f(6)>34,

f(9)>f(8)+f(7)>55,

f(10)>f(9)+f(8)>89,

f(11)>f(10)+f(9)>144,

f(12)>f(11)+f(10)>233,

f(13)>f(12)+f(11)>377,

f(14)>f(13)+f(12)>610,

f(15)>f(14)+f(13)>987,

f(16)>f(15)+f(14)>1
 

597>1
 

000,则 可 知f(20)>
1

 

000,则B正确;且无证据表明ACD一定正确.故选B.]

5.ABD [A选项,令x=y=0,则f(0)-[f(0)]3=2f(0),

∴f(0){[f(0)]2+1}=0,
故f(0)=0,故A正确;

B选项,令y=-x,则f(0)-f(0)f(x)f(-x)=f(x)+
f(-x)=0,

∴f(-x)=-f(x),又函数f(x)的定义域为 R,

∴f(x)为奇函数,故B正确;

C选项,令x=y=2,
则f(4)-f(4)[f(2)]2=2f(2),

∵f(4)=-
4
3
,∴[f(2)-2][2f(2)+1]=0,

解得f(2)=2或f(2)=-
1
2
,故C错误;

D选项,若f(100)=0,令y=100,得f(x+100)=f(x),

∴100是f(x)的一个周期,故D正确.
故选ABD.]

6.BCD [选项A,y=f(x+t)-f(x)单调递增,不能说明y=
f(x)也单调递增,
例如对于y=e-x,y=f(x+t)-f(x)=e-x-t-e-x,y'=
f'(x+t)-f'(x)=e-x-e-x-t>0恒成立,满足y=f(x+
t)-f(x)单调递增,但不满足y=f(x)单调递增,
则f(0)<f(2)不一定成立,故A错误;

选项B,取t=
2
3
,有f(2)-f 43 >f 43 -f 23 ,有

2f 43 <f(2)+f 23 ,故B正确;

选项C,令t=9,由y=f(x+9)-f(x)单调递增,
可得f(2

 

026)-f(1)=f(2
 

026)-f(2
 

017)+f(2
 

017)-
f(2

 

008)+…+f(10)-f(1)>225[f(10)-f(1)],故f(10)-

f(1)<
2

 

025
225 =9

,而f(1)=1,故f(10)<10,故C正确;

选项D,令t=1,由y=f(x+1)-f(x)单调递增,
可得f(2

 

026)-f(2
 

025)>f(2)-f(1),
即f(2)+f(2

 

025)<f(1)+f(2
 

026),
同理可得f(3)+f(2

 

024)<f(1)+f(2
 

026),
…,

f(1
 

013)+f(1
 

014)<f(1)+f(2
 

026),

由以 上 式 子 累 加 可 知 ∑
2

 

026

i=1
f (i)<1

 

013[f (1)+

f(2
 

026)],故D正确.故选BCD.]

7.4
 

054 [因为定义在R上的函数f(x)满足对任意实数x,y 均

有f(xy)=yf(x),用x 替 换y,y 替 换x,可 得f(xy)=
yf(x)=xf(y),

所以当x≠0,y≠0时,可知f(x)
x

是常函数,

于是当x≠0时,可设f(x)=cx,其中c为常数,
又2f(2)=f(1)+6.
所以4c=c+6,解得c=2,
所以f(2

 

027)=2×2
 

027=4
 

054.]

8.(-∞,-2)∪(-1,0)∪(0,+∞) [因为对任意的x1,x2∈

(0,+∞),且x1≠x2,都有
x1f(x1)-x2f(x2)

x1-x2
<0,

令g(x)=xf(x),

所以
g(x1)-g(x2)

x1-x2
<0,

则g(x)=xf(x)在(0,+∞)上单调递减,
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又f(x)为奇函数及f(1)=0,
所以g(-x)=-xf(-x)=xf(x)=g(x),
则g(x)为偶函数,且g(1)=g(-1)=0,故g(x)在(-∞,

0)上单调递增,
所以g(x+1)在(-∞,-1)上单调递增,在(-1,+∞)上单

调递减.
又x∈(-∞,0)∪(0,+∞),
则由xf(x+1)<0可得x>0,f(x+1)<0或x<0,f(x+
1)>0,

当x>0时,f(x+1)<0⇒
g(x+1)
x+1 <0,得g(x+1)<0,解

得x<-2或x>0,故x>0;

当x<0时,f(x+1)>0⇒
g(x+1)
x+1 >0,即(x+1)g(x+

1)>0,

得
x+1<0,

g(x+1)<0 或
x+1>0,

g(x+1)>0, 
解得x<-2或-1<x<0.
综上,不等式xf(x+1)<0的解集为(-∞,-2)∪(-1,0)

∪(0,+∞).]

9.解:(1)根据题意,函数f(x)在 R上满足f(x+y)=f(x)·

f(y)+f(0)-1,
令x=y=0,则f(0+0)=f(0)f(0)+f(0)-1,
故[f(0)]2=1,可得f(0)=±1,
令y=0,则f(x)=f(x)f(0)+f(0)-1,
当f(0)=-1时,则f(x)=-f(x)-2,即f(x)=-1,不符

合题意,舍去,
故f(0)=1.
(2)f(x)在 R上单调递增,
证明:由(1)的结论,f(0)=1,
则f(x+y)=f(x)f(y),
由f(x1)=f(x1-x2+x2)=f(x1-x2)f(x2),
又当x>0时,0<f(x)<1;当x<0时,f(x)>1,
分2种情况讨论:
当x1>x2>0时,即0<f(x1-x2)<1,0<f(x1)<1,0<
f(x2)<1,
所以 f(x1)=f(x1-x2)f(x2)<f(x2),即 f(x1)-
f(x2)<0,故f(x)在(0,+∞)上单调递减;
当0>x1>x2 时,则 0<f(x1-x2)<1,f(x1)>1,

f(x2)>1,
所以 f(x1)=f(x1-x2)f(x2)<f(x2),即 f(x1)-
f(x2)<0,故f(x)在(-∞,0)上单调递减,
综上,f(x)在 R上单调递减.
(3)根据题意,f(x+y)=f(x)f(y)且f(0)=1,

令y=-x,则f(x)=
1

f(-x)
,故f(1)=

1
f(-1)

=
1
2
,

即f(-1)=2,
所以f(-2)=f(-1)f(-1)=4,则f(x-x2)>f(-2),
由(2)知,x-x2<-2,即x2-x-2>0,可 得x<-1或

x>2,
所以所求不等式的解集为(-∞,-1)∪(2,+∞).

阶段检测(二)

1.A [由函数关系知f(1)=-2,即m=-2,
函数的值域为{1,0,-2},故选A.]

2.B [根据题意,函数f(x)=
(2a-6)x+5,x≤2,

a
x
,x>2 是减函数,

则

2a-6<0,

a>0,

4a-7≥
a
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 解得2≤a<3,即 实 数a 的 取 值 范 围 为[2,

3).故选B.]

3.C [因为 f(x)是 定 义 在 R 上 的 奇 函 数,所 以 f(-x)=
-f(x).又f(1+x)=f(-x),所以f(2+x)=f(1+(1+
x))=f(-(1+x))=-f(1+x)=-f(-x)=f(x),所以

函数f(x)是以2为周期的周期函数,f
5
3  =f 5

3-2  =
f -

1
3  =13.故选C.]

4.A [根 据 题 意,函 数 f(x)对 任 意 x∈R 都 有 f(x+3)

=-
1

f(x)
,

则f(x+6)=-
1

f(x+3)
=f(x),所以f(x)的周期为6,

当x∈[2,3]时,f(x)=-4x,则f(2)=-8,
故f(2

 

030)=f(338×6+2)=f(2)=-8.
故选A.]

5.B [法一:因为f(x)=
1-x
1+x

,所以f(x-1)=
1-(x-1)
1+(x-1)=

2-x
x
,f(x+1)=

1-(x+1)
1+(x+1)=

-x
x+2.

对于A,令F(x)=f(x-1)-1=
2-x
x -1=

2-2x
x

,定义域

关于原点对称,但不满足F(x)=-F(-x);

对于B,令G(x)=f(x-1)+1=
2-x
x +1=

2
x
,定义域关于

原点对称,且满足G(x)=-G(-x);

对于C,f(x+1)-1=
-x

x+2-1=
-x-x-2

x+2 =-
2x+2
x+2

,定

义域不关于原点对称;

对于D,f(x+1)+1=
-x

x+2+1=
-x+x+2

x+2 =
2

x+2
,定义

域不关于原点对称.故选B.

法二:f(x)=
1-x
1+x=

2-(x+1)
1+x =

2
1+x-1

,为保证函数变

换之后为奇函数,需将函数y=f(x)的图象向右平移1个单

位长度,再向上平移1个单位长度,得到的图象对应的函数为

y=f(x-1)+1.故选B.]

6.B [法一:因为函数f(x+2)是 偶 函 数,所 以f(x+2)=
f(-x+2),则函数f(x)的图象关于直线x=2对称.因为函

数f(2x+1)是奇函数,所以f(-2x+1)=-f(2x+1),则

f(1)=0,且 函 数f(x)的 图 象 关 于 点(1,0)对 称.f(x)=
f(4-x)=-f(2-(4-x))= -f(x-2),f(x+2)=
-f(x),则f(x+4)=-f(x+2)=-[-f(x)]=f(x),所
以函数f(x)是以4为周期的周期函数,所以f(5)=f(1+
4)=f(1)=0,又函数f(x)的图象关于直线x=2对称,所以

f(5)=f(-1)=0.故选B.

法二:构造一个符合条件的函数f(x)=cos
π
2x,可以验证只

有f(-1)=0.故选B.]
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7.BC [A项,f(x+1)=x+2 x=(x+1)2-1,x+
1≥1,

将左右两边的 x+1换成x,可得f(x)=x2-1(x≥1),故
A错误;

B项,当x≥1时,f(x)=x2-1≥0,∴f(x)的最小值为0,故

B正确;

C项,函数f(2x-3)中,需满足2x-3≥1,即x≥2,

∴函数f(2x-3)的定义域为[2,+∞),故C正确;

D项,f
1
x  =1x2-1,由

1
x≥1

,即0<x≤1,

∴
1
x2∈[1,+∞),∴f

1
x  的值域为[0,+∞),故D错误.

故选BC.]

8.BC [对于A,对任意的x,y∈R,都有f(x)f(y)=f(x+
y-2),
令y=2,有f(x)f(2)=f(x),而f(x)是非常数函数,则有

f(2)=1,故A错误;
对于B,令y=4-x,有x+y-2=2,
则有f(4-x)f(x)=f(2)=1,

令x=0,则有f(4)f(0)=1,变形可得f(4)=
1

f(0)
=
1
2
,故

B正确;
对于C,由B的结论,f(4-x)f(x)=1,
当x<2时,4-x>2,则有0<f(4-x)<1,

同理,当x<2时,f(x)=
1

f(4-x)
>1,

故对任意的x∈R,f(x)>0恒成立,

∀x1>x2,则
f(x1)
f(x2)

=f(x1-x2+2)<1,

即f(x1)<f(x2),
故f(x)在 R上单调递减,故C正确;
对于D,令x=y=0,得f(-2)=f(0)f(0)=4,
令x=-2,y=0,得f(-4)=f(-2)f(0)=8,

再由f(4-x)f(x)=1可知f(8)=
1

f(-4)
=
1
8
,

又由f(x)在 R上单调递减,则不等式f(x2+3x+4)<
1
8

等

价于x2+3x+4>8,
解 得 x < - 4 或 x > 1,即 不 等 式 的 解 集 为

(-∞,-4)∪(1,+∞),故D错误.
故选BC.]

9.-4 [根据题意,f(x)是定义在 R上的奇函数,则f(0)=0,
又由当x>0时,f(x)=2x,则f(2)=22=4,
则f(-2)=-f(2)=-4,
故f(0)+f(-2)=-4.]

10.(3,5) [因为定义在 R 上的函数f(x)满 足f(3-x)=
f(3+x),
且对 任 意 的 x1,x2 ∈ [3,+ ∞)(x1 ≠ x2),都 有

f(x2)-f(x1)
x2-x1

>0,

所以函数f(x)的 图 象 关 于 直 线x=3对 称,f(x)在[3,

+∞)上单调递增,
若f(m-1)<f(2),
则|m-1-3|<|2-3|,
解得3<m<5,
即实数m 的取值范围是(3,5).]

11.解:定义域为{x|x≠0},值域为 R.
∀x1,x2∈(-∞,0),且x1<x2,

则y1-y2=x1-
1
x1
- x2-

1
x2 

=
(x1-x2)(x1x2+1)

x1x2
.

∵x1,x2∈(-∞,0),且x1<x2,

∴x1x2>0,x1-x2<0,x1x2+1>0,

∴y1-y2<0,即y1<y2.

∴y=x-
1
x

在(-∞,0)上单调递增.

∀x1,x2∈(0,+∞),且x1<x2,

则y1-y2=
(x1-x2)(x1x2+1)

x1x2
.

∵x1,x2∈(0,+∞),且x1<x2,

∴x1x2>0,x1x2+1>0,x1-x2<0.
∴y1-y2<0,即y1<y2.

∴y=x-
1
x

在(0,+∞)上单调递增.

设f(x)=y=x-
1
x
,

∵f(-x)=-x-
1
-x=- x-1x =-f(x),

∴f(x)=y=x-
1
x

是奇函数.

y=x-
1
x

的图象如图.

12.解:(1)∵f(x)=x3-3x2=(x-1)3-3(x-1)-2,

∴y=f(x+1)+2=x3-3x.
设g(x)=x3-3x,则g(-x)=(-x)3-3(-x)=-x3+
3x=-g(x).
∴g(x)为奇函数.
∴f(x)=x3-3x2 的图象关于点(1,-2)对称.
即f(x)=x3-3x2 的图象的对称中心是点(1,-2).
(2)函数y=f(x)的图象关于直线x=a 成轴对称图形的充

要条件是函数y=f(x+a)为偶函数.

课时作业(十三)

1.C [因 为 f(x)=x4-m 在(0,+∞)上 单 调 递 增,所 以4
-m>0,所以m<4.又因为m∈N*,所以m=1,2,3.
又因为f(x)=x4-m 是奇函数,所以4-m 是奇数,所以m=
1或m=3.
故选C.]

2.B [因为f(1)=f(3),所以二次函数f(x)=ax2+bx+c的

图象的对称轴为直线x=2,
又因为a<0,所以f(4)<f(3)<f(2),
又f(1)=f(3),所以f(4)<f(1)<f(2).故选B.]
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3.B [由题图可知y=x
m
n 为偶函数,

且在(0,+∞)上单调递增,结合题图在(0,+∞)上的增长趋

势可知,m
n ∈

(0,1)且m 为偶数,又m,n∈N*且互质,故n 是

奇数.故选B.]

4.C [A中,由函数的值域可得a>0,所以A正确;

B中,由题意可得f(x)min=f
1
a  =a·1

a2
-2·1

a +
b
4=

0,可得ab=4,所以B正确;

C中,因为f(m)=f(n),可得m+n=
2
a
,所以C错误;

D中,由B选项分析,可得
1

a2+b2
≤
1
2ab=

1
8
,所以D正确.

故选C.]

5.ACD [依题意设f(x)=xα,因为图

象过点 2,22 ,所以2α=
2
2
,解得

α= -
1
2
,所 以 f(x)=x

-12,A 正

确;f(x)的 图 象 大 致 如 图 所 示,因 为 x∈(0,+∞),所 以

f(x)既不是奇函数也不是偶函数,B错误,C正确;由图象可

知函数f(x)在(0,+∞)上单调递减,D正确.故选ACD.]

6.BD [因为f(x)=ax2-2x+1,g(x)=xa,
对于A,当a=-1时,f(x)=-x2-2x+1,其图象开口向

下,对称轴方程为x=-1,g(x)=x-1=
1
x
,其图象关于原

点对称,且在(0,+∞)上单调递减,故A满足要求;
对于B,当f(x)=ax2-2x+1的图象开口向上时,a>0,此
时g(x)=xa 在(0,+∞)上单调递增,故B不满足要求;

对于C,当a=
1
2

时,f(x)=
1
2x2-2x+1,其图象开口向

上,对称轴方程为x=2,g(x)=x
1
2,g(x)在[0,+∞)上单调

递增,且图象越来越平缓,故C满足要求;
对于D,当f(x)=ax2-2x+1的图象开口向上时,a>0,此

时其对称轴方程为x=-
-2
2a=

1
a >0

,故D不满足要求.故

选BD.]

7.② [对于函数①,f(x)=x-1 是奇函数,值域是{y|y≠0},
在(-∞,0)上单调递减,所以三个性质中有两个不正确;对
于函 数②,f(x)=x-2 是 偶 函 数,值 域 是{y|y>0},在

(-∞,0)上单调递增,所以三个性质中有两个正确,符合条

件;同理可判断函数③④不符合题意.]

8.(-1,2) [∵函数f(x)=2x2-4kx-5图象的对称轴为直

线x=k,函数f(x)=2x2-4kx-5在区间 -1,2  上不具

有单调性.
∴-1<k<2.
∴实数k 的取值范围是(-1,2).]

9.解:依题意,设函数f(x)=a(x-2)2+h(a≠0),
由二次函数f(x)的图象过点(0,3),得f(0)=3,所以4a+
h=3,即h=3-4a,
所以f(x)=a(x-2)2+3-4a,
令f(x)=0,即a(x-2)2+3-4a=0,
所以ax2-4ax+3=0.
设方程f(x)=0的两根为x1,x2,

则x1+x2=4,x1x2=
3
a
,

所以x2
1+x2

2=(x1+x2)2-2x1x2=16-
6
a
,

所以16-
6
a=10

,解得a=1,

所以f(x)=x2-4x+3.
10.解:(1)由题意知a≠0.

当a>0时,f(x)=ax2-x+2a-1的图象开口向上,对称

轴方程为x=
1
2a
,

所以f(x)在区间[1,2]上单调递减需满足
1
2a≥2

,

又a>0,所以0<a≤
1
4
;

当a<0时,f(x)=ax2-x+2a-1的图象开口向下,对称

轴方程为x=
1
2a<0

,

所以f(x)在区间[1,2]上单调递减恒成立.

综上,实数a 的取值范围是(-∞,0)∪ 0,14 .

(2)①当0<
1
2a≤1

,即a≥
1
2

时,

f(x)在区间[1,2]上单调递增,
此时g(a)=f(1)=3a-2.

②当1<
1
2a<2

,即1
4<a<

1
2

时,

f(x)在区间 1,
1
2a  上单调递减,

在区间 1
2a
,2  上单调递增,

此时g(a)=f
1
2a  =2a-14a-1.

③当
1
2a≥2

,即0<a≤
1
4

时,f(x)在区间[1,2]上单调递减,

此时g(a)=f(2)=6a-3.

综上所述,g(a)=

6a-3,a∈ 0,
1
4  ,

2a-
1
4a-1

,a∈ 1
4
,1
2  ,

3a-2,a∈ 1
2
,+∞  .

􀮠

􀮢

􀮡
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􀪁
􀪁
􀪁

课时作业(十四)

1.D [原式=2
log25=5.故选D.]

2.D [对于A,a
2
3=

3
a2,故A正确;

对于B,
4
a4=|a|=a,故B正确;

对于C,(62)2=62× 2=62=36,故C正确;

对于D,a
-23=

1

a
2
3
=
1
3
a2
,故D错误.故选D.]

3.C [
lg

 

2+lg
 

5-lg
 

8
lg

 

50-lg
 

40 =
lg
10
8

lg
50
40

=1,A不成立;

lg
 

4+lg
 

5-1
2lg

 

0.5+lg
 

8=
lg

 

20-1
lg

 

0.25+lg
 

8=
1+lg

 

2-1
lg

 

2 =1,B不成立;

lg
 

14-2lg
7
3+lg

 

7-lg
 

18=(lg
 

7+lg
 

2)-(2lg
 

7-2lg
 

3)+

lg
 

7-(2lg
 

3+lg
 

2)=0,C成立;
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(lg
 

2)2+lg
 

2·lg
 

5+lg
 

5=lg
 

2(lg
 

2+lg
 

5)+lg
 

5=lg
 

2+
lg

 

5=1,D不成立.故选C.]

4.C [因为2b=3,a=log52,则b=log23,

log25=
1
a
,所以log1210=

log210
log212

=
log2(2×5)
log2(22×3)

=
1+log25
2+log23

=
1+
1
a

2+b =
a+1
2a+ab.

故选C.]

5.B [由2a=t可得a=log2t,

所以
1
a=logt2

,

由3b=t可得b=log3t,

所以
1
b=logt3

,

故
2
a+

1
b=2logt2+logt3=logt4+logt3=logt12=2

,

故t2=12,由于t>0,

故t=23.
故选B.]

6.C [由题意,可得lg(100Y0)=6lg(1+k)+lg
 

Y0,

即2+lg
 

Y0=6lg(1+k)+lg
 

Y0,所以lg(1+k)=
1
3
,

所以1+k=10
1
3 ≈2.154,所 以k≈1.154=115.4%.故

选C.]

7.BD [对 于 A,0.25
1
2 +(5π)0-2-1=0.5+1-

1
2=1

,A

错误;

对于B,278  
-23
- 49
9  

0.5

+(0.008)
-23 ×

1
25+

(π-1)0=

3
2  

-2

-
7
3+

1
5  

-2

×
1
25+1=

4
9-

7
3+25×

1
25+1=

4
9-

7
3+2=

1
9
,B正确;

对于C,原 式= 2a
2
3b

1
2  -6a

1
2b

1
3  ÷ -3a

1
6b

5
6  =[2×

(-6)÷(-3)]a
2
3+

1
2-

1
6·b

1
2+

1
3-

5
6=4ab0=4a,C错误;

对于D,当x
1
2+x

-12= 6时, x
1
2+x

-12 
2

=x+2+x-1=

6,得x+x-1=4,由(x+x-1)2=x2+2+x-2=16,得x2+

x-2=14,所以
x+x-1

x2+x-2-2
=
4

14-2=
1
3
,D正确.故选BD.]

8.BCD [对于A,b=log3
1
5<log31=0

,a=log25>log21=0,

所以ab<0,故A错误;

对于B,因为a=log25,b=log3
1
5
,所 以 由 对 数 的 定 义 知,

2a=5,3b=
1
5
,

则4a·9b=(2a)2·(3b)2=52· 1
5  

2

=1,故B正确;

对于C,由对数的运算性质知,

1
a-

1
b =log52-log1

5
3=log52+log53=log56>1,故 C

正确;
对于D,由对数的运算性质知,

2b-a
b-a =

2log3
1
5-log25

log3
1
5-log25

=

2lg
 

5
lg

 

3+
lg

 

5
lg

 

2
lg

 

5
lg

 

3+
lg

 

5
lg

 

2

=

2
lg

 

3+
1
lg

 

2
1
lg

 

3+
1
lg

 

2

=
lg(22×3)
lg(2×3)

=
lg

 

12
lg

 

6=log612
,故D正确.

故选BCD.]

9.BC [对选项 A,a>0,
a

a a3
=

a

a·a
3
2  

1
2
=

a

a
5
4
=a

-14,

故A错误;

对选项B,因 为2a+b=1,所 以
27a3b

3a =
33a·3b

3a =
33a+b

3a =

3a+1

3a =3,故B正确;

对选项C,
1

log1
4

1
9

+
1

log1
5

1
3

=
1

log49
+
1

log53
=log94+log35=

log32+log35=log310=
1
lg

 

3
,故C正确;

对选项D,因为loga4=m,loga5=n,所以am=4,an=5,

所以a2m+n=(am)2·an=42×5=80,故D错误.
故选BC.]

10.1 [原式=4-2log23×log32+lg
 

5-lg
 

2+2lg
 

2-2
=4-2+lg

 

5+lg
 

2-2=4-2+1-2=1.]

11.10 [∵2a=5b=k,∴a=log2k,b=log5k,

∴
1
a+

1
b=logk2+logk5=logk10=1

,解得k=10.]

12.60 [0,120] [当I=10-6 时,LI=10lg
10-6

10-12
=10lg

 

106=

60,所以声强级为60
 

dB.

当I=1时,LI=10lg
1
10-12

=120;

当I=10-12 时,LI=10lg
 

1=0,所以人听觉的声强级(单位:

dB)范围为[0,120].]

课时作业(十五)

1.D [集合A={x|x<1}={x|0≤x<1},

集 合 B = y y=ex+
1
2  = y y>

1
2  ,所 以 ∁RB =

-∞,
1
2  ,所以A∩(∁RB)= 0,

1
2  .

故选D.]

2.B [由指数函数的性质可知,f(x)=ax-2+1(a>0,a≠1)
的图象恒过定点 M(2,2),
则函数g(x)=mx-n=2x-2的图象经过第一、三、四象限.
故选B.]

3.C [因为0<a<1,所以y=at 在 R上单调递减,又0<x<
y<1,所以ax>ay,故 A错误;因为-x>-y,所以a-x<

a-y,故B错误;因为
1
x>

1
y
,所以a

1
x <a

1
y,故C正确;因为

1
a>1

,所以y= 1a 
t

在 R 上单调递增,又1
x >

1
y
,所以

 1a 
1
x
> 1a 

1
y,故D错误.故选C.]
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4.D [函数f(x)=2x-x-1,则不等式f(x)>0的解集即为

2x>x+1的解集,在同一平面直角坐标系中画出函数y=
2x,y=x+1的图象(图略),结合图象易得2x>x+1的解集

为(-∞,0)∪(1,+∞),故选D.]

5.D [y=1.01x 在 R上单调递增,y=x0.5 在[0,+∞)上单调

递增,
则a=1.010.5<b=1.010.6>1,a=1.010.5>c=0.60.5<1.所

以b>a>c.
故选D.]

6.A [∵2x+22-x≥2 2x·22-x =4,当且仅当2x=22-x,即

x=1时取等号,∴a=4,f(x)=
4

3x-1
.

令3x-1≠0,解得x≠0,

∴f(x)的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),

当x>0时,3x-1>0,
4

3x-1
>0;

当x<0时,-1<3x-1<0,
4

3x-1
<-4,

∴f(x)的值域为(-∞,-4)∪(0,+∞).
故选A.]

7.AB [由题图可得a1=2,即a=2,

y=a-x= 12 
x

单调递减,且图象过点(-1,2),故A正确;

y=x-a=x-2 为偶函数,在(0,+∞)上单调递减,在(-∞,

0)上单调递增,且图象过点(-1,1)和(1,1),故B正确;

y=a|x|=2|x|=
2x,x≥0,

2-x,x<0 为偶函数,结合指数函数的图象

可知C错误;

y=|ax|=|2x|,根据指数函数及绝对值函数的图象可知D
错误.故选AB.]

8.AB [A项,因为2x>0,所以函数f(x)的定义域为 R,故 A
正确;

B项,f(x)=
2x-1
2x+1

=1-
2

2x+1
,

由2x>0⇒2x+1>1⇒0<
1

2x+1
<1⇒-2<-

2
2x+1

<0⇒

-1<1-
2

2x+1
<1,

所以函数f(x)的值域为(-1,1),故B正确;

C项,因为f(-x)=
2-x-1
2-x+1

=
1-2x

1+2x
=-f(x),

所以函数f(x)是奇函数,其图象关于原点对称,不关于y 轴

对称,故C错误;

D项,因为函数y=2x+1是增函数,y=2x+1>1,所以函数

y=
2

2x+1
是减函数,

因此函数f(x)=1-
2

2x+1
是增函数,故D错误.

故选AB.]

9.BC [对于 A,3x=2<31,又y=3x 在 R上单调递增,所以

x<1,选项A错误;
对于B,因为3x=2,5y=3,则x=log32,y=log53,

又
2
3=log33

2
3=log3

39>log3
38=log32=x,

y=log53=log5
327>log5

325=
2
3
,

所以x<y,选项B正确;
对于C,因 为0<x=log32<1,0<y=log53<1,所 以0<
xy<1,选项C正确;
对于D,由选项C知0<x=log32<1,0<y=log53<1,所以

0<x+y<2,选项D错误.
故选BC.]

10.
3
4 

[因为f x  的图象过原点,所以f 0  =a 1
2  

0

+b=

0,即a+b=0.
又f x  的图象无限接近直线y=1,但又不与该直线相交,

所以b=1,a=-1,所以f x  =- 1
2  

x

+1,

所以f -2  =- 1
2  

2

+1=
3
4.]

11.0,
1
2   [y=|ax-1|的图象是由y=ax 的图象先向下平

移1个单位长度,再将x 轴下方的图象翻折到x 轴上方,且
保持x 轴上及其上方的图象不变得到的.
当a>1时,如图1,两图象只有一个交点,不符合题意;
当0<a<1时,如 图2,要 使 两 个 图 象 有 两 个 交 点,则0<

2a<1,即0<a<
1
2.

综上可知,a 的取值范围是 0,
1
2  .]

12.-
2
3
,4   [因为f(x)=-

1
3  

|x|

+1,

所以f(-x)=-
1
3  

|-x|

+1=- 1
3  

|x|

+1=f(x),定

义域为 R,关于原点对称,所以f(x)为偶函数,

又当x≥0时,f(x)=-
1
3  

x

+1单调递增;当x<0时,

f(x)单调递减,
所以f(2m-1)<f(m+3),
即|2m-1|<|m+3|,

两边平方整理可得3m2-10m-8<0,解得-
2
3<m<4.]

课时作业(十六)

1.D [要使log(2x-1)(2-x)有意义,

则

2-x>0,

2x-1>0
2x-1≠1, 解得

1
2<x<2

且x≠1,

所以x 的取值范围是 1
2
,1  ∪(1,2).故选D.]
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2.B [由lg
 

a+lg
 

b=0可知,1
a=b

,

故f(x)=a-x=bx,故函数f(x)=a-x 与函数g(x)=logbx
的单调性相同.故选B.]

3.C [由log24>log23>log22,得1<a<2,
由log32<log33,得b<1,

由2
3
2= 23= 8,可知 8>2,即c>2,

综上得c>a>b.
故选C.]

4.B [因为f(x)=|log2x|,
若0<a<b且f(a)=f(b),则-log2a=log2b,即ab=1,

所以0<a<
1
a
,即0<a<1,

根据对勾函数的单调性可知,2a+3b=2a+
3
a>5.

故选B.]

5.B [由 题 意 可 得 当0<x<
1
4

时,y= x 的 图 象 位 于y=

logax 图象的下方,因为y= x在 0,
1
4  上单调递增,

所以

0<a<1,

loga
1
4≥

1
4
, 

即

0<a<1,

loga
1
4≥

1
2=loga a, 所以

0<a<1,

a≥
1
16
, 

可得
1
16≤a<1.

故选B.]

6.D [根据函数y=log3x 与y=log4x 的图象知,

当log3a=log4b>0时,1<a<b,选项C可能;
当log3a=log4b<0时,0<b<a<1,选项A可能;

设log3a=log4b=k,则a=3k,b=4k,所以 b=2k,

由题意,画出函数y=2x 与y=3x 的图象,如图所示,

x<0时,3x<2x<1,即a< b<1,选项B可能;

x>0时,3x>2x>1,即a> b>1,选项D不可能.故选D.]

7.ABD [函数y=log3x 在定义域(0,+∞)上 是 增 函 数,又

log3m<log3n,所以0<m<n,所以A正确;
函数y=log0.3x 在定义域(0,+∞)上是减函数,又log0.3m<
log0.3n,所以m>n>0,所以B正确;

当0<a<1时,函数y=logax 在定义域(0,+∞)上是减函

数,又logam<logan,所以m>n>0,所以C错误;
因为5<7,且logm5<logm7,所 以y=logmx 在 定 义 域(0,

+∞)上是增函数,所以m>1,所以D正确.故选ABD.]

8.BCD [由
2-x>0,

x+4>0, 得-4<x<2,故 f(x)的 定 义 域 为

(-4,2),A错 误;由-4<x-1<2,得-3<x<3,所 以

f(x-1)的定义域 为(-3,3),关 于 原 点 对 称,f(x-1)=
-log2(3-x)-log2 (x +3),令 g (x)= f(x-1),则

g(-x)=-log2(3+x)-log2(-x+3)=g(x),所 以 函 数

y=f(x-1)是 偶 函 数,B正 确;f(x)=-log2(2-x)-
log2(x+4)=-log2[-(x+1)2+9],易知f(x)在(-4,-1)上
单调递减,在[-1,2)上 单 调 递 增,C正 确;由f(-2-x)=
-log2(x+4)-log2(2-x)=f(x)及f(x)的定义域为(-4,

2),可 得 f(x)的 图 象 关 于 直 线 x=-1对 称,D正 确.故
选BCD.]

9.ACD [由y=
1

log2(2x-1)
可知

log2(2x-1)≠0,

2x-1>0, 
即

2x-1≠1,

x>
1
2
, 可得

1
2<x<1

或x>1,A正确;

函数y=log1
3
|x+3|的定义域为(-∞,-3)∪(-3,+∞),

当x>-3时,y=log1
3

(x+3)单调递减;

当x<-3时,y=log1
3

(-x-3)单调递增;

故函数的单调递增区间为(-∞,-3),B错误;
显然函 数u=x-1在(1,+∞)上 单 调 递 增,而 函 数y=
loga(x-1)在(1,+∞)上单调递减,
因此对 数 函 数y=logau 在(0,+∞)上 单 调 递 减,则0<
a<1,
所以实数a 的取值范围是(0,1),C正确;
依题意,由log2x≥log1

2
x,得log2x≥-log2x,即2log2x≥0,

解得x≥1,
由log2x<log1

2
x,解得0<x<1,

因此f(x)=
log1

2
x,0<x<1,

log2x,x≥1, 
显然函数 f(x)在(0,1)上 单 调 递 减,值 域 为(0,+∞),
在[1,+∞)上单调递增,值域为[0,+∞),所以函数f(x)的
值域为[0,+∞),D正确.故选ACD.]

10.{x|x>0,且x≠2} [函数f(x)=lg
 

x+
1

x-2
,

则
x-2≠0,

x>0, 解得x>0且x≠2,

故函数f(x)的定义域为{x|x>0,且x≠2}.]

11.34
,8
5   [由实数a>0,且满足53a+2>54a+1,根据指数函

数的单调性,可得3a+2>4a+1,解得0<a<1,
所以函数y=logax 为减函数.
由不等式loga(3x+2)<loga(8-5x),

可得

3x+2>0,

8-5x>0,

3x+2>8-5x, 解得
3
4<x<

8
5
,

即不等式的解集为 3
4
,8
5  .]
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12.
3
3 

[当0≤x≤2时,1≤x+1≤3,所以
1
3≤

1
x+1≤1

,

因为f(x)的值域为[0,2],

故0<a<1且loga
1
3=2

,loga1=0,

所以a=
3
3.]

课时作业(十七)

1.D [易知log0.13<0,因为函数y=3x 在R上单调递增,所以

0< 1
3  

0.3

=3-0.3<3-0.1,所以c<b<a.故选D.]

2.C [∵lg
 

0.2<lg
 

1=0,log56>log55=1,0=ln
 

1<ln
 

2<
ln

 

e=1,∴a<c<b.
故选C.]

3.B [由c=log23>log22=1,0<a=e-1<e0=1,b=ln
1
2<

ln
 

1=0,所以b<a<c.故选B.]

4.C [∵a=50.3>50=1,

b=(log5a)4=0.34<0.30=1,且b>0,

c=log4(log5a)=log40.3<log41=0,

∴a>b>c.
故选C.]

5.B [法一:设2+log2x=3+log3y=5+log5z=m,

令m=2,则x=1,y=3-1=
1
3
,z=5-3=

1
125
,此时x>y>

z,A有可能;
令m=5,则x=8,y=9,z=1,此时y>x>z,C有可能.
令m=8,则x=26=64,y=35=243,z=53=125,此时y>
z>x,D有可能.
故选B.
法二:设2+log2x=3+log3y=5+log5z=m,所以x=2m-2,

y=3m-3,z=5m-5,
根据指数函数的单调性,易知各方程只有唯一的根,
作出函数y=2x-2,y=3x-3,y=5x-5 的图象,以上方程的根

分别是函数y=2x-2,y=3x-3,y=5x-5 的图象与直线x=m
的交点的纵坐标,如图所示:

易知,随着m 的变化可能出现:x>y>z,y>x>z,y>z>
x,z>y>x.
故选B.]

6.AC [对于A,由x>y>0,得x2+1>y2+1,又f(t)=log2t
是增函数,所以log2(x2+1)>log2(y2+1),故A正确;
对于B,由于g(t)=cos

 

t在(0,+∞)上不单调,所以cos
 

x
与cos

 

y 的大小关系无法确定,故B错误;
对于C,由x>y,得x+1>y+1,又h(t)=t3 是增函数,所
以(x+1)3>(y+1)3,故C正确;

对于D,由x>y,得-x+1<-y+1,又φ(t)=et 是增函数,
所以e-x+1<e-y+1,故D错误.故选AC.]

7.BC [对于A,∵0<a<1,幂函数y=xa 在(0,+∞)上单调

递增,
且b>c>1,∴ba>ca,故A错误;
对于B,∵0<a<1,

∴函数y=logax 在(0,+∞)上单调递减,
又∵b>c>1,∴logab<logac<loga1=0,

∴0>
1
logab

>
1
logac

,即0>logba>logca,故B正确;

对于C,∵0<a<1,则a-1<0,

∵幂函数y=xa-1 在(0,+∞)上单调递减,
且b>c>1,∴ba-1<ca-1,∴cba<bca,故C正确;
对于D,由选项B可知0>logba>logca,
∴0<-logba<-logca,
∵b>c>1,∴c(-logba)<b(-logca),
∴blogca<clogba,故D错误.故选BC.]

8.a<b<c [因为a=2-1.1<2-1=
1
2
,

b=log1
4

1
3=log43>log42=

1
2
,

且b=log1
4

1
3 =log43<1

,c=log23>log22=1,所 以a<

b<c.]

9.b>a>c [因为a=160.3=(24)0.3=21.2,b=90.6=(32)0.6=
31.2,所以31.2>21.2>21=2,即b>a>2.
因为c=log2 3

 

=log23<log24=2,
所以b>a>c.]

课时作业(十八)

1.A [∵前3年年产量的增长速度越来越快,∴当0≤t≤3时,
随着t的增大,c 的增长速度越来越快,c 关于t的函数图象

下凹.又后3年年产量保持不变,∴当3<t≤6时,c随着t的

增大保持固定的增长速度.故选A.]

2.B [易知函数f(x)的定义域为{x|x≠0且x≠±1},因为

f(-x)=
1

(-x-1)ln
 

|-x|=-
1

(x+1)ln
 

|x|
,所以函数f(x)

既不是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数,故 排 除 A;易 知 当x>1时,

f(x)>0,故排除C;因为f -12 = 2
3ln

 

2
,f 12 = 2

ln
 

2
,所

以f -12 <f 12 ,故排除D.故选B.]

3.C [易知f(x)=sin
 

x 为奇函数,由g(-x)=
4(-x)
(-x)2+1

=

-
4x

x2+1
=-g(x),得g(x)为奇函数,由题图可知,所求函数

是偶函数,而f(x)±g(x)是奇函数,所以 A,B不符合题意;

因为当x=0时,y=
f(x)
g(x)

无 意 义,所 以 D不 符 合 题 意.故

选C.]

4.B [不等式f(x)>0⇔log2(x+1)>|x|,
分别画出函数y=log2(x+1)和y=|x|的图象,如图所示,
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由图象可知y=log2(x+1)和y=|x|有两个交点,分别是

(0,0)和(1,1),
所以log2(x+1)>|x|的解集是(0,1),
即不等式f(x)>0的解集是(0,1).]

5.AD [由题意可得x≠-c,
则-c<0,即c>0,D正确;

因为f(0)=
b
c2
>0,所以b>0,C错误;

当x→+∞时,f(x)<0,且f(x)→0,
故a<0,A正确,B错误.
故选AD.]

6.ABD [根据 函 数f(x)=2-x2 与g(x)=x2,画 出 函 数

F(x)=min{f(x),g(x)}的图象,如图.

由图象可知,函数F(x)=min{f(x),g(x)}的图象关于y 轴

对称,所以A项正确;
函数F(x)的图象与x 轴有三个交点,所以方程F(x)=0有

三个解,所以B项正确;函数F(x)在(-∞,-1]上单调递

增,在[-1,0]上 单 调 递 减,在[0,1]上 单 调 递 增,在[1,

+∞)上单调递减,所以C项错误,D项正确.故选ABD.]

7.(3,1) [由于函数y=f(4-x)的图象可以看作y=f(x)的
图象先关于y 轴对称,再向右平移4个单位长度得到.点(1,

1)关于y 轴对称的点为(-1,1),再将此点向右平移4个单

位长度,可推出函数y=f(4-x)的图象过点(3,1).]

8.(-∞,1] [分 别 作 出 函 数y=
f(x)与y=-x+a 的大致图象,
如图 所 示.由 图 象 可 知,当a≤1
时,两个函数的图象有两个不同的

交 点,故 实 数 a 的 取 值 范 围 是

(-∞,1].]
9.解:(1)将 f(x)的 图 象 向 右 平 移1个 单 位 长 度,即 得 到

f(x-1)的图象,如图1.

(2)将f(x)的图象在y 轴右侧的部分,以y 轴为对称轴作出

y 轴左侧的 图 象,去 掉 原 图 象 在y 轴 左 侧 的 部 分,即 得 到

f(|x|)的图象,如图2.

(3)以x 轴 为 对 称 轴,画 出 与f(x)图 象 对 称 的 图 象,即 得

到-f(x)的图象,如图3.

(4)先将f(x)的图象向下平移1个单位长度,再将所得图象

在x 轴下方的部分,翻折到上方,即得到|f(x)-1|的图象,
如图4.

10.解:(1)设x<0,则-x>0,
可得f(-x)=-(-x)2+2(-x)+3=-x2-2x+3,
又对任意x∈R,f(-x)+f(x)=0,
即f(x)=-f(-x),
则f(x)=x2+2x-3,
即当x<0时,f(x)=x2+2x-3,
又f(0)+f(0)=0,故f(0)=0,

即f(x)=
-x2+2x+3,x>0,

0,x=0,

x2+2x-3,x<0. 
(2)函数f(x)的图象如图:

顶点坐标为(-1,-4),(1,4),与坐标轴交点为(-3,0),(3,

0).

课时作业(十九)

1.D [∵f(x)为连续函数,且f(a)f(b)<0,

∴函数f(x)在区间[a,b]上至少有一个零点,

∵函数f(x)在区间[a,b]上单调,∴函数f(x)在区间[a,b]
上至多有一个零点,
故函数f(x)在 区 间[a,b]上 有 且 只 有 一 个 零 点,即 方 程

f(x)=0在区间[a,b]上必有唯一的实数解.]

2.B [函数f(x)=ln
 

x+2x-3在x>0时的图象是连续的,
且f(x)在(0,+∞)上单调递增,
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因为f(1)=2-3=-1<0,f(2)=ln
 

2+4-3=ln
 

2+1>0,
所以f(1)f(2)<0,由函数零点存在定理可知,函数的零点

在(1,2)内.
故选B.]

3.C [因为f(x)=x3-2x-1,所以f(1)=-2<0,f(2)=
3>0,

取中间值,有1+2
2 =1.5,而f(1.5)=-

5
8<0

,

所以下一个有解区间是(1.5,2).
故选C.]

4.C [函数f(x)=3x|log2x|-1的零点,

即3x|log2x|-1=0的解,即|log2x|=
1
3  

x

的解,

转化为y=|log2x|与y=
1
3  

x

图 象 的 交 点 个 数,如 图

所示,
 

从函数图象可知,y=|log2x|与y=
1
3  

x

的图象有2个交

点,即函数f(x)有2个零点.故选C.]

5.D [因为f(x)=lg
 

x+t在(1,10)内单调递增,
又因为函数f(x)在(1,10)内有零点,

所以
f(1)<0,

f(10)>0, 即
t<0,

1+t>0, 
解得-1<t<0.
即实数t的取值范围为(-1,0).故选D.]

6.C [f(x)=
x2+4x+3,x≤0,

cos
πx
2
,0<x<4, 

当x≤0时,由x2+4x+3=0,解得x=-3或x=-1;

当0<x<4时,由cos
πx
2=0

,解得x=1或x=3.

∴函数f(x)=
x2+4x+3,x≤0,

cos
πx
2
,0<x<4 的所有零点之和为0.

故选C.]

7.BCD [对于A,∵x2-2x-8=0的解为x=-2,x=4,

∴f(x)在区间(-1,3)内没有零点,故A错误;

对于B,∵f(x)=(x+1)
3
2-2在[-1,+∞)上单调递增,

且f(-1)=-2<0,f(3)=8-2=6>0,
即f(-1)f(3)<0,

∴f(x)在区间(-1,3)内存在唯一零点,故B正确;
对于C,∵f(x)=2x-1-1在 R 上 为 增 函 数,且f(-1)=

-
3
4<0

,f(3)=3>0,

即f(-1)f(3)<0,

∴f(x)在区间(-1,3)内存在唯一零点,故C正确;
对于D,∵f(x)=1-ln(x+2)在(-2,+∞)上单调递减,

且f(-1)=1>0,f(3)=1-ln
 

5<0,即f(-1)f(3)<0,

∴f(x)在区间(-1,3)内存在唯一零点,故D正确.
故选BCD.]

8.AC [作出f(x)的图象与直线y=k,如图.

由图象可知,
当k<-4时,f(x)=k 有1个解,A正确;
当k=-4或k>-3时,f(x)=k 有2个解,B错误;
当-4<k≤-3时,f(x)=k 有3个解,C正确;

f(x)=k 不可能有4个解,D错误.故选AC.]

9.BC [对于A,令f(x)=x2+2x-8=0,解得x1=-4,x2=
2,即函数f(x)=x2+2x-8的零点是-4和2,故A错误;
对于B,令f(x)=ex-x-3,则f(-3)=e-3>0,f(0)=
-2<0,f(10)=e10-13>210-13>0,所以由函数零点存在

定理可知f(x)=ex-x-3在区间(-3,0),(0,10)内有零

点,即方程ex=3+x 在区间(-3,0),(0,10)内有解,故B
正确;
对于C,函数y=3x,y=log3x 互为反函数,所以函数y=3x,

y=log3x 的图象关于y=x 对称,故C正确;
对于D,用二分法求方程3x+3x-8=0在(1,2)内的近似解

的过程中得到f(1)<0,f(1.5)>0,f(1.25)<0,则方程的

解落在区间(1.25,1.5)内,故D错误.故选BC.]

10.e [根据题意,f(x)=ln
 

x-1,
令f(x)=ln

 

x-1=0,解得x=e,即函数的零点是e.]

11.1 [当a>1时,由指数函数的图象与性质知,

当x<0时,(a+1)x-ax<0,x<0,可得f(x)<0,
当x>0时,(a+1)x-ax>0,x>0,可得f(x)>0,
当x=0时,f(x)=(a+1)x-ax+x=0,则函数f(x)只有

一个零点.]

12. 1
2
,1   [由[f(x)]2-3tf(x)+2t2=0得f(x)=t或

f(x)=2t,作出函数f(x)的图象(如图所示),易知当t≤0
时,不符合题意;当t>0时,2t>t,结合函数f(x)的图象

知,要使方程[f(x)]2-3tf(x)+2t2=0有三个不同的解,
需满足方程f(x)=t有两个解,方程f(x)=2t有且只有一

个解,由图象知
0<t<1,

2t≥1, 所以
1
2≤t<1.

]
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课时作业(二十)

1.D [根据散点图,用光滑的曲线把图中各点依次连起来(图
略),由图并结合选项可排除A,B,C,故选D.]

2.A [由题图可知函数的图象过点(10,1),

代入函数解析式,可得 12 
1-a

=1,解得a=1,

所以y=
0.1t,0≤t≤10,

 12 
t
10-1,t>10, 

令y≤0.25,可得0.1t≤0.25(0≤t≤10)或 12 
t
10-1

≤0.25

(t>10),
解得0<t≤2.5或t≥30,
所以如果商场规定9:30顾客可以进入商场,那么开始喷洒药

物的时间最迟是9:00.]

3.B [由题意得v2-Hv4=4H,

故 H=
v2

v4+4
=

1

v2+
4
v2
≤

1

2 v2·
4
v2

=
1
4
,当且仅当v2=2

时,等号成立.
所以该类昆虫的最大跳跃高度为0.25米.
故选B.]

4.BC [由题图1可设y 关于x 的函数关系为y=kx+b,k>
0,b<0,k 为票价,当x=0时,y=b,则-b为固定成本.由题

图2知,直线向上平移,k 不变,即票价不变,b变大,则-b变

小,固定成本减小,故A错误,B正确;由图3知,直线与y 轴

的交点 不 变,直 线 斜 率 变 大,即k 变 大,票 价 提 高,b 不 变,
即-b不变,固定成本不变,故C正确,D错误.故选BC.]

5.ABD [由题图可得,函数图象过点(1,2),则2=a1,即a=2,
故y=2t.

对于A,浮萍每月的增长率为
2t+1-2t

2t
=
2t(2-1)
2t

=1,故 A

正确;
对于B,第5个月时,即t=5时,浮萍的面积y=25=32>30,
故B正确;
对于C,第二个月比第一个月增加y2-y1=22-21=2,第三

个月比第二个月增加y3-y2=23-22=4,即y2-y1≠y3-
y2,故C错误;

对于D,由题意可得2=2
t1,3=2

t2,6=2
t3,所以t1=log22,

t2=log23,t3=log26,则t1+t2=log22+log23=log2(2×
3)=log26=t3,故D正确.
故选ABD.]

6.2
 

200 [设该工厂生产并销售这款新能源汽车的年利润为

f(x)万元,由题意可知,

f(x)=
15x- 1

80x
2+
9
2x  -100,0≤x<400,

15x- 16x+
360

 

000
x -3

 

500  -100,x≥400,
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 x∈N,

即f(x)=
-
1
80x

2+
21
2x-100,0≤x<400,

-x-
360

 

000
x +3

 

400,x≥400,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 x∈N,

当0≤x<400时,f(x)<f(400)=2
 

100;

当x≥400时,f(x)=- x+
360

 

000
x  +3 

400

≤-2 360
 

000+3
 

400=2
 

200,
当且仅当x=600时,f(x)取得最大值2

 

200.
综上,该工厂 生 产 并 销 售 这 款 新 能 源 汽 车 的 最 高 年 利 润 为

2
 

200万元.]

7.解:(1)由题意知t=t0e
N
N0
-1

(其中 N0,t0 均为常数),

则ln
 

t=ln
 

t0+
N
N0
-1,

因为当 N=300时,t=4e2;当 N=400时,t=4e3,

所以

ln
 

4e2=ln
 

t0+
300
N0
-1,

ln
 

4e3=ln
 

t0+
400
N0
-1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

两式相减可得ln
4e2

4e3
=
300-400

N0
,故 N0=

-100
-ln

 

e=100
,

故t0=
4e2

e
300
100-1  =

4e2

e2
=4.

(2)由(1)可知t=4e
N
100-1,当 N=600时,t=4e5,

故所需的处理时间为4e5 秒.

(3)总处理时间t=4e
N1
100-1+4e

N2
100-1

≥8 e
N1
100-1×e

N2
100-1=8 e

N1+N2
100 -2

=8 e4=8e2,
当且仅当 N1=N2=300时取等号,

故所需的总处理时间的最小值为8e2 秒.

阶段检测(三)

1.D [由函数f(x)有意义,得
2x-x2≥0,

2x-1>0,

2x-1≠1, 
解得

1
2<x<1或1<x≤2.所 以 函 数 f(x)的 定 义 域 是

1
2
,1  ∪(1,2].

故选D.]

2.C [因为函数f(x)=logax 在(0,+∞)上单调递增,所以

a>1,①

因为f(9)=
1

f(3)
-1,所 以loga9=

1
loga3

-1,即2loga3=

1
loga3

-1,

∴loga3=
1
2

或loga3=-1,∴a=9或a=
1
3
,②

所以由①②得a=9.
故选C.]

3.D [因为f(x)=(m2-m-1)xm 是幂函数,
所以m2-m-1=1,解得m=-1或m=2,

因为∀x1,x2∈(0,+∞)都有
f(x1)-f(x2)

x1-x2
<0成立,

所以函数f(x)在(0,+∞)上单调递减,
所以m<0,
所以m=-1,故A,B错误;

所以f(x)=x-1=
1
x
,定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),
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又f(-x)=
1
-x=-f

(x),

所以f(x)是奇函数,故D正确,C错误.
故选D.]

4.A [根 据 题 意,由 函 数 f(x)=-ln(x+b)的 图 象,0<
f(0)=-ln

 

b<1,

即-1<ln
 

b<0,解得
1
e<b<1

,

故函数g(x)=ex+b 的图象由y=ex 的图象向上平移b 个

单位长度得到,
分析选项,A选项符合.
故选A.]

5.D [由题意可得,M≈3361,N≈1080,
根据对数函数性质有3=10lg

 

3≈100.48,

∴M≈3361≈(100.48)361≈10173,

∴
M
N
≈
10173

1080
=1093.故选D.]

6.C [令a-2= 1
2  

b

+1=log2c+1=x(x>1),

则a=x+2,b=log1
2

(x-1),c=2x-1(x>1),

在同一平面直角坐标系中作出函数f(x)=x+2,g(x)=
log1

2

(x-1),h(x)=2x-1 的图象,如图所示.

当1<x<x1 时,g(x)>f(x)>h(x),即b>a>c,故 A
正确;
当x1<x<x2 时,f(x)>g(x)>h(x),即a>b>c,故B
正确;
当x2<x<x3 时,f(x)>h(x)>g(x),即a>c>b,故C
错误;
当x>x3 时,h(x)>f(x)>g(x),即c>a>b,故D正确.
故选C.]

7.BC [函数f(x)=x2 与g(x)=2x 的图象如图,

由图可知,f(x)与g(x)有三个交点,故A正确,B错误;

∃x0=4>0,当x>x0 时,g(x)恒在f(x)的上方,故C错

误,D正确.
故选BC.]

8.ABC [由2x-1>0,得 x>0,∴f(x)的 定 义 域 为(0,

+∞),∴A正确;

f(x)=ln
2x+1
2x-1

=ln1+
2

2x-1  ,1+ 2
2x-1

>1,

∴ln1+
2

2x-1  >ln 

1=0,

∴f(x)的值域为(0,+∞),∴B正确;

f(x)=ln1+
2

2x-1  ,当x 增大时,2x-1增大, 2
2x-1

减小,

即f(x)减小,∴f(x)是减函数,∴C正确;

f(x)的定义域为(0,+∞),不关于原点对称,∴f(x)不是奇

函数,∴D错误.
故选ABC.]

9.-3 [-
1
27  

-13
+log3618+log93×log62- -

1
8  

0

=

(-27)
1
3+log6218+log323×log62-1=-3+

1
2log618+

1
2log62-1=-4+

1
2log636=-4+

1
2×2=-3.

]

10.0,
1
16   [y= 1

4  
x2+2x+3

,

设g(x)=x2+2x+3,
则g(x)=(x+1)2+2≥2,

故0<y=
1
4  

x2+2x+3

≤ 1
4  

2

=
1
16
,

所以函数f(x)的值域为 0,
1
16  .]

11.解:(1)因为函数y=a 12 
|x|

+b的图象过原点,

所以0=a+b,
由函数的图象无限接近直线y=2但又不与该直线相交,得

b=2,又a+b=0,所以a=-2,

则y=-2 12 
|x|

+2,其图象如图.

(2)由图知,y=-2 12 
|x|

+2是偶函数,在[0,+∞)上单

调递增,在(-∞,0)上单调递减.
12.解:(1)若函数f(x)是 R上的奇函数,

则f(0)=0,

∴log2(1+a)=0,∴a=0.
经检验,当a=0时,f(x)=-x 是 R上的奇函数.
∴a 的值为0.
(2)由已知得函数f(x)是减函数,故f(x)在区间[0,1]上
的 最 大 值 是 f(0)=log2(1+a),最 小 值 是 f(1)=

log2
1
2+a  .

由题设得log2(1+a)-log2
1
2+a  ≥2,

则log2(1+a)≥log2(4a+2).

∴
1+a≥4a+2,

4a+2>0, 
解得-

1
2<a≤-

1
3.

故实数a 的取值范围是 -
1
2
,-
1
3  .
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课时作业(二十一)

1.C [由h=
1
3t

3+t2,得h'=t2+2t.

当t=t0 时,h'=t20+2t0=3,解得t0=1(t0=-3舍去).
故当t=t0+1=2时,液体上升高度的瞬时变化率为22+2×
2=8(cm/s).故选C.]

2.B [因为f'(x)=2f'(1)+
1
2 x

,

令x=1,得f'(1)=2f'(1)+
1
2
,

解得f'(1)=-
1
2.故选B.]

3.C [由题意可知y'=
ex(x+1)-ex

(x+1)2
=

xex

(x+1)2
,则曲线y=

ex

x+1
在点 1,e2 处的切线斜率k=y'|x=1=

e
4
,所以曲线

y=
ex

x+1
在点 1,e2 处的切线方程为y-

e
2=

e
4
(x-1),

即y=
e
4x+

e
4
,故选C.]

4.A [由题图可知,函数在x=a 处的切线的斜率f'(a)为负;
函数在x=b处的切线的斜率f'(b)为正;
函数在x=c处的切线的斜率f'(c)为正,且在x=c 处的切

线比在x=b处的切线更“陡”,即f'(c)>f'(b),
因为f'(a)<0,0<f'(b)<f'(c),
所以f'(a)<f'(b)<f'(c).
故选A.]

5.D [因为曲线y=2aex+x 在x=0处的切线斜率为2,
由y'=2aex+1,得曲线y=2aex+x 在x=0处的切线斜率

为2a+1=2,得a=
1
2.

故选D.]

6.D [设 过 点 P(m,0)的 直 线 与 曲 线f(x)=
x+1
ex

切 于 点

Q t,
t+1
et  ,由f(x)=

x+1
ex

,可得f
 

'(x)=-
x
ex
,所以切线

PQ 的斜率k=-
t
et
=

t+1
et
-0

t-m
,整理得t2+(1-m)t+1=0,

因为切线有2条,所以切点有2个,即方程t2+(1-m)t+
1=0有2个不等实根,
则Δ=(1-m)2-4>0,解得m>3或m<-1,
所以实数m 的取值范围是(-∞,-1)∪(3,+∞).故选D.]

7.ABC [当t∈[0,4]时,s(t)=
1
2t

2,则s(4)=8,s(2)=2,所

以平均速度为
s(4)-s(2)
4-2 =3(m/s),A正确;

当t∈[0,4]时,s'(t)=t,则s'(3)=3,所以物体在t=3
 

s这

个时刻的瞬时速度为3
 

m/s,B正确;

该物体在0
 

s到8
 

s这段时间内的平均速度为
s(8)-s(0)
8-0 =

8-0
8-0=1

(m/s),C正确;

由t∈(4,8]时,s(t)=8,则s'(t)=0,
故s'(5)=0,D错误.
故选ABC.]

8.AC [由题意知f'(x)=ex.对于A,令f'(x)=ex=1,得x=
0,所以曲线y=f(x)的切线斜率可以是1,故 A正确;对于

B,令f'(x)=ex=-1,无解,所以曲线y=f(x)的切线斜率

不可以是-1,故 B错 误;对 于 C,设 切 点 为(x0,e
x0),由

f'(x)=ex,得切线方程为y-e
x0=e

x0(x-x0),又切线过点

(0,1),所以1-e
x0=-e

x0·x0,则e
x0=

1
1-x0

,易知e
x0=

1
1-x0

有且仅有一解为x0=0,所以切线方程为y-1=x,即

y=x+1,所以过点(0,1)且与曲线y=f(x)相切的直线有且

只有1条,故C正确;对于D,设切点为(x0,e
x0),则切线方程

为y-e
x0=e

x0(x-x0),因为点(0,0)在切线上,所以e
x0=

x0e
x0,解得x0=1,所以过点(0,0)且与曲线y=f(x)相切的

直线有且只有1条,故D错误.]

9. π
4
,π
2   [由题可得,f'(x)=x2-2x+2=(x-1)2+1≥

1,当且仅当x=1时取等号,

由α为曲线在点P 处的切线的倾斜角,得tan
 

α≥1,则
π
4≤

α<
π
2
,所以α的取值范围为 π

4
,π
2  .]

10.2 [∵f
(2)-f(-2)
2-(-2) =

4+4
4 =2,f'(x)=3x2-2,

令3x2-2=2,解 得x=-
23
3 ∈[-2,2]或x=

23
3 ∈

[-2,2],

∴f(x)在[-2,2]上的“拉格朗日中值点”的个数为2.]

11.解:(1)由y=x2+
1
x+ x,得y'=2x-

1
x2+

1
2 x

.

(2)由y=xsin
 

x- xln
 

x,

得y'=(xsin
 

x)'-(xln
 

x)'

=sin
 

x+xcos
 

x- 1
2 x

·ln
 

x+
x
x 

=sin
 

x+xcos
 

x-
1
2 x

·ln
 

x-
x
x .

(3)由y=
sin

 

xln
 

x
x

,

得y'=
 cos 

xln
 

x+sin
 

x·1
x ·x-sin

 

xln
 

x·1

x2

=
xcos

 

xln
 

x+sin
 

x-sin
 

xln
 

x
x2 .

(4)由y= x(x-1) 1x+1 = x3-
1
x
,

得y'=
3 x
2 +

1
2 x3

.

(5)由y=extan
 

x=
exsin

 

x
cos

 

x
,得

y'=
(exsin

 

x+excos
 

x)·cos
 

x-(exsin
 

x)(-sin
 

x)
cos2x

=
exsin

 

xcos
 

x+excos2x+exsin2x
cos2x

=
exsin

 

xcos
 

x+ex

cos2x
=ex tan 

x+
1

cos2x .
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(6)由y=
x2-1
x+ln

 

x
,

得y'=
2x(x+ln

 

x)-(x2-1) 1+1x 
(x+ln

 

x)2

=
x3+2x2ln

 

x-x2+x+1
x(x+ln

 

x)2
.

(7)由y=xsin
 

x+exln
 

x-2,

得y'=sin
 

x+xcos
 

x+exln
 

x+
ex

x .

(8)由y=
x-x2

xln
 

x
,

得y'=
 1
2x

-2x ·xln
 

x-(x-x2)(ln
 

x+1)

(xln
 

x)2

=
x2-x2ln

 

x-
x
2ln

 

x- x

(xln
 

x)2
.

(9)由y=(3x+2)3,得y'=3×(3x+2)2×3=9(3x+2)2.
(10)由y=sin

 

2x,得y'=cos
 

2x·(2x)'=2cos
 

2x.

(11)由y= 4x-6,

得y'=
1

2 4x-6
·(4x-6)'

=
2
4x-6

=
4x-6
2x-3 .

(12)由y=ln(4x+5),得y'=
1

4x+5
·(4x+5)'=

4
4x+5.

课时作业(二十二)

1.D [因为f'(x)=-sin
 

x-1<0在(0,π)内恒成立,
所以f(x)在(0,π)内单调递减,
故选D.]

2.D [由题意可得函数的定义域为(0,+∞),导函数f'(x)=

2x-
4
x=

2(x2-2)
x

,令f'(x)<0,可得0<x< 2,

因此f(x)的单调递减区间为(0,2).
故选D.]

3.C [根据题意,f(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0),则其导数

f'(x)=3ax2+2bx+c,
则f'(x)为二次函数,其图象为抛物线,设f'(x)与x 轴的两

个交点为x1,x2,x1<x2.
依次分析选项:
对于A,如图所示:

当x<x1 或x>x2 时,f'(x)<0,则函数f(x)在区间(-∞,

x1),(x2,+∞)上均单调递减,
与f(x)的图象不符合,A错误;
对于B,由选项图可知,∀x∈R,f'(x)>0,则函数f(x)在
(-∞,+∞)上单调递增,
与f(x)的图象不符合,B错误;

对于C,由选项图可知,∀x∈R,f'(x)>0,则函数f(x)在
(-∞,+∞)上单调递增,
与f(x)的图象符合,C正确;
对于D,如图所示:

当x<x1 或x>x2 时,f'(x)<0,则函数f(x)在区间(-∞,

x1),(x2,+∞)上均单调递减,与f(x)的图象不符合,D错

误.故选C.]

4.D [由f(x)=2x2-x3,
得f'(x)=4x-3x2=x(4-3x),

令f'(x)=0,得x=0或x=
4
3
,

f'(x),f(x)的变化情况如表所示.

x (-∞,0) 0 0,
4
3  4

3
4
3
,+∞  

f'(x) - 0 + 0 -

f(x)单调递减 单调递增 单调递减

所以f(x)的单调递减区间是(-∞,0)和 4
3
,+∞  .]

5.AB [对于选项A,导函数y'=3x2+1>0,y=x3+x-1在

(-∞,+∞)上单调递增,因此选项A正确;
对于 选 项 B,导 函 数 y'=cos

 

x-1≤0,y=sin
 

x-x 在

(-∞,+∞)上单调递减,因此选项B正确;
对于选项C,导函数y'=(x+1)ex,令y'<0⇒x<-1,令

y'>0⇒x>-1,
因此函数y=xex+1在(-∞,-1)上 单 调 递 减,在(-1,

+∞)上单调递增,因此选项C错误;
对于选项D,导函数y'=ex-1,令y'<0⇒x<0,令y'>0⇒
x>0,

y=ex-x 在(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增,
故D错误.
故选AB.]

6.ACD [依题意知,函数g(x)=xf(x)为定义域上的增函数.
对于A,g(x)=xex,g'(x)=(x+1)ex,
当x∈(-∞,-1)时,g'(x)<0,

∴g(x)在(-∞,-1)上单调递减,故 A中函数不是“F 函

数”;
对于B,g(x)=x3 在 R 上 为 增 函 数,故B中 函 数 为“F 函

数”;
对于C,g(x)=xln

 

x,x>0,g'(x)=1+ln
 

x,

当x∈ 0,
1
e  时,g'(x)<0,

∴g(x)在 0,
1
e  内单调递减,故C中函数不是“F 函数”;

对于D,g(x)=xsin
 

x,g'(x)=sin
 

x+xcos
 

x,

当x∈ -
π
2
,0  时,g'(x)<0,∴g(x)在 -

π
2
,0  内单调

递减,
故D中函数不是“F 函数”.
故选ACD.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

471



7.(-∞,-1),(3,+∞) (-1,3) [因为函数f(x)的定义域

为 R,且f'(x)=3x2-6x-9,
令f'(x)>0⇒x<-1或x>3;
令f'(x)<0⇒-1<x<3;
所以函数f(x)的单调递增区间为(-∞,-1),(3,+∞),单
调递减区间为(-1,3).]

8.
1
3x3-4x(答案不唯一) [因为f(x)在区间(-∞,-2),

(2,+∞)上单调递增,
所以当x∈(-∞,-2)∪(2,+∞)时,f'(x)>0.
又f(x)的导函数f'(x)为偶函数,
所以令f'(x)=x2-4,满足题意,

所以f(x)=
1
3x3-4x,答案不唯一.]

9.证明:由题意知,f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=
1
x -

e1-x=
ex-1-x
xex-1

.

令g(x)=ex-1-x(x>0),则g'(x)=ex-1-1,
由g'(x)=0,可得x=1.
∴当x∈(0,1)时,g'(x)<0,g(x)单调递减,
当x∈(1,+∞)时,g'(x)>0,g(x)单调递增,

∴g(x)min=g(1)=0,即g(x)≥0,

∴f'(x)≥0,
则f(x)在(0,+∞)上单调递增.

10.解:f(x)=ax2-(a-2)x-ln
 

x 的 定 义 域 为(0,+∞),

f'(x)=2ax-(a-2)-
1
x=

(ax+1)(2x-1)
x .

当a≥0时,由f'(x)>0,得x>
1
2
,

由f'(x)<0,得0<x<
1
2
,

函数 f(x)在 0,
1
2  内 单 调 递 减,在 1

2
,+∞  上 单 调

递增;

当-2<a<0时,由f'(x)>0,得
1
2<x<-

1
a
,

由f'(x)<0,得0<x<
1
2

或x>-
1
a
,

f(x)在 0,
1
2  ,-1a,+∞  上单调递减,在 12,-1a 

内单调递增;

当a=-2时,f'(x)≤0,且 当x=
1
2

时 取 等 号,f(x)在

(0,+∞)上单调递减;

当a<-2时,由f'(x)>0,得-
1
a<x<

1
2
,由f'(x)<0,

得0<x<-
1
a

或x>
1
2
,

函数 f (x)在 0,-
1
a  , 1

2
,+∞  上 单 调 递 减,在

-
1
a
,1
2  内单调递增.

综上,当a≥0时,函 数 f(x)在 0,
1
2  内 单 调 递 减,在

1
2
,+∞  上单调递增;

当a=-2时,函数f(x)在(0,+∞)上单调递减;

当-2<a<0时,函数f(x)在 0,
1
2  ,-1a,+∞  上单

调递减,在 12,-1a 内单调递增;

当a<-2时,函数f(x)在 0,-
1
a  ,12,+∞  上单调递

减,在 -
1
a
,1
2  内单调递增.

课时作业(二十三)

1.D [f'(x)=2-cos
 

x,因为cos
 

x∈[-1,1],所以f'(x)>0
恒成立,所以f(x)在(0,+∞)上单调递增,因为2.7<e<π,
所以f(2.7)<f(e)<f(π).故选D.]

2.C [由(x-1)f'(x)≥0,得
x≥1,

f'(x)≥0 或
x≤1,

f'(x)≤0. ①函数

y=f(x)在(-∞,1]上 单 调 递 减,f(0)>f(1);函 数y=
f(x)在[1,+∞)上 单 调 递 增,f(2)>f(1),所 以f(0)+
f(2)>2f(1).②若函 数y=f(x)为 常 数 函 数,则f(0)+
f(2)=2f(1).综合①②得f(0)+f(2)≥2f(1).故选C.]

3.C [由题意,函数f(x)的定义域为 R,f'(x)=3ax2-6x+
1,要使函数f(x)=ax3-3x2+x+1恰有三个单调区间,则

f'(x)=0有两个不相等的实数根,

∴
a≠0,

Δ=36-12a>0, 得a<3且a≠0,故选C.]

4.D [f'(x)=3x2-a,若f(x)在[2,3]上单调递增,
则f'(x)≥0恒成立,即a≤3x2 恒成立,
当x∈[2,3]时,12≤3x2≤27,所以只需a≤12即可.
故选D.]

5.D [令g(x)=f(x)-3x,
因为f'(x)>3,
所以g'(x)=f'(x)-3>0,
所以g(x)在 R上单调递增,
因为f(2)=6,所以g(2)=f(2)-6=0,
由f(x)>3x 可得f(x)-3x>0,
即g(x)>g(2),所以x>2.
故选D.]

6.A [根据题意,由函数f(x)的图象可知,在区间(-∞,-1)
上,f(x)单调递减,必有f'(x)<0,
在区间(-1,2)内,f(x)单调递增,必有f'(x)>0,
在区间(2,5)内,f(x)单调递减,必有f'(x)<0,
在区间(5,+∞)上,f(x)单调递增,必有f'(x)>0,

若x·f'(x)<0,即
x>0,

f'(x)<0 或
x<0,

f'(x)>0, 
解得2<x<5或-1<x<0,
即不等式的解集为(-1,0)∪(2,5).
故选A.]

7.ABD [f'(x)=x-
9
x=

x2-9
x

(x>0),

令f'(x)>0,得x>3,令f'(x)<0,得0<x<3,
所以函数f(x)的单调递增区间为(3,+∞),单调递减区间

为(0,3),
因为函数f(x)在区间(m-1,m+1)内单调,

所以
m-1≥0,

m+1≤3 或m-1≥3,

解得1≤m≤2或m≥4.]
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8.BCD [因 为 f(x)=ln
 

x-
x
ex
(x>0),所 以 f'(x)=

ex+x2-x
xex

=
ex+ x-

1
2  

2

-
1
4

xex
,

又x∈(0,+∞)时,ex>1,x-
1
2  

2

-
1
4≥-

1
4
,

所以f'(x)>0,
即f(x)在(0,+∞)上单调递增,

故f
7
3  >f(2)>f 3

2  ,即c>b>a.故选BCD.]

9.BD [由 题 图 可 知,导 函 数 f'(x)的 图 象 在 x 轴 下 方,即

f'(x)<0,故函数f(x)为减函数,并且递减的速度是先快后

慢,所以f(x)的大致图象如图所示.

A中,f(x)<0恒成立,没有依据,故A不正确;

B表示(x1-x2)与[f(x1)-f(x2)]异号,即f(x)为减函

数,故B正确;

C,D中不等式的左边为x1,x2 的平均值对应的函数值,即图

中点B 的纵坐标,
右边为x1,x2 对应的函数值的平均值,即图中点 A 的纵坐

标,显然 左 边 的 值 小 于 右 边 的 值,故 C不 正 确,D正 确.故
选BD.]

10.133
,+∞   [由已知得,f'(x)=1+

4
x2-

a
x
,

题意等价于1+
4
x2-

a
x ≤0

在(2,3)内恒成立,即a≥x+
4
x

在(2,3)内恒成立.

设h(x)=x+
4
x
(x>0),

由对勾函数性质知,h(x)在(2,3)内单调递增,

所以h(x)<h(3)=
13
3
,

故得a≥
13
3
,

即实数a 的取值范围是 133,+∞ .]

11.-∞,-2  ∪ 4
3
,+∞   [当x≥0时,导函数f'(x)=

ex+2x+sin
 

x,
因为x≥0,因 此ex≥1,因 此 导 函 数f'(x)=ex +2x+
sin

 

x>0,
因此当x≥0时,函数f(x)=ex+x2-cos

 

x 单调递增.
又f(x)为 偶 函 数,因 此 当x<0时,函 数 单 调 递 减,因 此

f(x-3)-f(2x-1)<0,等价于f(x-3)<f(2x-1),
等价于|x-3|<|2x-1|,平方化简可得3x2+2x-8>0,

解得x>
4
3

或x<-2,因 此 解 集 为(-∞,-2)∪ 43,
+∞ .]

12.(0,1) [∵函数f(x)=-
1
2x2-3x+4ln

 

x(x>0),

∴f'(x)=-x-3+
4
x
,

∵函数f(x)=-
1
2x2-3x+4ln

 

x 在(t,t+1)内不单调,

∴f'(x)=-x-3+
4
x

在(t,t+1)内有变号零点,

∴
x2+3x-4

x =0在(t,t+1)内有解,

∴x2+3x-4=0在(t,t+1)内有解,
由x2+3x-4=0得x=1或x=-4(舍去).
∴1∈(t,t+1),∴t∈(0,1),
故实数t的取值范围是(0,1).]

课时作业(二十四)

1.B [由题意,设g(x)=xf(x),则g'(x)=xf'(x)+f(x)>
0,
所以g(x)在 R上单调递增,
又a>b,所以g(a)>g(b),
即af(a)>bf(b).故选B.]

2.A [设f(x)=
ln

 

x
x2 ,x>0,

则f'(x)=
1-2ln

 

x
x3 ,

令f'(x)=0,得x=e,

则f(x)在(0,e)内单调递增,在(e,+∞)上单调递减,

b=f(5),c=f(6),则b>c,

又a-b=
1
6-
ln

 

5
10=

5-3ln
 

5
30 =

ln
 

e5-ln
 

125
30 >0,得a>b,

所以c<b<a.故选A.]

3.B [根据题意得f'(x)-f(x)>0,构造函数g(x)=
f(x)
ex

,

可得g'(x)=
f'(x)-f(x)

ex
>0,所 以 g(x)在 R 上 单 调

递增,

则f(2
 

024)
e2

 

024 <f
(2

 

025)
e2

 

025 ,两边同乘e2
 

025,

即ef(2
 

024)<f(2
 

025).
故选B.]

4.A [由f'(x)tan
 

x+f(x)>0,x∈ 0,
π
2  ,

得f'(x)sin
 

x+f(x)cos
 

x>0.
构造函数 F(x)=f(x)sin

 

x,则 F'(x)>0,故 F(x)在

0,
π
2  内单调递增,

有F π
3  >F π

4  ,即 3
2f

π
3  > 22f

π
4  ,

即 6f
π
3  >2f π

4  .

故选A.]

5.A [因为当0<x1<x2≤1时,f
(x1)
x2

<
f(x2)
x1

,

所以x1f(x1)<x2f(x2),

令g(x)=xf(x)=ex-ax,则g(x)在(0,1]上单调递增,
所以g'(x)=ex-a≥0在(0,1]上恒成立,
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所以a≤ex 在(0,1]上恒成立,
因为1<ex≤e,所以a≤1,
故a 的取值范围为(-∞,1].
故选A.]

6.A [令函数g(x)=
f(x)
x
,x∈(0,+∞),

则导函数g'(x)=
xf'(x)-f(x)

x2 ,

由于xf'(x)-f(x)<0,因此导函数g'(x)<0,
因此函数g(x)在(0,+∞)上单调递减,
由于f(3)=0,因此g(3)=0,
因此当0<x<3时,函数g(x)>0,
即f(x)>0;
当x>3时,函数g(x)<0,即f(x)<0,

由(x-1)f(x)>0,可得

x-1>0,

f(x)>0,

x>0 或

x-1<0,

f(x)<0,

x>0, 解得1<

x<3,综上可得(x-1)f(x)>0的解集为(1,3).
故选A.]

7.AC [令函数g(x)=ln
 

x·f(x),

则g'(x)=
f(x)
x +ln

 

x·f'(x)>0,

所以g(x)在(0,+∞)上单调递增.

又g(1)=0,所以g(e)=f(e)>0,g
1
e  =-f 1

e  <0,
所以f

1
e  +f(e)>0,f 1

e  >0,f(1)的大小不确定.故

选AC.]

8.BCD [令g(x)=e2xf(x),则g'(x)=e2x[f'(x)+2f(x)],

x∈R,
由f'(x)+2f(x)>0,可得g'(x)>0,
故g(x)在 R上单调递增,
由g(1)<g(2),得f(1)<e2f(2),故A不正确;
由g(-1)>g(-2),得e2f(-1)>f(-2),故B正确;
由g(2)<g(3),得f(2)<e2f(3),故C正确;
由g(-1)>g(-3),得e4f(-1)>f(-3),故 D正确,故
选BCD.]

9.(0,2) [令 h(x)=x2f(x),则 h'(x)=2xf(x)+
x2f'(x)<0,所以 h(x)在(0,+∞)上 单 调 递 减,不 等 式

f(x)>
3
x2可以转化为x2f(x)>4×

3
4=2

2f(2),即h(x)>

h(2),所以0<x<2.]

10.-
π
4
,0  ∪ π

4
,π   [令g(x)=

f(x)
sin

 

x
,x∈(-π,0)∪(0,

π),g'(x)=
f'(x)sin

 

x-f(x)cos
 

x
sin2x

<0,0<x<π.

∴函数g(x)在(0,π)内单调递减.
奇函数f(x)的定义域为(-π,0)∪(0,π),因此函数g(x)
为偶函数.

当 x∈(0,π)时,不 等 式 f(x)< 2f
π
4  sin 

x 化 为

f(x)
sin

 

x<
f
π
4  

sin
π
4

,

∴
π
4<x<π.

当x∈(-π,0)时,不 等 式 f(x)< 2f
π
4  sin 

x 化 为

f(x)
sin

 

x>
f
π
4  

sin
π
4

=
f -

π
4  

sin -
π
4  
,∴-

π
4<x<0.

综上可得,x∈ -
π
4
,0  ∪ π

4
,π  .]

课时作业(二十五)

1.A [根据题意导函数f'(x)=1-cos
 

x≥0恒成立,
因此函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,函数f(x)既无极大

值也无极小值.
故选A.]

2.C [由题意可知f(x)的定义域为 R,且f'(x)=ex-1,
令f'(x)=0,可得x=0,
当x<0时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
当x>0时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
所以x=0是f(x)的极小值点.
故选C.]

3.D [因为f(x)=x3-3ax+2,x∈R,
所以f'(x)=3x2-3a,
又因为x=1是函数f(x)的极小值点,
所以f'(1)=3-3a=0,
解得a=1,
所以f(x)=x3-3x+2,f'(x)=3x2-3,
令f'(x)=3x2-3=0,得x1=-1,x2=1,
所以当x∈(-∞,-1)时,f'(x)>0,f(x)单调递增;
当x∈(-1,1)时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
所以f(x)在x=-1处取极大值,在x=1处取极小值,
所以f(x)的极大值为f(-1)=-1+3+2=4.
故选D.]

4.B [由题意可得f'(x)=2x2-ax+1,
若函数f(x)在(1,2)内存在极值点,
则f'(x)在(1,2)内有变号零点,
即ax=2x2+1在(1,2)内有解,

即a=2x+
1
x

在(1,2)内有解,

等价于直线y=a 与函数y=2x+
1
x

在(1,2)内 的 图 象 有

交点,

因为y=2x+
1
x

在(1,2)内单调递增,

所以y=2x+
1
x∈ 3

,9
2  ,

所以a∈ 3,
9
2  .

故选B.]

5.AD [由题可得f'(x)=ex-1[x2+(a+2)x+a-1],x∈R,
因为x=-2是函数f(x)=(x2+ax-1)·ex-1 的极值点,
所以f'(-2)=0,则4-2(a+2)+a-1=0,解得a=-1,
故f(x)=(x2-x-1)ex-1,

f'(x)=ex-1(x2+x-2)=(x-1)(x+2)ex-1,
当x<-2时,f'(x)>0,f(x)单调递增;
当-2<x<1时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
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当x>1时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
故f(x)的单调递增区间为(-∞,-2),(1,+∞),
单调递减区间为(-2,1),故A正确,B错误.
由上可 知,f(x)的 极 大 值 为 f(-2)=5e-3,极 小 值 为

f(1)=-1,故C错误,D正确.故选AD.]

6.ABD [因为f(x)是定义在R上的奇函数,所以f(0)=0,故

A正确;当x<0时,-x>0,因此f(-x)=[(-x)2-3]·

e-x+2=-f(x),因此f(x)=-(x2-3)e-x-2,故B正确;
当x>0时,f(x)=(x2-3)·ex+2,f'(x)=(x2+2x-3)·

ex=(x+3)(x-1)·ex,令f'(x)>0,得x>1,令f'(x)<
0,得0<x<1,因此f(x)在x=1处取得极小值,因此奇函数

f(x)在 x=-1处 取 得 极 大 值,故 D正 确;当 x>0时,

f(x)≥2,即(x2-3)·ex≥0,解得x≥ 3,当x<0时,f(x)
在x=-1处取得极大值,f(-1)=-(1-3)·e-2=2e-
2>2,因此在(-∞,0)上也存在满足f(x)≥2的区间,故C错

误.故选ABD.]

7.0 [函数f(x)的定义域为(-1,+∞),则f'(x)=2ln(1+

x)+
x
1+x

,令 F(x)=2ln(1+x)+
x
1+x

(x>-1),则

F'(x)=
2
1+x+

1
(1+x)2

,可得F'(x)>0在(-1,+∞)上恒

成立,则F(x)在(-1,+∞)上单调递增,又F(0)=0,所以

当-1<x<0时,F(x)<0,即f'(x)<0,f(x)单调递减,当

x>0时,F(x)>0,即 f'(x)>0,f(x)单 调 递 增,所 以

f(x)在x=0处取得极小值,f(x)极小值=f(0)=0.]

8.(0,2) [f(x)=ln
 

x+
1
2ax

2-22x 的定义域为(0,+∞),

且导函数f'(x)=
1
x+ax-22=

ax2-22x+1
x

,

因此方程ax2-22x+1=0在x∈(0,+∞)时有两个不等

的正实根x1,x2,
根据根与系数的关系可得

a≠0,

Δ=8-4a>0,

x1+x2=
22
a >0

x1x2=
1
a>0

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁

,解得0<a<2.

所以实数a 的取值范围是(0,2).]

9.解:(1)因为直线2x+y+1=0的斜率为k=-2,
又函数f(x)=(x2-ax-a)ex 在(0,f(0))处的切线垂直于

直线2x+y+1=0,
所以函数f(x)=(x2-ax-a)ex 在(0,f(0))处的切线斜率

为
1
2
,所以f'(0)=

1
2
,

由f'(x)=(2x-a)ex+(x2-ax-a)ex=(x2+2x-ax-
2a)ex,

所以f'(0)=-2a=
1
2
,

解得a=-
1
4.

(2)由(1)知,f(x)=ex x2+
1
4x+

1
4  ,

则f'(x)=ex(x+2)x+
1
4  ,

令f'(x)=ex(x+2)x+
1
4  =0,可 得 x=-2或 x=

-
1
4.

当x∈(-∞,-2)时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增;

当x∈ -2,-
1
4  时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减;

当x∈ -
1
4
,+∞  时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,

故当x=-2时,f(x)取极大值,极大值为f(-2)=
15
4e2
,

当x=-
1
4

时,函数f(x)取极小值,极小值为f -
1
4  =

1
4e

-14.

10.解:由 题 意,f' (x)= 2x - (m + 2)+
m
x =

2x2-(m+2)x+m
x =

(x-1)(2x-m)
x

,x>0.

当m≤0时,2x-m>0,令f'(x)=
(x-1)(2x-m)

x >0,

解得x>1,
令f'(x)<0,解得0<x<1.
故f(x)在(0,1)内单调递减,在(1,+∞)上单调递增,
故f(x)无极大值,不成立;

当m=2时,f'(x)=
2(x-1)2

x ≥0恒 成 立,f(x)在(0,

+∞)上单调递增,故f(x)无极大值,不成立;

当0<m<2时,令f'(x)=
(x-1)(2x-m)

x >0,解得x>1或

0<x<
m
2
,令f'(x)<0,则

m
2<x<1

,

故f(x)在 0,
m
2  和

 

(1,+∞)上单调递增,在 m
2
,1  内单

调递减,故f(x)在x=
m
2

处取得极大值;

当m>2时,令f'(x)=
(x-1)(2x-m)

x >0,解得x>
m
2

或0<x<1,令f'(x)<0,解得1<x<
m
2
,

故f(x)在(0,1)和
m
2
,+∞  上单调递增,在 1,

m
2  内单

调递减,故f(x)在x=1处取得极大值,
综上,实数m 的取值范围为(0,2)∪(2,+∞).

课时作业(二十六)

1.D [由f(x)=(x+2)ex,得f'(x)=ex+(x+2)ex=(x+
3)ex.
当x∈[-5,-3)时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
当x∈(-3,5]时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
所以函数f(x)在x=-3处取得极小值,也是最小值.

f(-3)=(-3+2)e-3=-e-3,即f(x)的最小值为-e-3,
故选D.]

2.D [因为x>0,y>0,且xy+2y2-36=0,

所以x=
36-2y2

y
>0,即0<y<32,
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则xy2=(36-2y2)y,令g(y)=(36-2y2)y=36y-2y3,0<

y<32,

则g'(y)=36-6y2=6(6-y)(6+y),

当0<y< 6时,g'(y)>0,g(y)单调递增,当 6<y<32
时,g'(y)<0,g(y)单调递减,故y= 6时,g(y)取得最大值

246.
故选D.]

3.A [f'(x)=2x+(a-1)-
3
x=

2x2+(a-1)x-3
x

,

设g(x)=2x2+(a-1)x-3,因为Δ=(a-1)2+24>0,因
此g(x)=0有两个不同的实数根,又g(0)=-3<0,因此

g(x)=0的两根一正一负,
由题意可知正根在(1,2)内,

所以
g(1)=2+(a-1)-3<0,

g(2)=8+2(a-1)-3>0, 
解得-

3
2<a<2.

故选A.]

4.B [法一(导数法):由选项知a>0,f(x)=
x+2
ex+a

,x∈R,得

f'(x)=
(ex+a)-(x+2)ex

(ex+a)2
=
a-(x+1)ex

(ex+a)2
,因为f(x)有

最大值,所以f(x)在极值点处取最大值,设f'(x0)=0,得

a=e
x0(x0+1),代入f(x0)=

x0+2

e
x0+a

=1,得
x0+2

e
x0(x0+2)

=1,

即e
x0=1,解得x0=0,所以a=e

x0(x0+1)=e0(0+1)=1.
故选B.
法二(分离参数法):由选项知a>0,所以ex+a 恒大于0.由

f(x)=
x+2
ex+a

≤1对任意x∈R恒成立,得x+2≤ex+a,即

x+2-ex≤a 对任意x∈R恒成立且等号成立.设g(x)=
x+2-ex,则g'(x)=1-ex.当x<0时,g'(x)>0,g(x)单
调递增;当 x>0时,g'(x)<0,g(x)单 调 递 减.所 以 g
(x)max=g(0)=1,所以a=1.故选B.]

5.AC [根据题意可知,点 P(1,f(1))为切点,代入切线方程

y=3x+1可得,

f(1)=3×1+1=4,因此f(1)=1+a+b+5=4,所以a+
b=-2,
又根据函数f(x)=x3+ax2+bx+5,得导函 数f'(x)=
3x2+2ax+b,
而根据切线y=3x+1的斜率可知,f'(1)=3,所以3+2a+
b=3,所以2a+b=0,

根据
a+b=-2,

2a+b=0, 解 得
a=2,

b=-4, 因 此 选 项 A 正 确,选 项 B

错误;
根据函数f(x)=x3+2x2-4x+5,可得f'(x)=3x2+4x-

4=(3x-2)(x+2),令f'(x)=0,得x=
2
3

或x=-2,

当x 变化时,函数f(x),导函数f'(x)的变化情况如表,

x -3
(-3,

-2)
-2 -2,

2
3  

 

2
3

2
3
,1  

 

1

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) 8 ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 4

所以f(x)的极大值为f(-2)=13,又f(1)=4,

所以f(x)在[-3,1]上的最大值为13,最小值不为4,故C正

确,D错误.
故选AC.]

6.AD [f(x)=x2+aln
 

x 的 定 义 域 为(0,+∞),f'(x)=

2x+
a
x
,

当a=
1
2

时,f'(x)=2x+
1
2x≥2 2x·1

2x=2
,

当且仅当2x=
1
2x
(x>0),即当x=

1
2

时,等号成立,

因此当a=
1
2

时,曲线y=f(x)的切线斜率的最小值为2,所

以选项A正确;

当a=
1
2

时,f'(x)=2x+
1
2x>0

对任意的x>0恒成立,

因此当a=
1
2

时,f(x)在(0,+∞)上 单 调 递 增,那 么 函 数

f(x)无最大值,所以选项B错误;

当a=-
1
2

时,函 数 f(x)=x2-
1
2ln

 

x,f'(x)=2x-

1
2x=

4x2-1
2x

,

由f'(x)<0,可得0<x<
1
2
,由f'(x)>0,可得x>

1
2
,

所以此时f(x)的单调递增区间为 1
2
,+∞  ,单调递减区间

为 0,
1
2  ,

则f(x)min=f
1
2  =14-12ln 1

2=
1
4+

1
2ln

 

2,

所以f(x)≥f
1
2  >0,

所以当a=-
1
2

时,函数f(x)有最小值,且最小值大于0,函

数f(x)无零点,C错误,D正确.故选AD.]

7.-2-sin
 

2 [函数f(x)=x2-4x+(x-2)cos
 

x-sin
 

x,
可得f'(x)=(x-2)(2-sin

 

x),
因为2-sin

 

x>0,当x<2时,f'(x)<0;
当x>2时,f'(x)>0,
从而m=f(x)min=f(2)=-4-sin

 

2,

a=2,所以m+a=-2-sin
 

2.]

8.-
27
16 

[由f(x)=sin
 

x+
1
2sin

 

2x,可得f'(x)=cos
 

x+

cos
 

2x,令cos
 

x+cos
 

2x=0,解得2cos2x+cos
 

x-1=0,
即(2cos

 

x-1)(cos
 

x+1)=0,

可得cos
 

x=-1或cos
 

x=
1
2
,x∈[-2π,-π]∪[π,2π],

解得x=-π,x=π,x=-
5π
3
,x=

5π
3
,

f(-π)=0,f(π)=0,f -
5π
3  = 3

2 +
3
4 =

33
4
,

f
5π
3  =- 32-12× 32=-334 ,f(2π)=0,f(-2π)=0,

所以f(x)在区间[-2π,-π]∪[π,2π]上的最小值与最大值

之积为-
27
16.]
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9.解:设g x  =f' x  ,g' x  =

1
1+x 1+x  -ln1+x  

1+x  2

=
1-ln1+x  
1+x  2

,x>-1,

由g' x  =0可得x=e-1,当x∈ -1,e-1  时,g' x  >
0,g x  单调递增;
当x∈ e-1,+∞  时,g' x  <0,g(x)单调递减,

所以f' x  的最大值为f'e-1  =
1
e.

10.(1)证明:当a=1时,f(x)=ln
 

x+
1
x-1

,x>0,

则f'(x)=
1
x-

1
x2=

x-1
x2 ,

当x>1时,f'(x)>0,f(x)单调递增;
当0<x<1时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
故f(x)≥f(1)=0.

(2)解:因为f'(x)=
a
x -

1
x2=

ax-1
x2 ,x>0,

当a≤0时,f'(x)<0,f(x)单调递减,此时函数没有最小

值,不符合题意;

当a>0时,由f'(x)>0可得x>
1
a
,f(x)单调递增;

由f'(x)<0可得0<x<
1
a
,f(x)单调递减,

故当x=
1
a

时,函数f(x)取得最小值f
1
a  =aln1a-1+

a=-1,
即1-ln

 

a=0,
所以a=e.

课时作业(二十七)

1.证明:(1)令g(x)=f(x)-x=ex-1-x,
则g'(x)=ex-1,
当x>0时,g'(x)>0,g(x)在(0,+∞)上单调递增,
故g(x)>g(0)=0,即当x>0时,f(x)>x 成立.
(2)由(1)可得当x>0时,ex>1+x,
要证ex-2>ln

 

x,即证ex-2>x-1≥ln
 

x,
即证x-1-ln

 

x≥0,
令h(x)=x-1-ln

 

x,

则h'(x)=1-
1
x=

x-1
x
,

当x>1时,h'(x)>0,h(x)单调递增,
当0<x<1时,h'(x)<0,h(x)单调递减,
所以h(x)min=h(1)=0,
即h(x)=x-1-ln

 

x≥0恒成立,
所以ex-2>ln

 

x.
2.解:由题意可知,存在x 使x2-ax≤ln

 

x(x>0)成立,

则存在x,使a≥x-
ln

 

x
x
(x>0).

令h(x)=x-
ln

 

x
x
(x>0),

则h'(x)=
x2+ln

 

x-1
x2 ,

因为y=x2 在(0,+∞)上单调递增,y=ln
 

x-1在(0,+∞)
上单调递增,

所以y=x2+ln
 

x-1在(0,+∞)上 单 调 递 增,且 当x=1
时,y=0.
所以当x∈(0,1)时,h'(x)<0;
当x∈(1,+∞)时,h'(x)>0,
所以h(x)min=h(1)=1,所以a≥1.
所以实数a 的取值范围为[1,+∞).

3.解:(1)当a=-1时,f(x)=xln
 

x+x,f'(x)=ln
 

x+2,
则f(1)=1,f'(1)=2,
所以函数f(x)的图象在点(1,f(1))处的切线方程为y-
1=2(x-1),即2x-y-1=0.
(2)因为对任意x∈(0,+∞),f(x)≤x2+2恒成立,所以

xln
 

x-ax≤x2+2恒成立.

即a≥ln
 

x-x-
2
x

在x∈(0,+∞)上恒成立.

设h(x)=ln
 

x-x-
2
x
(x>0),则h'(x)=

1
x -1+

2
x2

=-
(x-2)(x+1)

x2 ,

令h'(x)=0,得x1=2,x2=-1(舍去),
当x∈(0,2)时,h'(x)>0,h(x)单调递增,
当x∈(2,+∞)时,h'(x)<0,h(x)单调递减,
故h(x)max=h(2)=ln

 

2-3,
所以a≥ln

 

2-3,
故实数a 的取值范围是[ln

 

2-3,+∞).

课时作业(二十八)

1.解:函数y=f(x)的定义域是(0,+∞),

若函数f(x)在定义域上恰有一个零点,即方程a=
ln

 

x
x

恰有

一个解.

令g(x)=
ln

 

x
x
,则g'(x)=

1-ln
 

x
x2 (x>0),

当0<x<e时,g'(x)>0,g(x)单调递增,
当x>e时,g'(x)<0,g(x)单调递减,

故当x=e时,g(x)取得极大值,也是最大值,g(e)=
1
e
;

又当x→0+时,g(x)→-∞,当x→+∞时,g(x)→0,

故当a≤0或a=
1
e

时,方程a=
ln

 

x
x

恰有一个解,

即函数f(x)在定义域上恰有一个零点.
 

即实数a 的取值范围为(-∞,0]∪ 1
e  .

2.解:令f(x)=ax-ln
 

x-2=0,因为x>0,所以a=
ln

 

x+2
x

,

令g(x)=
ln

 

x+2
x

(x>0),

则g'(x)=
-1-ln

 

x
x2 ,

令g'(x)>0,则0<x<
1
e
;令g'(x)<0,则x>

1
e
,
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故g(x)在 0,
1
e  内单调递增,在 1e,+∞ 上单调递减,从

而g(x)max=g
1
e  =e,因此当a>e时,直线y=a 与y=

g(x)的图象没有交点;
当a=e或a≤0时,直线y=a 与y=g(x)的图象有1个

交点;
当0<a<e时,直线y=a 与y=g(x)的图象有2个交点.
综上,当a>e时,函数f(x)没有零点;当a=e或a≤0时,函
数f(x)有1个零点;当0<a<e时,函数f(x)有2个零点.

阶段检测(四)

1.D [因为P=P0e-kt,

求导得P'=P0·e-kt·(-kt)'=-kP0e-kt.
故选D.]

2.D [由导函数图象可知,当x∈(-∞,-3)∪(3,+∞)时,

f'(x)>0,函数f(x)单调递增,
当x∈(-3,3)时,f'(x)≤0,函数f(x)单调递减.
对于A,3是函数f(x)的极小值点,f(x)的极小值为f(3),
故A错误;
对于B,f(x)的极值点有两个,极大值点-3,极小值点3,故

B错误;
对于C,当x∈(-∞,-3)时,f'(x)>0,函数单调递增,当x
∈(-3,3)时,f'(x)≤0,函数单调递减,故C错误;
对于D,由题干图象可知f'(1)<0,即函数f(x)在x=1处

的切线的斜率小于零,故D正确.
故选D.]

3.B [f'(x)=x-
3
x+2=

x2+2x-3
x

,定义域为(0,+∞).

令f'(x)<0,得x2+2x-3=(x+3)(x-1)<0,解得-3<
x<1.又x>0,
故0<x<1.所以f(x)的单调递减区间是(0,1).故选B.]

4.C [因为f(x)=
ex

x2-3
(x≥2),

所以f'(x)=
ex(x-3)(x+1)

(x2-3)2
,

令f'(x)>0,解得x>3,令f'(x)<0,解得2≤x<3,
故f(x)在[2,3)上单调递减,在(3,+∞)上单调递增,

故f(x)min=f(3)=
e3

6.故选C.]

5.B [易得导函数f'(x)=3x2-2ax,那 么f'(2)=3×4-
4a=0,解得a=3.
当a=3时,导函数f'(x)=3x2-6x=3x(x-2),
因此当x∈(0,2)时,f'(x)<0,
当x∈(-∞,0)∪(2,+∞)时,f'(x)>0,
故x=2是f(x)的极小值点,符合题意.
所以a=3.故选B.]

6.C [根据题意得导函数f'(x)=ex+(x+1)·ex=(x+2)ex,
令f'(x)=0,解得x=-2,
根据导函数f'(x)<0得x<-2,f'(x)>0,得x>-2,
因此函数f(x)的单调递减区间为(-∞,-2),单调递增区

间为(-2,+∞),

因此函数f(x)的极小值为f(-2)=(-2+1)e-2=-
1
e2
,当

x<-1时,f(x)<0,

作出f(x)的图象.

根据图象 可 知y=a 与f(x)的 图 象 恰 有 两 个 公 共 点 时,

-
1
e2
<a<0.故选C.]

7.ABC [对于A,lim
Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
Δx

=2lim
Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
2Δx =2f'(1)=4,故A正确;

对于B,由f(x)=x2+3xf'(2)+ln
 

x,得f'(x)=2x+

3f'(2)+
1
x
,则f'(2)=4+3f'(2)+

1
2
,解得f'(2)=-

9
4
,

故B正确;
对于C,因为f(x)=ln(2x+1),

所以f'(x)=
1

2x+1
(2x+1)'=

2
2x+1

,

令
2

2x0+1
=1,解得x0=

1
2
,故C正确;

对于D,cos
 

x
x  '=(cos

 

x)'x-cos
 

x(x)'
x2

=
-xsin

 

x-cos
 

x
x2 ,故D错误.

故选ABC.]

8.AC [由题意知,f'(x)=3x2-1,

令f'(x)>0得x>
3
3

或x<-
3
3
,

令f'(x)<0得-
3
3<x<

3
3
,

所以 f(x)在 -
3
3
,3
3  内 单 调 递 减,在 -∞,-

3
3  ,

3
3
,+∞  上单调递增,

所以x=±
3
3

是极值点,故A正确;

因为 f -
3
3  =1+2

 

3
9 >0,f 3

3  =1-2
 

3
9 >0,

f(-2)=-5<0,

所以函数f(x)在 -∞,-
3
3  上有一个零点,

当 x≥ -
3
3

时,f(x)≥f 3
3  >0,即 函 数 f(x)在

-
3
3
,+∞

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  上无零点,

综上所述,函数f(x)有一个零点,故B错误;
令h(x)=x3-x,该函数的定义域为 R,h(-x)=(-x)3-
(-x)=-x3+x=-h(x),
则h(x)是奇函数,点(0,0)是h(x)图象的对称中心,将h(x)
的图象向上平移一个单位长度得到f(x)的图象,
所以点(0,1)是曲线y=f(x)的对称中心,故C正确;
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令f'(x)=3x2-1=2,可得x=±1,又f(1)=f(-1)=1,
当切点坐标为(1,1)时,切线方程为y=2x-1,当切点坐标为

(-1,1)时,切线方程为y=2x+3,故D错误.
故选AC.]

9.-3 [因为y=x+ln
 

x,所以y'=1+
1
x
,即曲线y=x+

ln
 

x 在点(1,1)处的切线斜率k=1+1=2,切线方程为y=
2x-1,
又由y=x2-2x-a,得y'=2x-2,设切点坐标为(x0,y0),
令2x0-2=2,解得x0=2,将x0=2代入y=2x-1,可得

y0=3,将点(2,3)代入y=x2-2x-a,可得3=4-4-a,解
得a=-3.]

10.3(答案不唯一) [由题可得f'(x)=k-ex.
当k≤0时,f'(x)=k-ex<0,函数f(x)在(1,+∞)上单

调递减,不存在最值;
当k>0时,令f'(x)=k-ex=0,可得x=ln

 

k,
当x<ln

 

k 时,f'(x)>0,当x>ln
 

k 时,f'(x)<0,所以函

数f(x)在(-∞,ln
 

k)上单调递增,在(ln
 

k,+∞)上单调递

减,若函 数 f(x)=kx-ex 在(1,+∞)上 存 在 最 值,则

ln
 

k>1,解得k>e,
所以实数k 的一个值为3.]

11.解:因为f(x)≥2ln
 

x 在[1,+∞)上恒成立,

所以ax+
a-2
x +2-2a-2ln

 

x≥0(a>0)在[1,+∞)上恒

成立.

令g(x)=ax+
a-2
x +2-2a-2ln

 

x,x≥1,

则g'(x)=a-
a-2
x2
-
2
x=

 ax2-2x-a+2
x2

=
(x-1)[ax+(a-2)]

x2 .

令g'(x)=0,解得x1=1,x2=-
a-2
a .

若-
a-2
a =1,即a=1,则g'(x)≥0,

函数g(x)在[1,+∞)上单调递增,又g(1)=0,
所以g(x)≥g(1)=0,
所以f(x)≥2ln

 

x 在[1,+∞)上恒成立.

若-
a-2
a >1,即0<a<1,则 当x∈(0,1)∪ -a-2

a
,

+∞ 时,g'(x)>0,g(x)单调递增;

当x∈ 1,-a-2a  时,g'(x)<0,g(x)单调递减,

所以g(x)在[1,+∞)上的最小值为g -a-2a  ,
又因为g(1)=0,所以g -a-2a  <0,不合题意.

若-
a-2
a <1,即a>1,则当x∈(1,+∞)时,g'(x)>0,

g(x)单调递增,
所以g(x)在[1,+∞)上的最小值为g(1),
又因为g(1)=0,所以g(x)≥g(1)=0,所以f(x)≥2ln

 

x
恒成立.
综上可知,实数a 的取值范围是[1,+∞).

12.解:(1)f(x)的定义域为(-∞,+∞),f'(x)=2ae2x+(a-
2)ex-1=(aex-1)·(2ex+1).

若a≤0,则f'(x)<0,所 以f(x)在(-∞,+∞)上 单 调

递减;
若a>0,则由f'(x)=0得x=-ln

 

a.
当x∈(-∞,-ln

 

a)时,f'(x)<0;当x∈(-ln
 

a,+∞)
时,f'(x)>0,所以f(x)在(-∞,-ln

 

a)上单调递减,在
(-ln

 

a,+∞)上单调递增.
(2)由(1)知当a≤0时,f(x)在(-∞,+∞)上单调递减,

∴f(x)在(-∞,+∞)上最多仅有一个零点,故a≤0不符

合题意.
当a>0时,由(1)知f(x)在(-∞,-ln

 

a)上单调递减,在
(-ln

 

a,+∞)上 单 调 递 增,欲 使f(x)有 两 个 零 点,首 先

f(-ln
 

a)=1-
1
a+ln

 

a<0,

令h(a)=1-
1
a+ln

 

a(a>0),

∴h'(a)=
1
a2
+
1
a>0

,∴h(a)在(0,+∞)上单调递增,

而h(1)=1-1=0,

∴当0<a<1时,h(a)<0,
即f(-ln

 

a)<0.
其次,证f(x)在x∈(-∞,-ln

 

a)和x∈(-ln
 

a,+∞)上
各有1个零点.
当x∈(-∞,-ln

 

a)时,f(x)=ae2x+(a-2)ex-x=
a(e2x+ex)-(2ex+x),
这里a(e2x+ex)>0,只需2ex+x<0即可,可取x=-1,即
2
e-1<0

,∴f(-1)>0,又f(-ln
 

a)<0,

∴∃x1∈(-1,-ln
 

a),使f(x1)=0,即f(x)在(-∞,

-ln
 

a)上存在一个零点x1;

当x∈(-ln
 

a,+∞)时,f(x)=ae2x+(a-2)ex-x>
ae2x-2ex-ex=ae2x-3ex.

令ae2x-3ex=0,∴aex-3=0,∴x=ln
 3
a
,

∴fln
 3
a  >0,又f(-ln

 

a)<0,

∴∃x2∈ -ln
 

a,ln
 3
a  ,使f(x2)=0,

即f(x)
 

在(-ln
 

a,+∞)上存在一个零点x2.
综上,实数a 的取值范围为(0,1).

课时作业(二十九)

1.D [对于 A,由
17π
9 =-

π
9+2π

,可得
π
9

与
17π
9

的终边不相

同,故A错误;

对于B,由题意α 为第二象限角,可得2kπ+
π
2<α<2kπ+

π,k∈Z,所以-2kπ-
π
2<

π
2-α<-2kπ

,k∈Z,

所以
π
2-α

为第四象限角,故B错误;

对于 C,当 m >0 时,终 边 经 过 点 (m,m)的 角 的 集 合

是 α α=
π
4+2kπ

,k∈Z  ;
当m<0时,终边经过点(m,m)的角的集合是 α α=

5π
4+

2kπ,k∈Z ,故C错误;
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对于D,由题意可得,扇形的半径r=
1
sin

 

2
,

可得扇形面积S=
1
2αr

2=
4
2×

1
sin22

=
2
sin22

,故D正确.故

选D.]

2.D [依题意,得x<0,r=OP= x2+4,其中O 为坐标原

点,则sin
 

α=
2

x2+4
=
1
3
,所以x=-42.故选D.]

3.D [300°=360°-60°,则300°角是第四象限角,故sin
 

300°<
0,A错误;-305°=-360°+55°,则-305°角是第一象限角,

故cos(-305°)>0,B错误;-
22π
3 =-8π+

2π
3
,则-

22π
3

是第

二象限角,故tan -
22π
3  <0,C错误;3π<10<

7π
2
,则10是

第三象限角,故sin
 

10<0,D正确.故选D.]

4.C [当k=2n(n∈Z)时,2nπ≤α≤2nπ+
π
3
(n∈Z),此时α

的终边和0≤α≤
π
3

的 终 边 相 同;当k=2n+1(n∈Z)时,

2nπ+π≤α≤2nπ+π+
π
3
(n∈Z),此时α 的终边和π≤α≤

π+
π
3

的终边相同.

故选C.]

5.B [当 t>0 时,由 三 角 函 数 的 定 义 可 得 sin
 

θ=
-8t

(-6t)2+(-8t)2
=
-8t
10t=-

4
5
,

cos
 

θ=
-6t

(-6t)2+(-8t)2
=
-6t
10t=-

3
5
,

此时,2sin
 

θcos
 

θ=
24
25
;

当 t < 0 时,由 三 角 函 数 的 定 义 可 得 sin
 

θ =
-8t

(-6t)2+(-8t)2
=
-8t
-10t=

4
5
,

cos
 

θ=
-6t

(-6t)2+(-8t)2
=
-6t
-10t=

3
5
,

此时,2sin
 

θcos
 

θ=
24
25.

综上,2sin
 

θcos
 

θ=
24
25.

故选B.]

6.C [由题意可得csc
5π
4=

1

sin
5π
4

=- 2,A正确;

cos
 

α·sec
 

α=cos
 

α· 1
cos

 

α=1
,B正确;

函数f(x)=sec
 

x 的 定 义 域 为 x x≠kπ+
π
2
,k∈Z ,C

错误;

sec2α+sin2α+csc2α+cos2α=1+
1
cos2α

+
1
sin2α

=1+

1
sin2αcos2α

=1+
4

sin22α
≥5,

当sin
 

2α=±1时,等号成立,D正确.
故选C.]

7.AC [终边在第二象限的角的集合为{α|90°+360°·k<α<
180°+360°·k,k∈Z},A正确;

与-65°终边相同的角的集合为{α|α=-65°+k·360°,k∈
Z},B错误;
角α=665°=360°+305°,
则665°角与305°角终边相同且305°角为第四象限角,
所以角α是第四象限角,C正确;
当α为直角时,D显然错误.
故选AC.]

8.BC [由角α的终边在第三象限,得π+2kπ<α<
3π
2+2kπ

,k

∈Z,则
π
2+kπ<

α
2<

3π
4+kπ

,k∈Z,因此
α
2

是第二象限角

或第四象限角.

当
α
2

是第 二 象 限 角 时,
sin

α
2

sin
α
2

+
2cos

α
2

cos
α
2

-
3tan

α
2

tan
α
2

=

1-2-(-3)=2;

当
α
2

是第四象限角时,
sin

α
2

sin
α
2

+
2cos

α
2

cos
α
2

-
3tan

α
2

tan
α
2

=-1+2-(-3)=4.
故选BC.]

9.ABD [终边所在射线方向相反的两个角相差(2k+1)π(k∈
Z),故A正确;
设扇形的圆心角为α,半径为r,由扇形弧长公式得l=αr=
π
3r=

π
2
,解得r=

3
2
,

则扇形面积S=
1
2lr=

1
2×

π
2×

3
2=

3π
8
,故B正确;

终边落在直线y=-x 上的角的集合为 α α=
3π
4+kπ

,k∈

Z ,故C错误;

因为
π
2<3<π<4<

3π
2
,可知3为第二象限角,4为第三象

限角,
由三角函数值的象限符号可得cos

 

3<0,sin
 

4<0,
所以cos

 

3·sin
 

4>0,故D正确.
故选ABD.]

10.三 [因为cos
 

α<0且tan
 

α>0,所以角α 所在的象限是第

三象限.]

11.120° -90° [若时钟拨慢20分钟,则分针逆时针转动,且

为正 角,所 以 可 得
4
12×360°=120°

,所 以 分 针 转 过 的 角

是120°,
若时针从6时走到9时,时针顺时针走动的是负角,

所以时针转过的角为-
3
12×360°=-90°.

]

12.
8π
3+4 3 

[取 优 弧 BC 所 在 圆 的 圆 心 为 D,连 接 AD,

BD,CD,
则BD⊥AB,CD⊥AC,

则AD=4,BD=CD=2,所 以∠BAD=∠CAD=
π
6
,则

∠BDC=
2π
3
,

AB=AC= 42-22=23,
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故优弧BC 对 应 的 圆 心 角 为
4π
3
,对 应 的 扇 形 面 积 为

1
2×

4π
3×2

2=
8π
3
,

而S△ABD=S△ACD=
1
2×23×2=23

,

所以该封闭图形的面积为
8π
3+S△ABD+S△ACD=

8π
3+43.]

课时作业(三十)

1.C [2sin
 

2
 

025°+tan
 

2
 

025°=2sin(5×360°+225°)+tan(5×

360°+225°)= 2× -
2
2  +1=-1+1=0.故选C.]

2.C [由于tan
 

θ=2,

则
cos

 

θ-3sin
 

θ
sin

 

θ+5cos
 

θ=
1-3tan

 

θ
tan

 

θ+5=-
5
7.

故选C.]

3.A [因为sinα+
π
4  =-13

=cos π
2- α+

π
4    =cos π4-α  

=cosα-
π
4  ,

所以cosα-
π
4  

 

=-
1
3.

故选A.]

4.B [ 1-2sin(π-2)sin3π2-2  
= 1+2sin

 

2cos
 

2

= (sin
 

2+cos
 

2)2

=sin
 

2+cos
 

2.
故选B.]

5.B [因为sin
 

α-2cos
 

α=1,
所以sin

 

α=2cos
 

α+1,又sin2α+cos2α=1,

所以5cos2α+4cos
 

α=0,解得cos
 

α=-
4
5

或cos
 

α=0,

又因为α是第三象限角,

所以cos
 

α=-
4
5
,sin

 

α=2× -
4
5  +1=-35,

可得tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=
3
4.故选B.]

6.C [将已知等式两边平方,可得sin2θ+cos2θ-2sin
 

θcos
 

θ=

1-2sin
 

θcos
 

θ=
7
4
,

∴sin
 

θcos
 

θ=-
3
8
,可得(sin

 

θ+cos
 

θ)2=
1
4
,

而sin
 

θ+cos
 

θ= 2sinθ+
π
4  ,

又θ+
π
4∈ π,

5π
4  ,

∴sinθ+
π
4  <0,

∴sin
 

θ+cos
 

θ=-
1
2
,

∴sin3θ+cos3θ= (sin
 

θ+cos
 

θ)(sin2θ- sin
 

θcos
 

θ+

cos2θ)=-
1
2× 1- -38  =-1116.

故选C.]

7.BC [由题意可得A+B+C=π,
对于A,sin(A+B)=sin(π-C)=sin

 

C,故A错误;

对于B,sin
B+C
2 =sin

π-A
2 =cos

A
2
,故B正确;

对于C,tan(A+B)=tan(π-C)=-tan
 

C,故C正确;
对于D,cos(A+B)=cos(π-C)=-cos

 

C,故D错误.
故选BC.]

8.ACD [对于A,因为sin
 

θ+cos
 

θ=
1
5
,

所以(sin
 

θ+cos
 

θ)2=1+2sin
 

θcos
 

θ=
1
25
,

即sin
 

θcos
 

θ=-
12
25
,A正确;

对于B,C,(sin
 

θ-cos
 

θ)2=1-2sin
 

θcos
 

θ=
49
25
,

因为θ∈(0,π),且sin
 

θcos
 

θ=-
12
25<0

,

所以sin
 

θ>0,cos
 

θ<0,即sin
 

θ-cos
 

θ>0,

所以sin
 

θ-cos
 

θ=
7
5
,B错误,C正确;

对于D,联立
sin

 

θ+cos
 

θ=
1
5
,

sin
 

θ-cos
 

θ=
7
5
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得sin
 

θ=
4
5
,cos

 

θ=-
3
5
,

所以tan
 

θ=-
4
3
,D正确.

故选ACD.]

9.1 
3
5 

3
5 

[由tan
 

α=2,得

2sin
 

α+cos
 

α
4sin

 

α-3cos
 

α=
2tan

 

α+1
4tan

 

α-3=
2×2+1
4×2-3=1

,

sin2α-cos2α =
sin2α-cos2α
sin2α+cos2α

=
tan2α-1
tan2α+1

=
4-1
4+1=

3
5
,

sin4α-cos4α=(sin2α-cos2α)·(sin2α+cos2α)=
3
5.]

10.
6
7 

[∵角α终边上一点P(-4,3),

∴tan
 

α=-
3
4
,

则原式=
cos π2+α  -sin(-π-α)
cos -

π
2-α  +sin π

2+α  
=
-sin

 

α-sin
 

α
-sin

 

α+cos
 

α=
-2tan

 

α
-tan

 

α+1

=
-2× -

3
4  

3
4+1

=
6
7.]
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11.解:(1)f(α)=
sin(2π-α)tan(π+α)sin 3π2-α 

sin α-π2 tan(3π-α)
=
-sin

 

αtan
 

α(-cos
 

α)
-cos

 

α(-tan
 

α)

=
sin

 

α·cos
 

α·tan
 

α
cos

 

α·tan
 

α =sin
 

α.

所以f(α)=sin
 

α=-
1
2
,

因为α∈(0,2π),所以α=
7π
6

或α=
11π
6 .

(2)由(1)知f(α)=sin
 

α,

所以f(α)-f 3π2+α =sin 

α-sin 3π2+α =sin 

α+

cos
 

α=
1
5
,

所以sin
 

α=
1
5-cos

 

α,

所以cos2α+ 15-cos 

α 
2

=1,

即(5cos
 

α-4)(5cos
 

α+3)=0,

所以cos
 

α=
4
5

或cos
 

α=-
3
5.

又因为α∈ π2,3π2 ,
所以cos

 

α=-
3
5
,

所以sin
 

α=
1
5-cos

 

α=
1
5- -35 =45.

所以tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=
4
5× -53 =-43.

课时作业(三十一)

1.B [cos
 

54°cos
 

24°+sin
 

54°cos
 

66°=cos
 

54°cos
 

24°+sin
 

54°·

sin
 

24°=cos(54°-24°)=cos
 

30°=
3
2.

故选B.]

2.A [因为cos(α-β)=cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β

=-
1
2
,sin

 

αsin
 

β=-
5
12
,

所以cos
 

αcos
 

β=-
1
12
,

所以cos(α+β)=cos
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=
1
3.

故选A.]

3.D [因为 3sin
 

θ-cos
 

θ=
2
3
,

所以
3
2sin

 

θ-
1
2cos

 

θ=
1
3
,

所以sinθ-
π
6  =13,

又因为θ∈ 0,
π
2  ,

所以θ-
π
6∈ -

π
6
,π
3  ,

所以cosθ-
π
6  = 1-sin2 θ-

π
6  = 1-

1
9 =

22
3 .

故选D.]

4.C [由题意
tan

 

α

tanα-
π
4  
=-

3
2
,

可得-2tan
 

α=3tanα-
π
4  

=3×
tan

 

α-1
1+tan

 

α
,

所以tan
 

α=
1
2

或tan
 

α=-3,

又因为α为第一象限角,可得tan
 

α=
1
2
,

所以sin2α-
π
4  = 22(sin 

2α-cos
 

2α)

=
2
2×

2sin
 

αcos
 

α-cos2α+sin2α
sin2α+cos2α

=
2
2×

2tan
 

α-1+tan2α
tan2α+1

=
2
10.故选C.]

5.B [因为x∈ π
2
,π  ,

所以x+
π
6∈

2π
3
,7π
6  ,

因为sinx+
π
6  =- 55,

所以x+
π
6∈ π,

7π
6  ,

所以cosx+
π
6  

=- 1-sin2 x+
π
6  

=- 1-
1
5 =-

25
5
,

所以tanx+
π
6  =

sinx+
π
6  

cosx+
π
6  
=
1
2
,

所以tan2π3-2x  =tan π-π3-2x =-tan 2x+π3 
=-

2tan x+π6 
1-tan2 x+π6 

=-
2×

1
2

1- 12 
2=-

4
3.

故选B.]

6.D [因为α∈ 3π
4
,5π
4  ,所以

π
4+α∈ π,

3π
2  ,

由sin π
4+α  =-35,

得cos π4+α  =- 1- -
3
5  

2

=-
4
5
,

因为β∈
π
4
,5π
4  ,所以

3π
4+β∈

(π,2π),

由cos3π4+β  =1213,
得sin3π4+β  =- 1- 12

13  
2

=-
5
13
,

所以sin π
4+α  - 3π

4+β    =sin π4 +α cos 3π4 +
β -cos π4+α sin 3π4+β 
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=-
3
5×

12
13- -

4
5  × -

5
13  =-5665,

由sin π
4+α  - 3π

4+β    =sin α-β-π2 =-cos(α-
β),所以cos(α-β)=

56
65.

故选D.]

7.AC [对于A,tan
 

75°+tan
 

120°=tan(45°+30°)-tan
 

60°=

1+tan
 

30°
1-tan

 

30°- 3=
1+

3
3

1-
3
3

- 3=2,故A正确;

对于B,
1

sin
 

15°cos
 

15°=
2

2sin
 

15°cos
 

15°=
2

sin
 

30°=
2
1
2

=4,故

B错误;
对于C,(1+tan

 

20°)·(1+tan
 

25°)=1+tan
 

20°+tan
 

25°+
tan

 

20°tan
 

25°=1+tan
 

45°·(1-tan
 

20°tan
 

25°)+tan
 

20°tan
 

25°=
1+1=2,故C正确;

对于D,
1

cos
 

80°-
3

sin
 

80°

=
sin

 

80°- 3cos
 

80°
sin

 

80°cos
 

80°

=
4 1
2sin

 

80°-
3
2cos

 

80°  
2sin

 

80°cos
 

80°

=
4sin(80°-60°)
sin

 

160° =
4sin

 

20°
sin(180°-20°)

=
4sin

 

20°
sin

 

20°=4
,故D错误.

故选AC.]

8.ABD [已知tan
 

α=3tan
 

β,α,β∈ 0,
π
2  ,

对于A,若α=
π
4
,则tan

 

α=1,tan
 

β=
1
3
,

∴tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=
1+

1
3

1-1×
1
3

=2,故A正确;

对于B,若α=2β,则tan
 

α=tan
 

2β=
2tan

 

β
1-tan2β

=3tan
 

β,

由β∈ 0,
π
2  ,得tan 

β>0,故
2

1-tan2β
=3,解得tan

 

β=
3
3
,

∴β=
π
6
,α=

π
3
,故α+β=

π
2
,故B正确;

对于C,∵tan
 

α=3tan
 

β,α,β∈ 0,
π
2  ,

∴tan(α-β)=
tan

 

α-tan
 

β
1+tan

 

αtan
 

β
=
2tan

 

β
1+3tan2β

=
2

1
tan

 

β
+3tan

 

β
≤

2
23

=
3
3
,

当且仅当
1
tan

 

β
=3tan

 

β,即tan
 

β=
3
3

时等号成立,故C错误;

对于D,由tan
 

α=3tan
 

β,得
sin

 

α
cos

 

α=
3sin

 

β
cos

 

β
,即sin

 

αcos
 

β=

3sin
 

βcos
 

α.

∴
sin(α-β)
sin(α+β)

=
sin

 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β
sin

 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β
=

2cos
 

αsin
 

β
4cos

 

αsin
 

β
=
1
2
,故D正确.

故选ABD.]

9.BC [因为sin
 

αcos
 

β=
1
3
,

sin(α-β)=-
1
6=sin

 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β=
1
3-cos

 

αsin
 

β,

所以cos
 

αsin
 

β=
1
2
,A错误;

sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
1
3+

1
2=

5
6
,B正确;

因为sin
 

αcos
 

β=
1
3
,cos

 

αsin
 

β=
1
2
,

所以
tan

 

α
tan

 

β
=
sin

 

αcos
 

β
cos

 

αsin
 

β
=
2
3
,

即3tan
 

α=2tan
 

β,C正确;

sin
 

2αsin
 

2β=2sin
 

αcos
 

α×(2sin
 

βcos
 

β)=4(sin
 

αcos
 

β)×

(cos
 

αsin
 

β)=4×
1
3×

1
2=

2
3
,D错误.

故选BC.]

10.0 [因为tan
 

α=1,所以sin
 

α=cos
 

α,

所以cosα+
π
4  = 22(cos 

α-sin
 

α)=0.]

11.3 [∵tan
 

60°=tan(10°+50°)

=
tan

 

10°+tan
 

50°
1-tan

 

10°tan
 

50°
,

∴tan
 

10°+tan
 

50°
=tan

 

60°(1-tan
 

10°tan
 

50°)

= 3- 3tan
 

10°tan
 

50°,

∴原式=3-3tan
 

10°tan
 

50°+3tan
 

10°·tan
 

50°= 3.]

12.
10
10  [因 为 α∈ 0,

π
2  ,β∈ -π,-π2 ,sin 

α=

72
10
,cos

 

β=-
25
5
,

所以cos
 

α>0,sin
 

β<0,

所以cos
 

α= 1-sin2α= 1-
98
100=

2
10
,

sin
 

β=- 1-cos2β=- 1-
20
25=-

5
5
,

所以cos(α+β)=cos
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β

=
2
10× -

25
5  -7210× -

5
5  

=
7 10-2 10

50 =
10
10 .]

课时作业(三十二)

1.C [∵sin
 

α=
5
5
,cos

 

α=
25
5
,

∴tan
 α
2=

sin
 

α
1+cos

 

α= 5-2.

故选C.]

2.A [因为sin3π2+2α  =-cos 

2α,
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所以-cos
 

2α+cosα-
π
4  =0,

即cos2α-sin2α=
2
2
(cos

 

α+sin
 

α).

又因为α∈ 0,
π
2  ,所以cos

 

α+sin
 

α>0,

所以cos
 

α-sin
 

α=
2
2
,

即cosα+
π
4  =12,

又α∈ 0,
π
2  ,

所以α+
π
4∈

π
4
,3π
4  ,

所以α+
π
4=

π
3
,

所以α=
π
12.故选A.]

3.B [由α+β=
π
3
,可得β=

π
3-α

,sin2α+
π
6  =-23,

则cos2α+cos2β=
cos

 

2α+1
2 +

cos
 

2β+1
2

=
1
2 cos

 

2α+cos2π3-2α    +1
=
1
2
1
2cos

 

2α+
3
2sin

 

2α  +1
=
1
2sin2α+

π
6  +1=23.

故选B.]

4.D [法一:
 

cos(140°-α)+sin(110°+α)=sin(130°-α),
即-cos(40°+α)+cos(20°+α)=cos(40°-α),
故cos(20°+α)=cos(40°-α)+cos(40°+α),
即cos

 

20°cos
 

α-sin
 

20°sin
 

α=2cos
 

40°cos
 

α,
故cos

 

20°cos
 

α-2cos
 

40°cos
 

α=sin
 

20°sin
 

α,

即tan
 

α=
sin

 

α
cos

 

α=
cos

 

20°-2cos
 

40°
sin

 

20°

=
cos(30°-10°)-2cos(30°+10°)

sin
 

20°

=
-
3
2cos

 

10°+
3
2sin

 

10°

sin
 

20°

=
3sin(10°-30°)
sin

 

20° =
- 3sin

 

20°
sin

 

20° =- 3.

法二:由cos(140°-α)+sin(110°+α)=sin(130°-α),
得cos(140°-α)=sin(130°-α)-sin(110°+α)=2cos

 

120°·

sin
 

(10°-α)=-sin(10°-α),
即sin(50°-α)=sin(10°-α).
∴sin(50°-α)-sin(10°-α)=2cos(30°-α)·sin

 

20°=0,
故30°-α=90°+k·180°,k∈Z,即α=-60°-k·180°,k
∈Z,

则tan
 

α=tan(-60°-k·180°)=tan(-60°)=- 3.故选D.]

5.ACD [sin
 

72°sin
 

78°-cos
 

72°sin
 

12°=sin
 

72°·cos
 

12°-

cos
 

72°sin
 

12°= sin(72°- 12°)=
3
2
,故 A 正 确;

tan
 

22.5°
1-tan222.5°

=
1
2×

2tan
 

22.5°
1-tan222.5°

=
1
2tan

 

45°=
1
2
,故B错

误;cos4
π
8 -sin

4 π
8 = cos2 π8 +sin2 π8 · cos2 π8 -

sin2
π
8 =cos2 π8 -sin2 π8 = cosπ4 = 2

2
,故 C 正 确;

cos275°+cos215°+cos
 

15°sin
 

15°=sin215°+cos215°+
1
2sin

 

30°=

1+
1
4=

5
4
,故D正确.故选ACD.]

6.AC [由题意,易得α+β∈
π
2
,π  ,2α∈ π

2
,π  ,

所以sin
 

2α= 1-cos22α=
12
13
,故A正确;

sin(α+β)= 1-cos2(α+β)=
25
5
,

所以cos(α-β)=cos[2α-(α+β)]

=cos
 

2αcos(α+β)+sin
 

2αsin(α+β)

= -
5
13  × -

5
5  +1213×255 =

295
65

,故B错误;

cos
 

αcos
 

β=
1
2
[cos(α+β)+cos(α-β)]=

1
2 ×

-
5
5+

295
65  =8565,故C正确;

sin
 

αsin
 

β=
1
2
[cos(α-β)-cos(α+β)]

=
1
2×

295
65 - -

5
5  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =21565 ,

所以tan
 

αtan
 

β=
sin

 

αsin
 

β
cos

 

αcos
 

β
=
21
8
,故D错误.故选AC.]

7.-1 [sin
 

40°(tan
 

10°- 3)

=sin
 

40° sin
 

10°
cos

 

10°- 3 
=sin

 

40°·
sin

 

10°- 3cos
 

10°
cos

 

10°

=
2sin

 

40° 1
2sin

 

10°-
3
2cos

 

10°  
cos

 

10°

=
2sin

 

40°sin(10°-60°)
cos

 

10° =
-2sin

 

40°sin
 

50°
cos

 

10°

=
-sin

 

40°cos
 

40°
cos

 

10° ×2=-
sin

 

80°
cos

 

10°=-1.
]

8.
π
2 

π
2 

(答案不唯一) [因为sin(α+β)=sin(α-β),

所以sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β,
所以cos

 

αsin
 

β=0,①
又cos(α+β)≠cos(α-β),
即cos

 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β≠cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β,
即sin

 

αsin
 

β≠0,②
结合①②得cos

 

α=0,且sin
 

α≠0,sin
 

β≠0,

故可取α=β=
π
2.]

9.解:(1)由0<α<
π
2
,得π
4<

π
4+α<

3π
4
,

可得sin π
4+α  = 1-cos2 π4+α  =223 ,

所以cos
 

2α=sin π2+2α =2sin π4+α cos π4+α =
2×
22
3 ×

1
3=

42
9 .
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(2)由(1)的结论,可知cos
 

2α=cos2α-sin2α=
42
9
,

结合cos2α+sin2α=1,解得cos2α=
9+42
18

,sin2α=
9-42
18

,

因为0<α<
π
2
,

所以cos
 

α=
4+2
6
,sin

 

α=
4- 2
6 .

由cos
 

β=
22
3
,β∈ -

π
2
,0  ,

可得sin
 

β=- 1-cos2β=-
1
3.

所以cos(α-β)=cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β=
4+ 2
6 ×

22
3 +

4- 2
6 × -

1
3  = 22.

因为0<α<
π
2
,-
π
2<β<0

,可得α-β∈(0,π),

所以α-β=
π
4.

阶段检测(五)

1.A [原式=sin(720°+270°)cos(720°-60°)tan(360°-30°)=
sin

 

270°cos(-60°)tan(-30°)=sin
 

270°cos
 

60°(-tan
 

30°)=

-1×
1
2× -

3
3  = 36.故选A.]

2.B [∵
3π
2<5<2π

,

∴sin
 

5<0,cos
 

5>0,
平面内点P 的坐标为(sin

 

5,cos
 

5),
则点P 位于第二象限.
故选B.]

3.B [∵角α的终边过点P(1,y),cos
 

α=
1
3
,

∴cos
 

α=
1
1+y2

=
1
3
,

得1+y2=9,得y2=8,

得y=±22.
故选B.]

4.A [因为0<α<
π
2
,且tan

 

α=3,

故
sin

 

α
cos

 

α=3
,又sin2α+cos2α=sin2α+ sin

 

α
3  

2

=1,

解得sin
 

α=
3 10
10 .

故选A.]

5.C [法一(三 角 变 换 法):由 题 可 得6sin
 

αcos2α=8sin
 

α·
(cos2α-sin2α),结合α为第二象限角知sin

 

α>0,cos
 

α<0,

得4sin2α=cos2α.因 为sin2α+cos2α=1,所 以sin
 

α=
5
5
,

cos
 

α=-
25
5
,所 以

1+sin
 

α
2-cos

 

α=
1+

5
5

2+
25
5

=
1+

5
5

2× 1+ 55 
=

1
2.故选C.

法二(弦化切):因为α为第二象限角,所以sin
 

α>0,cos
 

α<
0,tan

 

α<0,sin
 

2α≠0,结 合3sin
 

2αcos
 

α=8sin
 

αcos
 

2α,
知cos

 

2α≠0,于 是 得3tan
 

2α=8tan
 

α,利 用 二 倍 角 公 式 知

3×2tan
 

α
1-tan2α

=8tan
 

α,得tan
 

α=-
1
2
,则sin

 

α=
5
5
,cos

 

α=

-
25
5
,所以

1+sin
 

α
2-cos

 

α=
1+

5
5

2+
25
5

=
1
2.故选C.]

6.B [由 sin
 

θ (tan
 

80°- 3)=sin
 

80°⇒sin
 

θ =
sin

 

80°
tan

 

80°- 3
=

sin
 

80°
sin

 

80°
cos

 

80°- 3

=
sin

 

80°·cos
 

80°
sin

 

80°- 3cos
 

80°
=

sin
 

160°
4sin(80°-60°)=

1
4
,

因为θ为锐角,所以cos
 

θ=
15
4
,

所以sin(θ+30°)=
3
2sin

 

θ+
1
2cos

 

θ=
3+ 15
8 .

故选B.]

7.ACD [对于A,由-
17π
6 =-4π+

7π
6
,又7π
6

为第三象限角,所

以-
17π
6

是第三象限角,故A正确;

对于B,经过30分钟,钟表的分针是顺时针转动,故转过-π
弧度,故B错误;

对于C,由题可得r=OP= (-3)2+(-4)2=5,

所以sin
 

α=-
4
5
,cos

 

α=-
3
5
,

所以sin
 

α+cos
 

α=-
7
5
,故C正确;

对于D,由题可得扇形所在圆的半径为
π
π
3

=3,所以该扇形的

面积为
1
2×π×3=

3π
2
,故D正确.

故选ACD.]

8.ABD [因 为α∈ 0,
π
2  ,sin α- π4 = 35,可 得α-

π
4

∈ 0,
π
4  ,

cosα-
π
4  = 1-sin2 α-

π
4  =45,

所以cos
 

α=cos α-
π
4  +π4  

=cos α-π4 cosπ4-sinα-
π
4  sinπ4

=
4
5×

2
2-

3
5×

2
2=

2
10
,故A正确;

可得sin
 

α= 1-cos2α=
72
10
,

sin
 

2α=2sin
 

αcos
 

α=2×
72
10×

2
10=

7
25
,故B正确;

cos
 

2α=2cos2α-1=-
24
25
,故C错误;

sin
 

α+cos
 

α=
42
5
,故D正确.故选ABD.]
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9.-
2
10 

[由π<x<
7π
4
,得5π
4<x+

π
4<2π

,

又因为cos π4+x  =35,
所以sin π

4+x  =-45,
所以cos

 

x=cos π
4+x  -π4  

=cos π4+x  cosπ4+sin π
4+x  sinπ4

=
2
2×

3
5-

4
5  =- 210.]

10.-
5
5 

[由 tan
 

θ=
sin

 

θ
cos

 

θ=
1
2
,

sin2θ+cos2θ=1, 且θ∈ 0,π2 ,

解得
sin

 

θ=
5
5
,

cos
 

θ=
25
5
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

故sin
 

θ-cos
 

θ=-
5
5.]

11.解:(1)由题意得y1>0,cos
 

α=
4
5
,sin

 

α>0,

则sin
 

α= 1-cos2α=
3
5=

y1

1
,

则y1=
3
5.

(2)
2cos2

α
2+ 2+2cos

 

2α

2sinα-
π
4  

=
cos

 

α+1+ 4cos2α

2sinα-
π
4  

=
cos

 

α+1+ 4cos2α
sin

 

α-cos
 

α =
3cos

 

α+1
sin

 

α-cos
 

α

=
3×

4
5+1

3
5-

4
5

=-17.

12.解:由题易知当x=2时,f(α)=sin2α+cos2α=1.
当x=4时,f(α)=sin4α+cos4α=(sin2α+cos2α)2-2sin2α·

cos2α=1-
1
2sin

22α,

∵-1≤sin
 

2α≤1,∴0≤sin22α≤1,

∴
1
2≤1-

1
2sin

22α≤1,即f(α)∈ 12,1 .

当x=6时,

f(α)=sin6α+cos6α=(sin2α)3+(cos2α)3

=(sin2α+cos2α)·(sin4α+cos4α-sin2α·cos2α)

=1-
1
2sin

22α-
1
4sin

22α=1-
3
4sin

22α∈ 14,1 .

猜想:当x=2k,k∈N+时,f(α)的取值范围是 12k-1,1 .

课时作业(三十三)

1.D [根据题意,y=sin
 

2x 的最小正周期为
2π
2=π

,y=sin
 x
2

的最小正周期为
2π
1
2

=4π,

采用“五点法”作图,在同一直角坐标系中画出函数y=sin
 

2x

和y=sin
x
2

在区间[-2π,2π]上的图象,如图所示,

观察图象,可得两函数图象在区间[-2π,2π]上有9个交点.
故选D.]

2.C [由已知,得a-
π
3=

kπ
2
,k∈Z,所以a=

kπ
2+

π
3
,k∈Z,

因为a>0,所以取k=0,得a 的最小值为
π
3.故选C.]

3.C [因为x∈ -
π
4
,π
3  ,

所以2x+
π
6∈ -

π
3
,5π
6  ,

所以cos2x+
π
6  ∈ -

3
2
,1

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

所以- 3cos2x+
π
6  ∈ - 3,

3
2  ,

所以1- 3≤- 3cos2x+
π
6  +1≤52,

所以f(x)的值域为 1- 3,
5
2  .

故选C.]

4.D [对于A,当x∈ π
4
,π
2  时,2x∈ π2,π ,

由正弦函数的性质,可知y=sin
 

2x 在 π
4
,π
2  上单调递减,

可知A项不正确;

对于B,当x∈ π
4
,π
2  时,2x∈ π

2
,π  ,

由余弦函数的性质,可知y=cos
 

2x 在 π
4
,π
2  上单调递减,

可知B项不正确;

对于C,当x∈ π
4
,π
2  时,y=|cos

 

x|=cos
 

x 在 π4,π2 
上单调递减,可知C项不正确;
对于D,函数y=|sin

 

x|的最小正周期为π,

当x∈ π
4
,π
2  时,y=|sin

 

x|=sin
 

x 在 π
4
,π
2  上单调递

增,可知D项正确.
故选D.]

5.C [由题意得

1-2cos
 

x≥0,

sin
 

x-
2
2>0

, 
得

cos
 

x≤
1
2
,

sin
 

x>
2
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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解得

π
3+2kπ≤x≤

5π
3+2kπ

,

π
4+2kπ<x<

3π
4+2kπ

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 k∈Z,

即
π
3+2kπ≤x<

3π
4+2kπ

,k∈Z,

又x∈[0,2π],所以x∈ π
3
,3π
4  .故选C.]

6.AB [选项C中,函数y=
1
2sin x

2+
π
3 的 最 小 正 周 期

T=
2π
1
2

=4π,故排除C;将x=
π
3

依次代入选项 A,B,D中的

解析式,求得函数值分别为-
1
2
,2,1,故 A,B正确,D错误.

故选AB.]

7.ACD [对于 A,函数f(x)=tan 2x- π4 的 最 小 正 周 期

T=
π
2
,所以A正确;对于B,令2x-

π
4
≠
π
2+kπ

,k∈Z,得

x≠
3π
8+

kπ
2
,k∈Z,即函数f(x)的定义域为 x x≠

3π
8+

kπ
2
,k∈Z ,所以B错误;对于C,令2x-

π
4=

kπ
2
,k∈Z,解得

x=
π
8+

kπ
4
,k∈Z,所以函数f(x)的图象关于点 kπ4+π8,

0 ,k∈Z 对 称,所 以 C正 确;对 于 D,令kπ-
π
2 <2x-

π
4<kπ+

π
2
,k∈Z,解得

kπ
2-

π
8<x<

kπ
2+

3π
8
,k∈Z,故函

数f(x)的单调递增区间为 kπ2-π8,kπ2+3π8 ,k∈Z,所以

D正确.
故选ACD.]

8.ACD [对于A,设f(x)的最小正周期为T,
则f(x+T)=f(x),
即cos

 

2(x+T)+2sin(x+T)=cos
 

2x+2sin
 

x,则

2T=2k1π,

T=2k2π, k1,k2∈N*,

所以最小正周期T=2π,故A正确;
对于B,因为f(x)为连续函数且定义域为 R,所以若f(x)为
奇函数,则f(0)=0,
而f(0)=cos

 

0+2sin
 

0=1≠0,所以f(x)不是奇函数,故B
错误;
对于C,f(π-x)=cos[2(π-x)]+2sin(π-x)=cos(2π-2x)+
2sin

 

x=cos
 

2x+2sin
 

x=f(x),

故f(x)的图象关于直线x=
π
2

对称,C正确;

对于D,因为f(x)=cos
 

2x+2sin
 

x=1-2sin2x+2sin
 

x=

-2sin
 

x-
1
2  

2

+
3
2
,

当x∈ π
6
,π
2  时,sin

 

x∈ 1
2
,1  ,因 为 y= -2 t-

1
2 

2

+
3
2

在t∈ 1
2
,1  上 单 调 递 减,t=sin

 

x 在 x∈

π
6
,π
2  上单调递增,

所以f(x)在
π
6
,π
2  上单调递减,故D正确.故选ACD.]

9.
3π
2 1 

[若a=0,则f(x)为常函数,不符合题意,故a≠0.

由f(-x)=f(x)知2sin(-ax+θ)=2sin(ax+θ),故
cos

 

θsin
 

ax=0,因为sin
 

ax 不恒为0,故cos
 

θ=0,由0≤θ<

2π得θ=
π
2

或θ=
3π
2.因为f(x)在 0,π2 上单调递增,所

以最小正周期T=
2π
|a|≥π

,即|a|≤2,则|a|=1或|a|=2.

当θ=
π
2

时,f(x)=2sin ax+π2 =2cos 

ax=2cos|a|x,为

偶函数,f(x)在 0,π2 上单调递减,不符合题意.

当θ=
3π
2

时,f(x)=2sin ax+3π2 =-2cos 

ax,为偶函数,

f(x)在 0,π2 上单调递增,符合题意.

故θ=
3π
2
,f 2π3 =-2cos2π3a=1.]

10.0,
2π
3   [由已知得,y=1-cos2x+2cos

 

x=-(cos
 

x-

1)2+2,令t=cos
 

x,得y=-(t-1)2+2,显 然 当t=

cos -
2π
3  =-12时,y=-

1
4
,当t=1时,y=2,又由x∈

-
2π
3
,α  可 知cos

 

x∈ -
1
2
,1  ,可 使 函 数 的 值 域 为

 -14,2 ,所以α≥0,且α≤
2π
3
,从而可得α 的取值 范 围

是 0,
2π
3  .]

11.解:(1)函数f(x)=asin
 

ωxcos
 

ωx=
a
2sin

 

2ωx,故无论a 和ω 取

何值,函数f(x)都不可能为偶函数,故排除②;

若选①③时,f
π
4  =a

2sin
πω
2=1

,故a
2=1

,解得a=2,且

πω
2=2kπ+

π
2
(k∈Z),解得ω=4k+1(k∈Z),故函数f(x)

存在且不唯一,故不合题意,舍去;

若选①④时,T
2=

π
2
,解得T=π,故ω=1,f

π
4  =a

2sin
π
2=

1,故
a
2=1

,解得a=2,故函数f(x)=sin
 

2x;

若选③④时,a
2=1

,解得a=2,
T
2=

π
2
,解得T=π,故ω=

1,所以函数f(x)唯一存在,函数f(x)=sin
 

2x.
(2)利用(1)的结论,g(x)=sin

 

2x-2cos2x+1

=sin
 

2x-cos
 

2x= 2sin 2x-π4 ,
令-

π
2+2kπ≤2x-

π
4≤2kπ+

π
2
,k∈Z,

整理得-
π
8+kπ≤x≤kπ+

3π
8
,k∈Z,

由于x∈(0,π),

当k=0和k=1时,函数g(x)的单调递增区间为 0,
3π
8  和

7π
8
,π  .

课时作业(三十四)

1.B [∵y=sin
 

2x=sin2x-
π
6  +π3  ,
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∴将函数y=sin2x+
π
3  的图象向右平移

π
6

个单位长度得

到函数y=sin
 

2x 的图象.
故选B.]

2.C [根 据“五 点 法”作 图,画 出 函 数 y=2cos3x-
π
3  与

y=cos
 

x 在[0,2π]上的图象,

观察图象,可知曲线y=2cos3x-
π
3  与y=cos

 

x 在[0,

2π]上有7个交点.
故选C.]

3.D [根据题中图象知
A+b=4,

b-A=0, 
所以A=2,b=2,T=4× 5π

12-
π
6  =π,所以ω=

2π
π=2

,

又函数图象经过最高点 π
6
,4  ,

代入函数f(x)=2sin(2x+φ)+2,

得sin2×
π
6+φ  =1,

因为|φ|<
π
2
,所以φ=

π
6
,

所以f(x)=2sin2x+
π
6  +2.故选D.]

4.A [因为f(x)在 -
5π
12
,π
12  上单调递增且x=

π
12

为f(x)

图象的一条对称轴,所以
1
2×

2π
ω ≥

π
12- -

5π
12  ,f π

12  =
sin π

12ω+φ  =1,得0<ω≤2,且π12ω+φ=π2+2k1π(k1∈
Z).①

因为 π
3
,0  是f(x)图 象 的 一 个 对 称 中 心,所 以f

π
3  =

sin π
3ω+φ  =0,得π3ω+φ=k2π(k2∈Z),②

由①②得ω=-2+4(k2-2k1)(k1,k2∈Z),结合0<ω≤2,

得ω=2,则φ=
π
3+2k1π

(k1∈Z),又-π<φ<π,所以φ=

π
3
,故f(x)=sin2x+

π
3  .当x∈ 0,

π
2  时,2x+

π
3∈

π
3
,4π
3  ,所以f(x)的最小值为f

π
2  =sin4π3=- 32.故

选A.]

5.BD [y=cos2x+
π
6  的图象向右平移

π
6

个单位长度,得到

y1=cos 2 x-π6 +π6 =cos 2x-π6 的图象,

再将y1=cos2x-
π
6  的图象上各点的横坐标伸长为原来

的2倍(纵坐标不变),得f(x)=cosx-
π
6  的图象.

A选项,f
2π
3  =cos2π3-π6  =0,故x=

2π
3

不是f(x)的

图象的一条对称轴,A错误;

B选项,f
π
6  =cos π6-π6  =1,故x=

π
6

为函数f(x)的

图象的一条对称轴,B正确;

C选项,f
7π
6  =cos7π6-π6  =-1,故x=

7π
6

为函数f(x)

的图象的一条对称轴,C错误;

D选项,f -
π
3  =cos -π3-π6  =0,

故 -
π
3
,0  为函数f(x)的图象的一个对称中心,D正确.故

选BD.]

6.BC [由题图可知A=2,
π
3-

π
12=

T
4
,

∴T=π,ω=
2π
T=2

,故A错误;

根据f(x)=2sin(2x+φ)的图象经过点 π
12
,2  ,

可得f
π
12  =2sin 2×π12+φ  =2,所 以

π
6 +φ=

π
2 +

2kπ,k∈Z,

结合|φ|<
π
2
,解 得φ=

π
3
,可 得f(x)=2sin2x+

π
3  ,

f -
π
6  =2sin 

0=0,故B正确;

将函数y=2cos2x+
π
3  的图象向右平移

π
4

个单位长度,得

到的图象对应的函数为

y=2cos 2x-
π
4  +π3  =2cos 2x - π

2 +
π
3 =

2cos -2x+π2-π3 =2cos π2- 2x+π3  =2sin 2x+
π
3 =f(x),故C正确;

当x∈ 0,
π
2  时,2x+

π
3∈

π
3
,4π
3  ,

根据正弦函数的性质,可知f(x)在 0,
π
12  上单调递增,在

π
12
,π
2  上单调递减,

结合f(0)=f
π
6  = 3,f π

12  =2,f π
2  =- 3,可知若

f(x)=m 在x∈ 0,
π
2  上有且只有一个实数根,则 m 的取

值范围是[- 3,3)∪{2},故D错误.
故选BC.]

7.f(x)=2sin2x+
2π
3   5π

12
,π
2   [由f(x)=Asin(ωx+

φ)的 图 象 知,A=2,T=2× 5π
12- -

π
12    =π,所 以ω=

2π
T=2

,

由f -
π
12  =2,得2× -

π
12  +φ=π2+2kπ,k∈Z,解得

φ=
2π
3+2kπ

,k∈Z,
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因为|φ|<π,所以φ=
2π
3
,f(x)=2sin2x+

2π
3  .

当x∈ 0,
π
2  时,2x+

2π
3∈

2π
3
,5π
3  ,

令2x+
2π
3=

3π
2
,解得x=

5π
12
,

所以f(x)在区间 0,
π
2  上的单调递增区间为 5π12,π2 .]

8.4 6 [对于函数f(t)=28+Asin π8t+3π4 (A>0),其最

小正周 期 T=
2π
π
8

=16<24,最 大 值 为 A+28,最 小 值 为

-A+28,因为这天的最大温差为8
 

℃,
所以(A+28)-(-A+28)=2A=8,解得A=4.

令f(t)≥30,则4sin
π
8t+

3π
4  +28≥30,

即sin π
8t+

3π
4  ≥12,

因为t∈[0,24),所以
π
8t+

3π
4∈ 3π4,15π4 ,

所以
3π
4≤

π
8t+

3π
4≤

5π
6

或
13π
6 ≤

π
8t+

3π
4≤

17π
6
,解 得t∈

0,
2
3  ∪ 34

3
,50
3  ,所 以 一 天 中 需 要 降 温 的 时 长 为

2
3 +

 503-343 =6 

h.]

9.解:(1)由题图可知A=1,
2π
3-

π
6=

T
2=

1
2×

2π
ω
,得ω=2,

f
π
6  =sin2×π6+φ  =1,即π3+φ=π2+2kπ(k∈Z),

所以φ=
π
6+2kπ

(k∈Z),因为|φ|<
π
2
,所以φ=

π
6
,

所以函数f(x)的解析式为f(x)=sin2x+
π
6  .

(2)将f(x)图象上各点纵坐标保持不变,横坐标变为原来

的
1
2
,

得到y=sin4x+
π
6  的图象,再将所得图象上各点向右平

移
π
6

个单位长度,

得到g(x)=sin4x-
π
6  +π6  的图象,

可得g(x)=sin4x-
π
2  =-cos 

4x,

由4x=
π
2+kπ

(k∈Z),得x=
π
8+

kπ
4
(k∈Z),

所以g(x)的图象的对称中心为 π8+kπ4,0 (k∈Z),

令2kπ≤4x≤2kπ+π(k∈Z),得
kπ
2≤x≤

π
4+

kπ
2
(k∈Z),所

以g(x)的单调递增区间为 kπ2,π4+kπ2 (k∈Z).

阶段检测(六)

1.B [将函数g(x)=cos2x-
π
6  的图象向左平移

π
12

个单位

长度,可得函数f(x)=cos
 

2x 的图象,故选B.]

2.A [对于A,y=sin
 

x+cos
 

x= 2sin x+π4 ,其最小正周

期为2π,A正确;对于B,y=sin
 

xcos
 

x=
1
2sin

 

2x,其最小正

周期为π,B错误;对于C,y=sin2x+cos2x=1,为常值函数,
不存在 最 小 正 周 期,C错 误;对 于 D,y=sin2x-cos2x=
-cos

 

2x,其最小正周期为π,D错误.故选A.]

3.A [f(x)=sin 3ωx+
π
3    =sin(3ωx+π)=-sin

 

3ωx,

由T=
2π
3ω=π

,得ω=
2
3
,

即f(x)=-sin
 

2x,当 x∈ -
π
12
,π
6  时,2x∈ - π6,

π
3 ,sin

 

2x∈ -12,32 ,
∴-sin

 

2x∈ -
3
2
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,即f(x)∈ - 32,12 ,
所以f(x)min=-

3
2.

故选A.]

4.B [对 于 A,根 据 正 切 函 数 的 周 期 公 式 T=
π
|ω|

,得 函 数

f(x)的最小正周期为2π,选项A错误;

对于B,根据正切函数图象的对称中心为 kπ
2
,0  ,令12x+

π
3=

kπ
2
,解得x=kπ-

2π
3
,k∈Z,

所以当k=1时得到f(x)图象的一个对称中心为 π
3
,0  ,选

项B正确;

对于C,令
1
2x+

π
3
≠
π
2+kπ

,k∈Z,

解得x≠
π
3+2kπ

,k∈Z,

即f(x)的定义域为 x x≠
π
3+2kπ

,k∈Z ,选项C错误;

对于D,当x=
7π
3∈

5π
3
,8π
3  时,1

2x+
π
3=

3π
2
,函数没有意

义,选项D错误.
故选B.]

5.D [由 题 意,f(-x)=cos -x  -cos(-2x)=cos
 

x-
cos

 

2x=f x  ,所以该函数为偶函数.
又f (x)=cos

 

x -cos
 

2x = -2cos2x + cos
 

x+1=

-2cos
 

x-
1
4  

2

+
9
8
,

所以当cos
 

x=
1
4

时,f(x)取得最大值
9
8.故选D.]

6.B [因为f(x)=2sin
 

x+4cos
 

x=32sin(x+φ),其中sin
 

φ=
4
32

,cos
 

φ=
1
3
,

又当x=θ 时,函 数 f(x)取 得 最 大 值,所 以θ+φ=
π
2 +

2kπ,k∈Z,

所以θ=
π
2-φ+2kπ

,k∈Z,

则tan
 

θ=tan π
2-φ+2kπ  
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=tan π
2-φ  =

sin π
2-φ  

cos π2-φ  
=
cos

 

φ
sin

 

φ

=

1
3
4
32

=
2
4.

故选B.]

7.AB [由题意,可得
4
3-

1
3=1=

T
2⇒

2π
ω=2

,所以ω=π,

由题意可得 图 象 过 点 56,-1 ,可 得-1=cos π×56+
φ ,解得

5π
6+φ=π+2kπ

,k∈Z,又|φ|<
π
2
,可得φ=

π
6
,所

以f(x)=cos πx+π6 ,故C错误;

由f x+13 =cosπ x+13 +π6  =cos πx+π2 
=-sin

 

πx,f x+13 为奇函数,故A正确;

由f x+56 =cosπ x+56 +π6  =cos(πx+π)
=-cos

 

πx,f x+56 是偶函数,故B正确;

f 2
 

026
5  =f 404+ 65 =f 65 =cos π× 65 +

π
6 =cos41π30,f 2

 

025
7  =f 288+ 97 =f 97 =

cos π×97+π6 =cos61π42,
因为函数y=cos

 

x 在x∈(π,2π)上单调递增,

所以cos
41π
30<cos

61π
42
,

所以f 2
 

026
5  <f 2

 

025
7  ,故D错误.故选AB.]

8.BC [A选项,令f(x)=sin
 

2x=0,解得x=
kπ
2
,k∈Z,即为

f(x)的零点,

令g(x)=sin2x-
π
4  =0,解得x=

kπ
2+

π
8
,k∈Z,

即为g(x)的零点,
显然f(x),g(x)的零点不同,A选项错误;

B选项,显然f(x)max=g(x)max=1,B选项正确;

C选项,f(x),g(x)的最小正周期均为
2π
2=π

,C选项正确;

D选项,根据 正 弦 函 数 的 性 质,f(x)的 图 象 的 对 称 轴 满 足

2x=kπ+
π
2
,k∈Z,即x=

kπ
2+

π
4
,k∈Z,

g(x)的图象的对称轴满足2x-
π
4=kπ+

π
2
,k∈Z,即x=

kπ
2+

3π
8
,k∈Z,

显然f(x),g(x)图象的对称轴不同,D选项错误.
故选BC.]

9.
3
3 

[因为函数f(x)= 2cos x+π3+φ 是奇函数,

所以f(0)= 2cos
π
3+φ  =0,

所以
π
3+φ=kπ+

π
2
,k∈Z,解得φ=kπ+

π
6
,k∈Z,

则tan
 

φ=tan
π
6=

3
3.]

10.2,
π
3   [∵12T=

5π
6-

π
3=

π
2
,ω>0,

∴
π
ω=

π
2
,

∴ω=2.

又图象过点 π
3
,0  且

π
3

为单调递减区间上的零点,

∴
π
3ω+φ=π+2kπ(k∈Z),

∴φ=
π
3+2kπ

(k∈Z),而0<φ≤
π
2
,

∴φ=
π
3
,

∴点P(ω,φ)的坐标为 2,
π
3  .]

11.解:(1)因为f(x)=sin
 

ωxcos
 

φ+cos
 

ωxsin
 

φ,
所以 f(0)=sin(ω·0)cos

 

φ+cos(ω·0)·sin
 

φ=

sin
 

φ=-
3
2
,因为|φ|<

π
2
,所以φ=-

π
3.

(2)因为f(x)=sin
 

ωxcos
 

φ+cos
 

ωxsin
 

φ=sin(ωx+φ),所以

f(x)的最大值为1,最小值为-1.
若选条件①:因为f(x)=sin(ωx+φ)的最大值为1,最小值

为-1,所以f π3 = 2无解,故条件①不能使函数f(x)

存在.

若选条件②:因 为 f(x)在 - π3,2π3 上 单 调 递 增,且

f 2π3 =1,f -π3 =-1,
所以

T
2=

2π
3- -π3 =π,所以T=2π,ω=

2π
T=1

,

所以f(x)=sin(x+φ).

又因为f -π3 =-1,所以sin -π3+φ =-1,
所以-

π
3+φ=-

π
2+2kπ

,k∈Z,所以φ=-
π
6+2kπ

,k

∈Z.

因为|φ|<
π
2
,所以φ=-

π
6.所以ω=1,φ=-

π
6.

若选条件③:因 为 f(x)在 - π3,2π3 上 单 调 递 增,在

 -π2,-π3 上单调递减,所以f(x)在x=-
π
3

处取得最

小值-1,即f -π3 =-1.以下与条件②相同.

12.解:(1)因为f(x)=cos
ωx
2sin

ωx
2=

1
2sin

 

ωx,且y=f(x)的最

小正周期是4π,

所以T=
2π
ω=4π

,解得ω=
1
2
,

所以f(x)=
1
2sin

1
2x.

令
x
2=

π
2+kπ

,k∈Z,
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解得x=(2k+1)π,k∈Z,
即f(x)的图象的对称轴方程为x=(2k+1)π,k∈Z.

(2)由(1)知 f(x)=
1
2sin

x
2
,所 以g(x)=[f(x)]2+

3f(-x)f(π-x)=
1
4sin

2 x
2+

3
4sin -x

2 sin π2-x
2 

=
1
8-

1
8cos

 

x-
3
4sin

x
2cos

x
2

=
1
8-

1
8cos

 

x-
3
8sin

 

x

=
1
8-

1
4 12cos 

x+
3
2sin

 

x 
=
1
8-

1
4sin x+π6 .

令2kπ-
π
2≤x+

π
6≤

π
2+2kπ

,k∈Z,

得2kπ-
2π
3≤x≤

π
3+2kπ

,k∈Z,

所以g(x)的单调递减区间为 2kπ-2π3,π3+2kπ ,k∈Z.

课时作业(三十五)

1.B [由余弦定理得AC2=AB2+BC2-2AB·BCcos
 

B=49,
整理得BC2-8BC+15=0,解得BC=3或BC=5,经检验均

符合题意.
故选B.]

2.D [对于A,已知两角及其中一角的对边,三角形确定,只有

一解;对于B,已知两边及其夹角,用余弦定理,只有一解;对
于C,已知两边及其中一边的对角,且已知的是两边中较大边

所对的角,所以三角形有一解;对于D,bsin
 

A=16sin
 

45°=

82<a<b,有两解.故选D.]

3.C [由正弦定理
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,

得
4

sin
 

60°=

46
3
sin

 

B
,

解得sin
 

B=
2
2
,因 为a>b,所 以 A>B,又 因 为0°<B<

120°,所以B=45°.故选C.]

4.B [在△ABC 中,4c2+a2=b2,
由余弦定理得b2=4c2+a2=a2+c2-2accos

 

B,
则3c2=-2accos

 

B>0,
因此cos

 

B<0,即B 为钝角,所以△ABC 为钝角三角形.
故选B.]

5.D [因为A=105°,B=45°,所以C=180°-105°-45°=30°,

由正弦定理
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,得c=

bsin
 

C
sin

 

B =
2×

1
2
2
2

= 2,

因为sin
 

A=sin
 

105°=sin(60°+45°)

=sin
 

60°cos
 

45°+cos
 

60°sin
 

45°=
6+ 2
4

,

所以△ABC 的面积为
1
2bcsin

 

A=
1
2×2× 2×

6+ 2
4 =

3+1
2 .故选D.]

6.ABD [在△ABC 中,sin
 

A∶(sin
 

A+sin
 

B)∶(sin
 

B+
sin

 

C)=2∶5∶7,
由正弦定理得a∶(a+b)∶(b+c)=2∶5∶7,设a=2t(t>
0),
则a+b=5t,b+c=7t,得b=3t,c=4t,因此a∶b=2∶3,

a∶c=1∶2,A和B正确;
由c>b>a,得 C 为 △ABC 的 最 大 内 角,而 cos

 

C =
a2+b2-c2

2ab =-
1
4<0

,因此C 为钝角,

即△ABC 是钝角三角形,C错误,D正确.
故选ABD.]

7.ABD [对于A,a= 15,b=4,c=6,根据 15+4>6,可知

a,b,c可以构成三角形,
结合余弦定理,可得角 A,B,C 均有唯一解,所以△ABC 有

唯一解,A项符合题意;

对于B,由A=
π
3
,B=

π
6
,可得C=π-A-B=

π
2
,

所以△ABC 是以c 为斜边的直角三角形,结合a=2,可 知

△ABC 有唯一解,B项符合题意;

对于C,bsin
 

A=4×
11
4 = 11,

可得a=23∈(bsin
 

A,b),
所以△ABC 有两解,C项不符合题意;
对于D,由余弦定理得b2=c2+a2-2cacos

 

B,

即16=c2+12-2·23c·1
4
,

整理得c2- 3c-4=0,解得c=
3+ 19
2

(舍负),

所以△ABC 有唯一解,D项符合题意.
故选ABD.]

8.
3 15
16  [由cos

 

A=-
1
4

得sin
 

A=
15
4
,由正弦定理可得

BC
sin

 

A=
AC
sin

 

B
,所以sin

 

B=
ACsin

 

A
BC =

3 15
16 .]

9.
π
3 4 

[由acos
 

C+ 3asin
 

C-b-c=0及 正 弦 定 理 得

sin
 

Acos
 

C+ 3sin
 

Asin
 

C-sin
 

B-sin
 

C=0.因为sin
 

B=
sin(π-A-C)=sin(A+C)=sin

 

Acos
 

C+cos
 

Asin
 

C,所以

3sin
 

Asin
 

C-cos
 

A
 

sin
 

C-sin
 

C=0.由于sin
 

C≠0,所以

3sin
 

A-cos
 

A-1=0,所以sinA-
π
6  =12.又0<A<π,

故A=
π
3.由题意知△ABC 的面积S=

1
2bcsin

 

A= 3,

故bc=4①.而a2=b2+c2-2bccos
 

A,且a=2,故b2+c2=8
②,由①②得b=c=2,所以b+c=4.]

10.解:(1)利用正弦定理化简已知等式可得

3sin
 

Bsin
 

A=sin
 

Acos
 

B,

又sin
 

A>0,可得 3sin
 

B=cos
 

B,

可得
sin

 

B
cos

 

B=tan
 

B=
3
3
,B∈(0,π),

可得B=
π
6.

(2)因为sin
 

C= 3sin
 

A,由正弦定理得c= 3a,
又因为b=3,
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由余弦定理可得b2=9=a2+3a2-2×a× 3a×
3
2=a

2,

所以a=3,c= 3a=33.

11.解:(1)由题知sin
 

2C= 3sin
 

C,

即2sin
 

Ccos
 

C= 3sin
 

C,∵C∈(0,π),

∴sin
 

C>0,∴cos
 

C=
3
2
,C=

π
6.

(2)∵S△ABC=63,∴
1
2absin

 

C=63,解得a=43,由余

弦定理 得c2=a2+b2-2abcos
 

C,∴c2=48+36-2×

43×6×
3
2=12

,解得c=23(舍负),所以△ABC 的周长

为a+b+c=63+6.

课时作业(三十六)

1.C [在△ABD 中,由余弦定理BD2=AB2+AD2-2AB·

ADcos∠BAD,得 AB2 +2AB -8=0,解 得 AB =2 或

AB=-4(舍去),即AB=AD,∴∠ABD=
π
6.又△BCD 是

等边三角形,∴∠ABC=
π
6+

π
3=

π
2
,又BC=BD=23,

∴由勾股定理可得AC=4,∴△ABC 的周长为2+4+23=

6+23.故选C.]

2.D [记轮船行驶到某处的位置为A,灯塔

的位置为B,20分钟后轮船的位置为C,
如图所示.则AB=10,AC=6,∠CAB=
120°,所以BC2=102+62-2×10×6×

-
1
2  =196,所以 BC=14.故20分 钟

后,轮 船 与 灯 塔 的 距 离 为14
 

n
 

mile.故

选D.]

3.D [在 △ACD 中,∠ACD =30°,∠ADC =120°,又

∠ADB=75°,
所以∠BDC=45°,∠CAD=30°,∠ACD=∠CAD=30°,

所以AD=CD=103,
在△BCD 中,∠CBD=180°-(30°+45°+45°)=60°,

由正弦 定 理 得 BD=
CDsin∠BCD
sin∠CBD =

103sin
 

75°
sin

 

60° =5 2+

56,
在△ABD 中,由 余 弦 定 理 得 AB2=AD2+BD2-2AD·

BD·cos
 

∠ADB=(10 3)2+(5 2+5 6)2-2×10 3×

(52+56)×cos
 

75°=500,

所以AB=105,即 基 站 A,B 之 间 的 距 离 为10 5
 

km.故

选D.]

4.A [在Rt△ABE 中,AB=10,∠AEB=30°,则BE=20,
在△BED 中,∠DBE=45°,∠BED =105°,所 以 ∠BDE
=30°,

由正弦定理得
DE

sin∠DBE=
BE

sin∠BDE
,即 DE
sin

 

45°=
20

sin
 

30°
,解

得DE=202,
所以在等腰直角△DCE 中,直角边DC=20.
故选A.]

5.200 [在Rt△ABC 中,∠ACB=45°.

设AB=h,则BC=h,

在Rt△ABD 中,∠ADB=30°,所以BD= 3h.
在△BCD 中,∠CBD=30°,CD=200

 

m,
由余 弦 定 理 可 得 CD2 =BC2 +BD2 -2BC ·BD ·

cos∠CBD,即40
 

000=h2+3h2-2h· 3h· 3
2
,

解得h=200(舍负),
所以塔高AB=200

 

m.]

6.3 [在△ABC 中,AC=BC=1
 

km,C=120°,得A=30°,

由正弦定理
AB
sin

 

C=
BC
sin

 

A
,得 AB=

BCsin
 

C
sin

 

A =2×1×
3
2=

3(km).]

7.解:(1)由题意知AB=10(3+ 3)
 

n
 

mile,

∠DBA=90°-60°=30°,∠DAB=90°-45°=45°,
可得∠ADB=180°-(45°+30°)=105°,

sin
 

105°=sin(45°+60°)=sin
 

45°cos
 

60°+cos
 

45°sin
 

60°

=
2
2
1
2+

3
2  = 6+ 24 ,

在△DAB 中,由 正 弦 定 理 得
DB

sin∠DAB =
AB

sin∠ADB
,即

DB=
ABsin∠DAB
sin∠ADB =

10(3+ 3)×
2
2

6+ 2
4

=203(n
 

mile).

(2)在△DBC 中,∠DBC=∠DBA+∠ABC=30°+(90°-
60°)=60°,

BC=403n
 

mile,
由余弦定理得CD2=BD2+BC2-2BD·BC·cos∠DBC

=1
 

200+4
 

800-2×203×403×
1
2=3

 

600,

可得CD=60(n
 

mile),则需要的时间t=
60
30=2

(h).

所以救援船到达D 点需要2
 

h.

阶段检测(七)

1.B [∵A=
π
3
,a= 3,b=1,由正弦定理

a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,

得sin
 

B=
bsin

 

A
a =

3
2
3
=
1
2
,

又∵B∈(0,π),且b<a,∴B<A,

∴B=
π
6.故选B.]

2.A [在△ABC 中,因为a=5,b=7,c=4,

由余 弦 定 理 的 推 论 可 得cos
 

B=
c2+a2-b2

2ca =
16+25-49
2×4×5

=-
1
5
,

因为B∈(0,π),所以sin
 

B>0,

所以sin
 

B= 1-cos2B=
26
5
,

因此△ABC 的面积S△ABC=
1
2acsin

 

B=
1
2×5×4×

26
5

=46.
故选A.]
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3.B [由正弦定理可将(a+c)(sin
 

A-sin
 

C)=b(sin
 

A-sin
 

B)
化为(a+c)(a-c)=b(a-b),即a2+b2-c2=ab,
由余弦定理的推论可得

cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab =
ab
2ab=

1
2
,

又C∈(0,π),所以C=
π
3.

故选B.]

4.A [根据题意作出示意图如图,

由题意可知∠BAC=45°,∠ACB=75°,AB=30
 

n
 

mile,

sin
 

75°=sin(30°+45°)=sin
 

30°cos
 

45°+cos
 

30°sin
 

45°

=
2+ 6
4

,

在△ABC 中,由 正 弦 定 理 可 知
BC

sin∠BAC=
AB

sin∠ACB
,即

BC
2
2

=
30
2+ 6
4

,

解得BC=30(3-1)(n
 

mile).
甲船的行驶时间为30÷15=2(h),

所以乙船的速度为30(3-1)÷2=15(3-1)(n
 

mile/h).
故选A.]

5.C [因为B=
π
3
,b2=

9
4ac

,

则由正弦定理得

sin
 

Asin
 

C=
4
9sin

2B=
1
3.

由余弦定理 可 得b2=c2+a2-2cacos
 

B=a2+c2-ac=
9
4ac

,

即a2+c2=
13
4ac

,根据正弦定理得sin2A+sin2C

=
13
4sin

 

Asin
 

C=
13
12
,

所以(sin
 

A+sin
 

C)2=sin2A+sin2C+2sin
 

Asin
 

C=
7
4
,

因为A,C 为三角形内角,

则sin
 

A>0,sin
 

C>0,则sin
 

A+sin
 

C=
7
2.

故选C.]

6.B [如 图 所 示,根 据 题 意 过 C 作

CE∥C'B',交BB'于E,过B 作BD∥
A'B',交 AA'于 D,则 BE=100,

C'B'=CE=
100
tan

 

15°.

在△A'C'B'中,∠C'A'B'=75°,

则BD=A'B'=
C'B'×sin

 

45°
sin

 

75° .

 又 在 B 点 处 测 得 A 点 的 仰 角 为45°,所 以 AD=BD=
C'B'×sin

 

45°
sin

 

75°
,所 以 高 度 差 AA'-CC'=AD +BE =

C'B'×sin
 

45°
sin

 

75° +100=

100
tan

 

15°×sin
 

45°

sin
 

75° +100=
100sin

 

45°
sin

 

15° +

100=
100×

2
2

2
2×

3
2-

1
2  

+100=100(3+1)+100≈373.故

选B.]

7.BC [由题意可知,cos
 

C= 1-sin2C=
1
4
,B正确;

对于A,C,由余弦定理得c2=a2+b2-2abcos
 

C=9+16-

2×3×4×
1
4=19

,

得c= 19,则a+b+c=7+ 19,A错误,C正确;

对于 D,由 余 弦 定 理 的 推 论 得 cos
 

B =
c2+a2-b2

2ca =

19+9-16
2× 19×3

=
2 19
19

,D错误.

故选BC.]

8.AD [对 于 A,由 正 弦 定 理 得
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,因 为sin

 

B>

sin
 

C,所以b>c,则B>C,故A正确;对于B,因为a=26,

b=4,A=
π
4
,由 正 弦 定 理 得

a
sin

 

A =
b
sin

 

B
,则 sin

 

B=

bsin
 

A
a =

4×
2
2

26
=
3
3
,因 为 a>b,所 以 A >B,则 B∈

0,
π
4  ,所以三角形有一解,故B错误;

对于C,因为bcos
 

B-ccos
 

C=0,
所以sin

 

Bcos
 

B-sin
 

Ccos
 

C=0,即sin
 

2B=sin
 

2C,所以

2B=2C 或2B+2C=π,即B=C 或B+C=
π
2
,所以△ABC

为等腰三角形或直角三角形,故C错误;

对于 D,因 为△ABC 的 面 积S=
1
4
(a2+b2-c2),所 以

1
2absin

 

C=
1
4×2abcos

 

C,即sin
 

C=cos
 

C,因 为C∈(0,

π),所以C=
π
4
,故D正确.

故选AD.]

9.1+ 6 
3- 6
6  [△ABC 中,a=3,c=2,A=60°,

则a2=b2+c2-2bccos
 

A,即32=b2+22-2b×2×cos
 

60°,

所以b=1+ 6(舍负),

又cos
 

B=
c2+a2-b2

2ca
,

所以cos
 

B=
22+32-(1+ 6)2

2×2×3 =
3- 6
6 .]

10.
32+ 6
3  [在 △ABC 中,因 为 A =

π
3
,B=

π
4
,所 以

C=
5π
12
,

sin
 

C =sin π4 + π6 =sin π4cos π6 + cosπ4sinπ6
=
2+ 6
4

,
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由正弦定理得
BC
sin

 

A=
AB
sin

 

C
,

则AB=
BCsin

 

C
sin

 

A =
2×

2+ 6
4
3
2

=
32+ 6
3 .]

11.解:连接AC,如图所示.
在△ABC 与△ADC 中分别使用余弦

定理可得

AC2=AB2+BC2-2AB×BCcos
 

B,

AC2=AD2+CD2-2AD×CDcos
 

D.
又因为B+D=180°,
所以cos

 

D=cos(180°-B)=-cos
 

B,

因此22+(42)2-2×2×42cos
 

B=(25)2+42+2×

25×4cos
 

B.
解得cos

 

B=0,因此cos
 

D=0,则B=D=90°.

所以四边形ABCD 的面积为
1
2×2×42+

1
2×4×25=

4(2+ 5).
12.解:(1)由 余 弦 定 理,可 知 AC2=AB2+BC2-2AB ·

BC·cos
 

B=9+12-12=9,所以AC=3.

所以cos
 

A=
AB2+AC2-BC2

2AB·AC =
9+9-12
2×3×3=

1
3.

(2)如 图,因 为 D 在 BA 的 延 长 线 上,

AE⊥AC,所以∠BAC+∠DAE=90°,因

为cos∠BAC=
1
3
,所以sin∠DAE=

1
3.

因为cos
 

B=
3
3
,B∈(0,π),

所以sin
 

B=
6
3.

因为DE∥BC,所以∠B+∠ADE=180°,

所以sin∠ADE=
6
3.

在△ADE 中, AE
sin∠ADE=

DE
sin∠DAE

,即
AE
6
3

=
6
1
3

,解 得

AE=6.

在Rt△ACE 中,CE= AC2+AE2= 32+62=35.

课时作业(三十七)

1.D [因为OA→-OB→=BA→,故A错误;

因为AB→+BA→=AB→-AB→=0,故B错误;

因为0-AB→=-AB→=BA→,故C错误;

根据向量加法的三角形法则可知AB→+BC→+CA→=0,故D正

确.故选D.]

2.A [对于A,向量AB→ 与向量BA→ 的长度相等,方向相反,故
正确;
对于B,当a 或b为零向量时,零向量与任意向量平行,但是

方向任意,故错误;
对于C,若a 与b 方 向 相 反 时,有|a|+|b|=|a-b|,若

|a|+|b|=|a-b|,则当a 或b为零向量时,不能推出a 与b
方向相反,故错误;

对于D,当a+b=0时,因 为 零 向 量 的 方 向 任 意,所 以 这 时

a+b的方向不与a,b的方向相同,故错误.
故选A.]

3.A [若a∥b,则a=λb.

若2e1-e2=λ -e1+
1
2e2  ,

知e1,e2 是同一平面内两个不共线的向量,

则

-λ=2,

1
2λ=-1

, 解得λ=-2,选项A正确;

若e1+2e2=λ(2e1+e2),
知e1,e2 是同一平面内两个不共线的向量,

则
2λ=1,

λ=2, λ无解,选项B错误;

若e1-2e2=λ(e1+2e2),
知e1,e2 是同一平面内两个不共线的向量,

则
λ=1,

2λ=-2, λ无解,选项C错误;

若e1-e2=λ(2e1-4e2),
知e1,e2 是同一平面内两个不共线的向量,

则
2λ=1,

-4λ=-1, λ无解,选项D错误.

故选A.]

4.B [∵AB→=3e,CD→=-3e,∴AB→=-CD→,
∴四边形ABCD 是平行四边形,

又∵|AD→|=3,∴四边形ABCD 是菱形.故选B.]

5.B [设c=λa+μb=(λ+μ)m+(λ-μ)n,
又c=2m-7n,m,n 是两个不共线的非零向量,

所以
λ+μ=2,

λ-μ=-7, 解得
λ=-

5
2
,

μ=
9
2.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 故选B.]

6.D [因为在△ABC 中,BD→=3DC→,

所以AD→-AB→=3(AC→-AD→),化简得AD→=14AB→+34AC→,

因为AF→=2FC→=23AC→,E 是AD 的中点,

所 以 EF→ =AF→ -AE→ =
2
3 AC→ -

1
2 AD→ =

2
3AC→ -

1
2
1
4AB→+34AC→  =724AC→-18AB→.

故选D.]

7.BCD [对于 A,因为 MB→+DA→+BM→=MB→+BM→+DA→=
DA→,所以A错误;

对于B,因为(AD→+MB→)+(BC→+CM→)=AD→+MB→+BM→=
AD→,所以B正确;

对于C,因为AB→+CD→+BC→=AB→+BC→+CD→=AC→+CD→=
AD→,所以C正确;

对于D,因为OC→+CD→+AO→=OD→-OA→=AD→,所以D正确.
故选BCD.]

8.ABC [对于A,因为EF=
1
2BC=CD,EF∥CD,所以EF→=

CD→,故A正确;

对于B,因为DE∥AB,所以AB→ 与DE→ 共线,故B正确;
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对于C,因为 BD=CD,所 以 BD→ 与CD→ 是 相 反 向 量,故 C
正确;

对于D,AE→=12AC→,故D错误.故选ABC.]

9.CD [如图所示,

对于A,BC→=AC→-AB→,故A
错误;

对 于 B,CD→=CA→+AD→=

CA→ +
2
3
(CB→ -CA→)=

1
3CA→+23CB→,故B错误;

对于C,AE→=12(AC
→+AD→)=12(AC

→+ 23AB→)=13AB→+

1
2AC→,故C正确;

对于D,AC→=AB→+BC→=3DB→+BC→=3(CB→-CD→)-CB→=
2CB→-3CD→,故D正确.
故选CD.]

10.b-a -a-b [如图,DC→=AB→=
OB→-OA→=b-a,

BC→=OC→ -OB→ = -OA→ -OB→ =
-a-b.]

11.4 [由BD→=k(AC→-AD→),

可得AD→-AB→=k(AB→+BC→-AD→),

整理得AD→=AB→+ k
k+1BC

→=AB→- k
k+1CB

→,

又AD→=AB→-45CB→,

所以-
k

k+1=-
4
5
,解得k=4.]

12.1 [∵OA→=3a+5b,OB→=4a+7b,OC→=a+mb,

∴AB→=OB→-OA→=a+2b,AC→=OC→-OA→=-2a+(m-
5)b,

∵A,B,C 三点共线,

不妨设AB→=λAC→,
∴a+2b=λ[-2a+(m-5)b]=-2λa+λ(m-5)b,

∴
1=-2λ,

2=λ(m-5), 解得λ=-
1
2
,m=1.]

课时作业(三十八)

1.D [∵a=(1,1),b=(1,-1),

∴
1
2a=

1
2
,1
2  ,32b= 3

2
,-
3
2  ,

∴
1
2a-

3
2b=

1
2-

3
2
,1
2+

3
2  =(-1,2).

故选D.]

2.C [能作为基底的向量不可以是共线向量,
对于A,因为e1=(1,3),e2=(-2,-6),所以1×(-6)=
3×(-2),故e1∥e2,所以不可以作基底,故A错误;

对于B,因为e1=(2,1),e2=(2,2),所以 2× 2=2=1×
2,故e1∥e2,所以不可以作基底,故B错误;
对于C,因为e1=(1,2),e2=(2,-1),所以1×(-1)≠2×

2,故e1,e2 不共线,所以可以作基底,故C正确;
对于D,因为e1=(-3,-4),e2=(3,4),所以-3×4=-4×
3,故e1∥e2,所以不可以作基底,故D错误.
故选C.]

3.D [由题意可知P1P2
→=(3,-3).

若P1P
→=13P1P2

→,则P 点坐标为(2,2);

若P1P
→=23P1P2

→,则P 点坐标为(3,1).

故选D.]

4.A [因为AE→=3EF→,

所以AF→=AB→+BF→=AB→+34ED→=AB→+34(EA→+AD→)=

AB→+34(-AE→+AD→),

所以
4
3AE→=AB→+34AD→-34AE→,整理得 AE→=1225 AB→+

3
4AD→ =1225a+925b.

故选A.]

5.B [建立如图所示的坐标系,则a=(-1,1),b=(6,2),c=
(-1,-3),

∵c=λa+μb,

∴(-1,-3)=λ(-1,1)+μ(6,2),

∴
-λ+6μ=-1,

λ+2μ=-3, ∴λ=-2,μ=-
1
2
,

∴λ+μ=-
5
2.故选B.]

6.B [因为D 为BC 边上靠近点C
的三等分点,E 为线段AD(含端

点)上一动点,

所 以 当 E,D 不 重 合 时,ED→=

EB→+BD→=EB→+23BC→=EB→+

2
3
(EC→-EB→)=13EB→+23EC→,

因为ED→=λEB→+μEC
→(λ,μ∈R),

所以
λ=

1
3
,

μ=
2
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

当E,D 重合时,ED→=0,此时0=ED→=kEB→+2kEC→,k∈Z,
则必有μ=2λ成立,
综上,都有μ=2λ成立,即只有选项B始终成立.
故选B.]

7.AB [∵a=(1,3),b=(-2,1),∴a+b=(-1,4),a-b=
(3,2),

b-a=(-3,-2),-a-b=-(a+b)=(1,-4).
故选AB.]
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8.ACD [对 于 A,因 为 OC→=(-2,1),BA→=(2,-1),所 以

OC→=-BA→,
又直线OC,BA 不重合,所以直线 OC 与BA 平 行,选 项 A
正确;

对于B,因为AB→+BC→=AC→≠CA→,所以选项B错误;

对于C,因为OA→+OC→=(0,2)=OB→,所以选项C正确;

对于D,因为AC→=(-4,0),OB→-2OA→=(0,2)-2(2,1)=
(-4,0),所以选项D正确.故选ACD.]

9.ACD [对于A,∵E 为AC 边的中点,

∴BA→+BC→-2BE→=2BE→-2BE→=0,A正确;

对于B,AB→+AC→+BC→=AB→+BC→+AC→=2AC→≠0,B错误;

对于C,∵BA→·BE→=BC→·BE→,∴BA→· 1
2
(BA→+BC→)=

BC→·1
2
(BA→+BC→),

∴BA→2+BA→·BC→=BC→2+BA→·BC→,

∴BA→2=BC→2,∴|BA→|=|BC→|,C正确;

对于D,
AB→

|AB→|
,AC→

|AC→|
,AD→

|AD→|
分别表示与 AB→,AC→,AD→ 同向

的单位向量,

∴
AB→

|AB→|
+

AC→

|AC→|
表示∠BAC 的平分线的向量,

∵
AB→

|AB→|
+

AC→

|AC→|
=
3AD→

|AD→|
,∴AD 为∠BAC 的平分线.

故选ACD.]

10.(2,4) [∵在梯形ABCD 中,CD=2AB,AB∥CD,∴DC→=
2AB→,设点D 的坐标为(x,y),

则DC→=(4-x,2-y),又AB→=(1,-1),
∴(4-x,2-y)=2(1,-1),

即
4-x=2,

2-y=-2, ∴
x=2,

y=4, 
∴点D 的坐标为(2,4).]

11. 45,35  [∵AB→=(4,3),∴与向量AB→ 方向相同的单位

向量为

AB→

|AB→|
=
1
5
(4,3)= 45,35 .]

12.
7
10 

[由题意得AP→= m+110 AB→+ 110BC
→= m+110 ·

AB→+110(AC
→-AB→)=mAB→+110AC

→,

因为 N 为线段AC 上靠近A 点的三等分点,

所以AP→=mAB→+310AN→,

又B,P,N 三点共线,所以
3
10+m=1,则m=

7
10.]

课时作业(三十九)

1.A [因为|a|= 32+42=5,|b|= 52+122=13,a·b=
3×5+4×12=63,

设a 与b的夹角为θ,所以cos
 

θ=
63
5×13=

63
65.]

2.A [∵向量a=(1,-1),b=(-2,3),c=(1,1),

∴a+b=(-1,2),

∴(a+b)·c=(-1,2)·(1,1)=-1×1+2×1=1.
故选A.]

3.C [因为a=(m,1),b=(0,3),

所以|a|= m2+1,a·b=m×0+1×3=3.
因为a⊥(a-b),所以a·(a-b)=0,
即a2-a·b=m2+1-3=0,

解得m=± 2.故选C.]

4.A [因为b=(3,4),所以|b|= 32+42=5,

所以a 在b上的投影向量的坐标为
a·b
|b|2

b=
-5×5
52

b=-b=

(-3,-4).
故选A.]

5.C [设|a|=|b|=|c|=m(m>0),
因为3a+4b+5c=0,所以3a+4b=-5c,
两边平方得9|a|2+24a·b+16|b|2=25|c|2,
代入|a|=|b|=|c|=m,
得9m2+24a·b+16m2=25m2,所以a·b=0.
故选C.]

6.D [因为AD→=2DB→,则AD→=23AB→,

设CP→=kCD→(0≤k≤1),

则AP→-AC→=k(AD→-AC→),则AP→=23kAB→-kAC→+AC→,又

AP→=mAC→+12AB→,

则(m-1)AC→+12AB→=k 2
3AB→-AC→  ,

故

m-1=-k,

1
2=

2
3k
, 解得k=

3
4
,m=

1
4
,

因为AC=3,AB=22,∠BAC=
π
4
,

则AP→·CD→=AP→·(AD→-AC→)= 14AC→+ 12AB→ ·

 23AB→-AC→ = 13AB→2-
1
4AC→2-

1
3AB→·AC→= 83 -

9
4-

1
3×3×22×

2
2=-

19
12.故选D.]

7.ABC [对于A,AC→-AE→=EC→,而EC→ 与BF→ 为相反向量,故

A错误;

对于B,由正六边形的 性 质 知 AD 平 分 等 边△ACE 的 内 角

∠EAC 交EC 于H,

所以AC→+AE→=2AH→,
在 Rt△EDH,Rt△AEH 中,|AH→|= 3|EH→|=3|DH→|,

∠DEH=∠EAH=
π
6
,
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所以|AD→|=4|DH→|=43|AH→|,所以AC→+AE→=32AD→,故

B错误;

对于C,因为AB→=-DE→,所以AD→·AB→=-AD→·DE→,故C
错误;

对于D,由正六边形的性质知∠ABD=
π
2
,所以 AD→ 在AB→

上的投影向量为AB→,故D正确.
故选ABC.]

8.ACD [对于A,a+b=(3,0),则|a+b|=3,a-2b=(0,3),
则|a-2b|=3,
所以|a+b|=|a-2b|,故A正确;
对于B,a-b=(1,2),又b=(1,-1),

则
1
1
≠
2
-1
,所以a-b与b不平行,故B错误;

对于C,a+2b=(4,-1),

又|a|= 22+12= 5,a·(a+2b)=4×2+(-1)×1=7,

故投影向量为
a·(a+2b)

|a|
· a
|a|=

7
5a
,故C正确;

对于D,由题可得cos<a,b>=
a·b
|a||b|

=
2×1+1×(-1)

22+12× 12+(-1)2
=
10
10

,又<a,b>∈[0,π],

所以sin<a,b>= 1-cos2<a,b>=
3 10
10

,故 D 正 确.故

选ACD.]

9.AC [由|a|=1,|b|=2,|a+2b|= 13,
可得|a+2b|2=(a+2b)2=a2+4a·b+4b2=13,
将|a|=1,|b|=2代入,可得a·b=-1,故A正确;
因为(a+b)·(a-b)=a2-b2=-3≠0,故B错误;
由|a-2b|2=a2-4a·b+4b2=21,

可得|a-2b|= 21,故C正确;
设a与b的夹角为θ,则a·b=|a||b|cos

 

θ=-1,

故cos
 

θ=-
1
2
,又0≤θ≤π,则θ=

2π
3
,故D错误.故选AC.]

10.11 [设a 与b的夹角为θ,因为a 与b 的夹角的余弦值为

1
3
,即cos

 

θ=
1
3
,

又|a|=1,|b|=3,所以a·b=|a||b|cos
 

θ=1×3×
1
3=1

,

所以(2a+b)·b=2a·b+b2=2a·b+|b|2=2×1+
32=11.]

11.23 [由 题 意 得,a·b=|a||b|cos
 

60°=1,|a+2b|=

a2+4b2+4a·b= 4+4+4=23.]

12.-
5
2 

[因为a=(4,-3),b=(0,-2),

则a-tb=(4,-3)-(0,-2t)=(4,2t-3),|a|=

42+(-3)2=5,|b|= 0+(-2)2=2,

a·c=16-3(2t-3)=25-6t,

b·c=-2(2t-3)=6-4t,
若<a,c>=<b,c>,

则
a·c
|a||c|=

b·c
|b||c|

,即a·c
|a|=

b·c
|b|

,即25-6t
5 =

6-4t
2
,解

得t=-
5
2.]

课时作业(四十)

1.B [设水流速度为v1,船在静水中的速度为v2,实际行驶速

度v=v1+v2,
根据题意,可得|v1|=2,|v|=8,且v1⊥v,

所以|v2|= |v1|2+|v|2= 22+82=2 17
 

m/s,

即小船实际航行的速度大小为2 17
 

m/s.
故选B.]

2.B [连接AB,OM,如图,

则MA→·MB→=(MO→+OA→)·(MO→+
OB→)=(MO→+OA→)·(MO→-OA→)=
MO→2-OA→2=MO→2-1,
根据图形知,当点 M 位于正六边形

各边的中点时,此时|MO|取得最小

值为 3,|MO→|2-1取 得 最 小 值

为2,

所以 MA→·MB→ 的最小值是2.
故选B.]

3.A [∵△ABC 的面积为 3,

∴
1
2|AB
→||AC→|sin∠BAC=12|AB

→||AC→|·sinπ3=
3
4|AB
→|·

|AC→|= 3,

∴|AB→||AC→|=4,

∴AB→·AC→=|AB→||AC→|cos∠BAC=4cosπ3=2,

∵AD→=2DB→,∴AB→=32AD→,

由AP→=mAC→+12AB→,得AP→=mAC→+34AD→,

∵C,P,D 三点共线,∴m+
3
4=1

,

解得m=
1
4.

∴|AP→|2= 1
4AC→+12AB→  

2

=
1
16AC
→2+

1
4AB→2+

1
4AC→·

AB→=116AC
→2+

1
4AB→2+

1
2 ≥2×

1
4|AC
→|× 12|AB→|+

1
2=

3
2
,

当且仅当|AC→|=2|AB→|时取等号,

∴|AP→|min=
6
2.

故选A.]

4.ABD [对于A,∵AD→=12(AB→+AC→),

即
1
2AD→-12AB→=12AC→-12AD→,即BD→=DC→,

即点D 是边BC 的中点,故A正确;

对于B,AD→·BC→=13 AB→·BC→

|AB→|cos
 

B
+

AC→·BC→

|AC→|cos
 

C 
=
1
3
(-|BC→|+|BC→|)=0,

即AD⊥BC,
故直线AD 过△ABC 的垂心,故B正确;
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对于C,∵AD→=2AB→-AC→,

即AD→-AB→=AB→-AC→,即BD→=CB→,
即点D 在边CB 的延长线上,故C错误;

对于D,∵AD→=xAB→+yAC→,且x+y=
1
2
,

设AM→=2AD→,

则AM→=2AD→=2xAB→+2yAC→,且2x+2y=1,

故 M,B,C 三点共线,且|AM→|=2|AD→|,
即△BCD 的 面 积 是△ABC 的 面 积 的 一 半,故 D 正 确.故

选ABD.]

5.
3+22
3  [由BD→=2DC→,得AD→-AB→=2(AC→-AD→),

即AD→=13AB→+23AC→= 13mAE→+23nAF→,

∵D,E,F 三点共线,

∴
1
3m+

2
3n=1

,

∴m+n=
1
3
(m+n)1m+

2
n  

=
1
3 3+

n
m +

2m
n  ≥3+223 ,

当且仅当m=
2+1
3

,n=
2+2
3

时取等号,

所以m+n 的最小值为
3+22
3 .]

6.-
1
16 

[法一(极化恒等式):如图1,

取OB 的中点D,连接PD,则OP→·

BP→=|PD→|2-|OD→|2=|PD→|2-
1
4
,即求PD 的最小值.

由图可知,当PD⊥AB 时,

PDmin=
3
4
,

则OP→·BP→ 的最小值是-
1
16.

法二(坐标法):以OB 所在的直

线为x 轴,过点 A 且垂直于OB
的直线为y 轴,建立如图2所示

的平面直角坐标系,

则 A 0,
3
2  ,O -

1
2
,0  ,

B 1
2
,0  ,可得直线 AB 的方程

为2x+
23
3y=1,设P x,

3
2
(1-2x)  ,则OP→= x+12,

3
2
(1-2x) ,

BP→= x-12,32(1-2x) ,
所以OP→·BP→=4x2-3x+

1
2=4x-

3
8  

2

-
1
16
,

当x=
3
8

时,OP→·BP→ 取得最小值-
1
16.]

课时作业(四十一)

1.C [(1+5i)i=-5+i,其虚部为1.故选C.]

2.B [法一:由i·z+2=2i,得i·z=-2+2i,则 z=
-2+2i
i =

(-2+2i)(-i)
-i2

=2+2i,

得|z|= 22+22=22.故选B.
法二:由i·z+2=2i,得i·z=-2+2i,

∴|iz|=|-2+2i|,∴|z|=22.]

3.D [由复数的几何意义可知,CA→=CB→+BA→=(-1,-3)+
(-2,-1)=(-3,-4),所以向量CA→ 对应的复数是-3-
4i.故选D.]

4.B [在复平面内,复数
-2-i
1+i=

(-2-i)(1-i)
(1+i)(1-i)=-

3
2+

1
2i

对应的点为 -32,12 ,所在的象限为第二象限.

故选B.]

5.D [因为复数z=1+i是方程z2+az+b=0的根,

所以复数z=1-i也是方程z2+az+b=0的根,

所以-a=(1+i)+(1-i),且b=(1+i)(1-i),

即a=-2,b=2,则a+2b=2.故选D.]

6.C [对于A选项,eπi=cos
 

π+isin
 

π=-1,A错误;

对于B选项,e
πi
2=cos

 π
2+isin

 π
2=i

,为纯虚数,B错误;

对于C选项, exi

3+i
=
cos

 

x+isin
 

x
3+i

=
|cos

 

x+isin
 

x|
|3+i|

=
cos2x+sin2x
(3)2+1

=
1
2
,C正确;

对于D选项,2∈ π2,π ,则cos 

2<0,sin
 

2>0,所 以 复 数

e2i=cos
 

2+isin
 

2在 复 平 面 内 对 应 的 点 位 于 第 二 象 限,D
错误.
故选C.]

7.ACD [对于A,由共轭复数的定义知,z=3+2i的共轭复数

为􀭵z=3-2i,故A正确;

对于B,复 数z=3+2i的 模|z|= 32+22 = 13,故 B
错误;

对于C,z2=(3+2i)2=32+2×3×2i+(2i)2=9+12i-4=
5+12i,故C正确;

对于D,
z+3
z-i=

3+2i+3
3+2i-i=

6+2i
3+i=

2(3+i)
3+i =2∈R,故 D正

确.故选ACD.]

8.BCD [若z=i,满足|z|=1,故A错误;

若z=2+3i,则z=2-3i,故B正确;

若z 的实部是1,则点P 的集合所构成的图形是直线,故C
正确;

若1≤|z|≤ 2,

则点P 的集合所构成的图形是以原点为圆心,1,2为半径的

两个圆所夹的圆环,

故所求面积为π×(2)2-π×12=π,故D正确.
故选BCD.]
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9.ABC [满足|z-1+i|=3的复数z
在复平 面 内 对 应 点 的 轨 迹 是 以(1,

-1)为圆心,3为半径的圆,如图,由
图可知,虚部最大的复数z=1+2i,
即复数z 虚 部 的 最 大 值 为2,故 A
正确;
实部最小的复数z=-2-i,实部最

大的复数z=4-i,所 以 实 部 的 取 值 范 围 是[-2,4],故 B
正确;

|z+1+i|表示复数z 在复平面内对应的点到(-1,-1)的距

离,所以|z+1+i|的最小值为3-2=1,故C正确;
由图可知,复数z 在复平面内对应的点位于第一、二、三、四
象限,故D错误.故选ABC.]

10.2 [∵m-2+(m2-4)i≥0(m∈R),

∴
m2-4=0,

m-2≥0, 解得m=2.]

11. 10 [3+ii =
|3+i|
|i| =

10
1 = 10.]

12.-8 [由棣莫弗公式[r(cos
 

θ+isin
 

θ)]n

=rn(cos
 

nθ+isin
 

nθ),

可得 2cos
π
6+isin

π
6    

4

=24 cos2π3+isin2π3 =16 -12+ 32i  
=-8+83i,
故所求的实部为-8.]

阶段检测(八)

1.C [若z=-1-i,

则|z|= (-1)2+(-1)2= 2.故选C.]

2.D [由z=1-2i,得z·􀭵z=|z|2=1+4=5.
故选D.]

3.C [对于A,QC→+QP→+CQ→=QC→+CQ→+QP→=QP→≠PQ→,所
以A错误;

对于B,AB→+(PA→-BQ→)=(AB→+PA→)-BQ→=PB→+QB→≠

PQ→,所以B错误;

对于C,(AB→+PC→)+(BA→-QC→)=(AB→+BA→)+PC→+CQ→=

PQ→,所以C正确;

对于D,PA→+BA→-BQ→=PA→+BA→+QB→=PA→+QA→≠PQ→,
所以D错误.故选C.]

4.C [对于A,当a⊥b时,则a·b=0,
所以x·(x+1)+2x=0,解得x=0或x=-3,即必要性不

成立,故A错误;

对于B,当a∥b时,则2(x+1)=x2,解得x=1± 3,即必要

性不成立,故B错误;
对于C,当x=0时,a=(1,0),b=(0,2),故a·b=0,
所以a⊥b,即充分性成立,故C正确;

对于D,当x=-1+ 3时,不满足2(x+1)=x2,所以a∥b
不成立,即充分性不成立,故D错误.
故选C.]

5.C [法一:设b=(x,y),则a-b=(2-x,-y).由|a-b|=
2,得(2-x)2+(-y)2=4,即(x-2)2+y2=4,所以点(x,

y)的 轨 迹 是 圆 心 为 (2,0),半 径 r=2 的 圆.又|b|=

x2+y2= (x-0)2+(y-0)2,点(0,0)在点(x,y)的轨

迹圆上,所以|b|max=2r=4.故选C.

法二:令原点为O(0,0),OA→=a,OB→=b,则|a-b|=|OA→-
OB→|=|BA→|=2,所以点B 在以A(2,0)为圆心,2为半径的

圆上.所以|b|max=|OB
→|max=4.故选C.

法三(三角不等式):因为a=(2,0),所以|a|=2,所以2=
|a-b|≥|b|-|a|,即|b|≤2+|a|=2+2=4,当且仅当a
与b同向时等号成立,所以|b|的最大值为4.故选C.]

6.C [∵|OA→|=|OB→|=|OC→|,∴O 到△ABC 三个顶点的距

离相等,

∴O 是△ABC 的外心.

∵NA→+NB→+NC→=0,
∴N 是△ABC 的重心.

∵PA→·PB→=PB→·PC→=PC→·PA→,

∴PB→·(PA→-PC→)=0,PB→·CA→=0,

∴PB→⊥CA→,

同理得到PC→⊥AB→,PA→⊥CB→,
∴P 是△ABC 的垂心.故选C.]

7.AB [因为z=
2+4i
1+i=

(2+4i)(1-i)
(1+i)(1-i)=3+i

,所以z-3=i为

纯虚数,故选项A,B正确;

z=3+i,则z 在复平面内对应的点(3,1)位于第一象限,故选

项C错误;

|z-2|=|1+i|= 12+12= 2,故选项D错误.
故选AB.]

8.ACD [因为a=(1,2),b=(3,1),

则|a|= 5,|b|= 10,a·b=1×3+2×1=5.
对于A,(a-b)·a=a2-a·b=5-5=0,
即(a-b)⊥a,故A正确;
对于B,因为1×1≠2×3,
所以a,b不共线,故B错误;
对于C,设a 与b的夹角为θ,

则cos
 

θ=
a·b
|a||b|=

5
5× 10

=
2
2
,

又θ∈[0,π],

即a 与b的夹角为
π
4
,故C正确;

对于D,a 在b 上的投影向量是
a·b
|b|2  b=12b= 3

2
,1
2  ,

故D正确.
故选ACD.]

9.15 [∵a∥b,∴2k=5×6,解得k=15.]

10.3 [由|a-b|= 3,得a2-2a·b+b2=3,
即2a·b=a2+b2-3.
由|a+b|=|2a-b|,
得a2+2a·b+b2=4a2-4a·b+b2,
整理得3a2-6a·b=0,
所以3a2-3(a2+b2-3)=0,

所以b2=3,所以|b|= 3.]

11.解:由z1=z2,得
m=2cos

 

θ,

4-m2=λ+3sin
 

θ, 
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消去m,可得λ=4sin2θ-3sin
 

θ=4 sin 

θ-
3
8 

2

-
9
16.

由于-1≤sin
 

θ≤1,可得-
9
16≤λ≤7

,即λ 的取值范围是

 -916,7 .

12.解:(1)依题意有AO→=mAB→+nAC→(m,n∈R),

因为AD→=3DC→,所以AD→=34AC→,

因为B,O,D 三点共线,所以 AO→=mAB→+(1-m)AD→=

mAB→+3-3m4 AC→,

因为AE→=2EB→,所以AE→=23AB→,

因为C,O,E 三 点 共 线,所 以 AO→=nAC→+(1-n)AE→=

nAC→+2-2n3 AB→,

根据平面向量基本定理,可得

m=
2-2n
3

,

3-3m
4 =n,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

m=
1
3
,

n=
1
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以m+n=
1
3+

1
2=

5
6.

(2)延长AO 与BC 交于点F,因为B,F,C 三点共线,

所以设AF→=tAB→+(1-t)AC→,

又因为 AO→= 13AB→+ 12AC→,且 AF→∥AO→,所 以 设 AO→=

λAF→,

即
1
3AB→+12AC→=λ[tAB→+(1-t)AC→]=λtAB→+λ(1-

t)AC→,

所以
λt=

1
3
,

λ(1-t)=
1
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解 得

t=
2
5
,

λ=
5
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 所 以 AO→= 56AF→,则

OF→=16AF→.所以
S'
S =

1
6.

课时作业(四十二)

1.C [对于A,an-an-1=
1
n -

1
n-1=-

1
n(n-1)<0

,故{an}

为递减数列,故A不符合题意.
对于B,an-an-1=1-2n-[1-2(n-1)]=-2<0,故{an}
为递减数列,故B不符合题意.
对于C,an-an-1=n2-(n-1)2=2n-1>0,故{an}为递增

数列,故C符合题意.

对于D,an-an-1=
1
2n -

1
2n-1=-

1
2n <0,故{an}为递减数

列,故D不符合题意.故选C.]

2.D [由an+1=an+3n+2(n≥1),可得an+1-an=3n+2
(n≥1),
则当n≥2时,an=an-an-1+an-1-an-2+…+a3-a2+
a2-a1+a1
=3n-1+3n-4+…+8+5+2

=
n(2+3n-1)

2 =
3n2+n
2

,

则a10=
3×100+10

2 =155.

故选D.]

3.B [由数列{an}满足an+1=
3
an
,

可得an+2=
3

an+1
=an,

即数列{an}是周期为2的数列,且a1=3,a2=1,
则a2 

024+a2 

025=a2+a1=1+3=4.
故选B.]

4.D [由题意可得a1+
a2
3+

a3
5+

…+
an

2n-1=n+1
,①

当n=1时,a1=2;

当n≥2时,a1+
a2
3+

a3
5+

…+
an-1

2n-3=n
,②

①-②得
an

2n-1=1
,即an=2n-1.

又a1=2不满足an=2n-1,

综上所述,an=
2,n=1,

2n-1,n≥2. 
所以a2 

027=4
 

053.
故选D.]

5.BCD [根据题意,依次分析选项:

对于A,数列
2
3
,3
4
,4
5
,5
6
,…的一个通项公式是an=

n+1
n+2

(n∈N*),A正确;
对于B,数列1,2,3,4,5只有5项,该数列项数是有限的,B错

误;
对于C,数列-1,1,-1,1,-1,1,…的通项公式可以为an=
(-1)n,也 可 以 为an=cos

 

nπ,该 数 列 通 项 公 式 不 唯 一,C
错误;

对于D,该 数 列 的 通 项 公 式 可 以 为bn=

n+1
2
,n 为奇数,

3n
2
,n 为偶数,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 D

错误.
故选BCD.]

6.BCD [对于A,已知Sn=n2+1,当n=1时,a1=S1=2,

当n≥2时,an=Sn-Sn-1=n2+1-[(n-1)2+1]=2n-1,
又a1=2不满足an=2n-1,

综上,an=
2,n=1,

2n-1,n≥2, 故A错误;

对于B,Tn=
1
2×

2
3×

3
4×

…×
n

n+1=
1

n+1
,所以数列{Sn}

的前n 项积为Tn=
1

n+1
,故B正确;

对于C,由
an+1

an
=

n
n+1

,得
an

an-1
=

n-1
n
,an-1

an-2
=

n-2
n-1

,…,

a2
a1
=
1
2
,
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等式左右分别相乘可得
an

a1
=
1
n
,

又a1=1,所以an=
1
n
,故C正确;

对于D,因为Sn=-n2+7n-3=- n-72 
2

+
37
4
,且n∈

N*,所以 当n=3或4时,Sn 取 得 最 大 值,故 D 正 确.故

选BCD.]

7.4 [法一:因为an+1-an=
2n-3
2n+1

-
2n-5
2n

=
-2n+7
2n+1

,

所以当n≥4时,an+1<an;当n≤3时,an+1>an,
即a1<a2<a3<a4>a5>a6>…,
故数列{an}的最大项为第4项.
法二:设数列{an}中的最大项为ak,

则
ak≥ak+1,

ak≥ak-1, (k≥2),

即

2k-5
2k ≥

2k-3
2k+1 ,

2k-5
2k ≥

2k-7
2k-1 ,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 解得

7
2≤k≤

9
2.

因为k∈N*,所以k=4.
故数列{an}的最大项为第4项.]

8.-∞,
3
2   [根据题意,数列{an}是递增数列,

而an=n2-2tn+5,则an+1=(n+1)2-2t(n+1)+5.
则an+1-an=(n+1)2-2t(n+1)+5-(n2-2tn+5)=
n2+2n+1-2tn-2t+5-n2+2tn-5=2n+1-2t>0恒

成立,
变形可得2t<2n+1,

又由n∈N*,则2t<3,解得t<
3
2.

即实数t的取值范围是 -∞,
3
2  .]

9.解:(1)由a1=1,得S1=a1=1,而
Sn+1

Sn
=
n+2
n
,当n≥2时,

Sn=S1·S2

S1
·S3

S2
·…· Sn

Sn-1
=1×

3
1 ×

4
2 ×

5
3 ×

…×

n
n-2×

n+1
n-1=

n(n+1)
2

,

因为S1=1也满足上式,所以Sn=
n(n+1)
2 .

(2)由(1)得,当n≥2时,Sn-1=
n(n-1)
2

,

所以an=Sn-Sn-1=
n(n+1)
2 -

n(n-1)
2 =n,

因为a1=1也满足上式,所以{an}的通项公式为an=n.

10.解:(1)因为Sn=n2·an,①
所以Sn+1=(n+1)2·an+1,②
②-①得an+1=Sn+1-Sn=(n+1)2·an+1-n2·an,

所以
an+1

an
=

n
n+2

,所以bn=
n

n+2
,

所以b1=
1
3
,b2=

1
2
,b3=

3
5
,b4=

2
3.

(2)当n≥2时,由an+1

an
=

n
n+2

,得a2
a1
=
1
3
,a3
a2
=
2
4
,a4
a3
=

3
5
,…,an

an-1
=
n-1
n+1

,

所以
a2
a1

·a3
a2

·a4
a3

·…· an

an-1
=
1
3×

2
4×

3
5×

…×
n-1
n+1

,

即
an

a1
=

2
n(n+1)

(n≥2),

又因为a1=
1
2
,所以an=

1
n(n+1)

(n≥2).

当n=1时,a1=
1
2

满足上式,

故an=
1

n(n+1).

课时作业(四十三)

1.B [根 据 S3=3a2=6得a2=2,根 据 S5=5a3=-5得

a3=-1,所以{an}的公差d=a3-a2=-3,所以a6=a3+
3d=-10,所以S6=S5+a6=-5-10=-15.]

2.D [由题知,奇数项有
n+1
2

项,偶数项有
n-1
2

项,奇数项之和

为
n+1
2 a1+

n+1
2

·n-1
2

2
·2d=

n+1
2  a1+n-12 d ,偶数项之

和为
n-1
2
(a1+d)+

n-1
2

·n-3
2

2
·2d=

n-1
2 a1+n-12 d ,所

以奇数项之和与偶数项之和的比为
n+1
n-1.

故选D.]

3.C [法一:由a2+a6=10,可 得2a4=10,所 以a4=5,又

a4a8=45,所以a8=9.设等差数 列{an}的公差为d,则d=
a8-a4
8-4 =

9-5
4 =1,又a4=5,所以a1=2,所以S5=5a1+

5×4
2

d=20.故选C.
法二:设等差数列{an}的公差为d,则由a2+a6=10,可得

a1+3d=5①,由a4a8=45,可得(a1+3d)(a1+7d)=45②,

由①②可 得a1=2,d=1,所 以 S5=5a1+
5×4
2 d=20.故

选C.]

4.A [∵{an},{bn}是等差数列,

∴
a6
b6
=

a1+a11
2

b1+b11
2

=
11×

a1+a11
2

11×
b1+b11
2

=
S11

T11
=
3×11
2×11+8=

11
10.故

选A.]

5.C [当n=1时,a1=S1=-1+8=7,当n≥2时,an=Sn-

Sn-1=-n2+8n-[-(n-1)2+8(n-1)]=-2n+9,显然

a1=7 也 符 合 该 式,所 以 an = -2n+9,所 以|an|=
-2n+9,n≤4,

2n-9,n≥5, 所以{|an|}的 前12项 和 为
(7+1)×4
2 +

(1+15)×8
2 =80.故选C.]

6.D [设第n 环扇面形石板的块数为an,上层共有n 环,Sn 为

{an}的前n 项和,则{an}是首项为9,公差为9的等差数列,

an=9+9(n-1)=9n,Sn=
9
2
(n2+n),

上层、中层、下层的块数分别为Sn,S2n-Sn,S3n-S2n,
由下层比中层多729块,得S3n-S2n=S2n-Sn+729,

∴
9
2
(9n2+3n)-

9
2
(4n2+2n)=

9
2
(4n2+2n)-

9
2
(n2+

n)+729,解得n=9,
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∴中下两层共有扇面形石板:

S27-S9=
9
2
(272+27)-

9
2
(92+9)=2

 

997,

∴中下两层共有扇面形石板2
 

997块.
故选D.]

7.BCD [对于A,令a=1,b=2,c=3,则a2=1,b2=4,c2=9,
不满足2b2=a2+c2,故A错误;对于B,令a=b=c,则2a=
2b=2c,满足2a+2c=2·2b,故B正确;对于C,∵a,b,c 成

等差数列,∴a+c=2b,∴(ka+2)+(kc+2)=k(a+c)+
4=2(kb+2),即ka+2,kb+2,kc+2一定成等差数列,故C

正确;对于 D,令a=b=c,则
1
a =

1
b =

1
c
,满足

1
a +

1
c =

2
b
,故D正确.故选BCD.]

8.AB [A选项,由a1=S10=10,得10a1+
10×9
2 d=10,

即100+45d=10,解得d=-2,A正确;

B选项,an=10-2(n-1)=12-2n,B正确;

C选项,由对B选项的分析知Sn=
n(a1+an)

2 =-n2+11n,

所以
Sn

n =-n+11
,

所以数列
Sn

n  为递减数列,C错误;

D选项,由二次函数f(n)=-n2+11n 的性质可知,其对称

轴方程为n=
11
2
,

又n∈N*,所以当n=5或n=6时,Sn 取得最大值,D错误.
故选AB.]

9.4 [由题意有a2+a6=2a4,a3+a7=2a5,
由a2+a4+a6=3a4=3,解得a4=1,
由a3+a5+a7=3a5=9,解得a5=3,

∴a1+a8=a4+a5=1+3=4.]

10.820 [设第n 排的座位数为an(n∈N*),数列{an}为等差

数列,其公差d=2,则an=a1+(n-1)d=a1+2(n-1).由
已知a20=60,得60=a1+2×(20-1),解得a1=22,则剧场

总共的座位数为
20(a1+a20)

2 =
20×(22+60)

2 =820.]

11.解:(1)因为3a2=3a1+a3,所以3(a2-a1)=a1+2d,所以

3d=a1+2d,所以a1=d,
所以an=nd.

因为bn=
n2+n
an

,所以bn=
n2+n
nd =

n+1
d
,

所以S3=
3(a1+a3)

2 =
3(d+3d)

2 =6d,T3=b1+b2+b3=

2
d+

3
d+

4
d=

9
d .

因为S3+T3=21,

所以6d+
9
d=21

,解得d=3或d=
1
2
,

因为d>1,所以d=3.
所以{an}的通项公式为an=3n.

(2)因为bn=
n2+n
an

,且{bn}为等差数列,

所以2b2=b1+b3,即2×
6
a2
=
2
a1
+
12
a3
,

所以
6

a1+d
-
1
a1
=

6
a1+2d

,

所以a21-3a1d+2d2=0,
解得a1=d 或a1=2d.
①当a1=d 时,an=nd,

所以bn=
n2+n
an

=
n2+n
nd =

n+1
d
,

S99=
99(a1+a99)

2 =
99(d+99d)

2 =99×50d,

T99=
99(b1+b99)

2 =
99 2

d+
100
d  

2

=
99×51

d .

因为S99-T99=99,

所以99×50d-
99×51

d =99,

即50d2-d-51=0,

解得d=
51
50

或d=-1(舍去).

②当 a1 =2d 时,an = (n+1)d,所 以 bn =
n2+n
an

=

n2+n
(n+1)d=

n
d
,

S99=
99(a1+a99)

2 =
99(2d+100d)

2
=99×51d,

T99=
99(b1+b99)

2 =
99 1

d+
99
d  

2

=
99×50

d .

因为S99-T99=99,

所以99×51d-
99×50

d =99,

即51d2-d-50=0,

解得d=-
50
51
(舍去)或d=1(舍去).

综上,d=
51
50.

课时作业(四十四)

1.D [由S3=a1+a2+a3=a3(q-2+q-1+1),得

q-2+q-1+1=3,即2q2-q-1=0,

解得q=1或q=-
1
2.

∴a2=
a3
q
=
3
2

或-3.故选D.]

2.C [根据题意,设1和2
 

025的等比中项为x,
则有x2=1×2

 

025,解得x=±45.
即1和2

 

025的等比中项为±45.
故选C.]

3.D [依题意,十三个音的频率依次成等比数列,记为{an},设

公比为q,则a13=a1q12,又∵a13=2a1,

∴q=2
1
12,∴

f2

f1
=
a7
a3
=q4= 2112 

4

=32.故选D.]
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4.B [数列{an}为等比数列,a6,a10 为方程x2+2
 

025x+3=0
的两根,
所以a6a10=3,a6+a10=-2

 

025<0,
则a6<0,a8<0,a10<0,

则a8=- a6a10=- 3.
故选B.]

5.C [∵a1=2,am+n=aman,令 m=1,则 an+1=a1an=
2an,∴{an}是以a1=2为首项,2为公比的等比数列,∴an=

2×2n-1=2n.
又∵ak+1+ak+2+…+ak+10=215-25,

∴
2k+1(1-210)
1-2 =215-25,

即2k+1(210-1)=25×(210-1),

∴2k+1=25,∴k+1=5,∴k=4.故选C.]

6.BC [因为Sn=2n+1+a,所以a1=4+a,a2=S2-S1=4,

a3=S3-S2=8.
因为{an}是等比数列,所以a22=a1a3,即42=8(4+a),解得

a=-2,则A错误;

等比数列{an}的公比q=
a3
a2
=2,则B正确;

因为a1=2,q=2,所以an=a1qn-1=2n,则C正确;

因为a=-2,所以Sn=2n+1-2,所以S9=210-2=1
 

022,则

D错误.故选BC.]

7.ABD [对于A,a1>1且a6a7>1>0⇒q>0,而
a6-1
a7-1

<0⇒

a6-1和a7-1异号,
由a1>1知a6-1>0,a7-1<0,即a6>1,a7<1,0<q=
a7
a6
<1,故A项正确;

对于B,从前面的求解过程知a1>1,0<q<1,说明 an  是递

减的正项等比数列,且0<a7<1,所以0<a8<1,
那么0<a7a8<1,故B项正确;
对于C,因为 an  是正项数列,所以Sn 没有最大值,故C项

错误;
对于D,从前面的分析过程可知 an  的前6项均大于1,从第

7项起均小于1,所以Tn 的最大值为T6,故D项正确.
故选ABD.]

8.2 [由题意,得
S奇+S偶=-240,

S奇-S偶=80, 
解得S奇=-80,S偶=-160,

∴q=
S偶

S奇
=
-160
-80=2.

]

9.12  
n-6

 [设等比数列{an}的公比为q,

∵a3+2是a2,a4 的等差中项,

∴2(a3+2)=a2+a4,①
又a2+a3+a4=28,将①代入得a3=8,

∴a2+a4=20,

则
a1q+a1q3=20,

a1q2=8, 
解得

a1=2,

q=2 或

a1=32,

q=
1
2
, 

又{an}为递减数列,

∴a1=32,q=
1
2
,

∴an=32×
1
2  

n-1

= 1
2  

n-6

.]

10.证明:∵an=
Tn

3Tn-1
,且an=

Tn

Tn-1
(n≥2),

∴
Tn

Tn-1
=

Tn

3Tn-1
(n≥2),

∵an>0,∴Tn>0,

∴3Tn-1=Tn-1(n≥2),

则Tn-
1
2=

1
3 Tn-1-

1
2 (n≥2),

当n=1时,a1=T1=
T1

3T1-1
,得T1=

2
3
,

∴T1-
1
2=

1
6
,

∴数列 Tn-
1
2 是首项为

1
6
,公比为

1
3

的等比数列.

课时作业(四十五)

1.C [由a1=1,an+1=
an-1
an+3

,可得an+1+1=
2(an+1)
an+3

,

即
1

an+1+1
=
1

an+1
+
1
2
,

又
1

a1+1
=
1
2
,

所以数列 1
an+1  是首项为

1
2
,公差为

1
2

的等差数列,

即
1

an+1
=
1
2n
,即an=

2
n-1

,可得a10=-
4
5
,故AB错误;

由{an}是递减数列,可得数列{an}有最大值,且为a1=1,故
C正确,D错误.
故选C.]

2.B [因为an+1=2an-n+1,
设an+1+x(n+1)+y=2(an+xn+y),化 简 得an+1=
2an+xn+y-x,对比原式解方程组得x=-1,y=0,
即an+1-(n+1)=2(an-n),

所以
an+1-(n+1)

an-n
=2,

即数列{an-n}是以a1-1=2为首项,2为公比的等比数列,
则an-n=2·2n-1=2n,所以an=2n+n.故选B.]

3.AB [由an+1=
3an

2an+1
,得 1

an+1
=
1
3an

+
2
3
,即 1

an+1
-1=

1
3
1
an
-1  ,

又a1=
3
5
,得1

a1
-1=

2
3
,

∴数列 1
an
-1  是以

2
3

为首项,1
3

为公比的等比数列,选项

B正确;

∴
1
an
-1=

2
3

· 1
3  

n-1
,

即
1
an
=
2
3

· 1
3  

n-1

+1=
2+3n

3n ,

∴an=
3n

2+3n,则a3=
27
2+27=

27
29
,选项A正确,选项D错误;

∵
1
an
=
2
3

· 1
3  

n-1

+1,
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∴Sn=
2
3 1+

1
3+

1
32
+…+

1
3n-1  +n=23×

1-
1
3n

1-
1
3

+n=

n+1-
1
3n,选项C错误.

故选AB.]

4.BCD [已知数列{an}的前n 项和为Sn,且满足a1=1,a2=
3,an+1=3an-2an-1(n≥2),
所以an+1-an=2(an-an-1),
则{an+1-an}是首项为a2-a1=2,公比为2的等比数列,故

A错误;
由an+1=3an -2an-1 得 an+1-2an =an -2an-1,a2-
2a1=1,
所以数列{an+1-2an}是首项为1,公比为1的等比数列,故B
正确;
因为an+1-an=2n,
所以an=a1+(a2-a1)+(a3-a2)+…+(an-an-1)

=1+2+4+…+2n-1=
1×(1-2n)
1-2 =2n-1,故C正确;

Sn=(2+22+23+…+2n)-n=
2×(1-2n)
1-2 -n=2n+1-

n-2,故D正确.
故选BCD.]

5.an=2n-1 2
 

036 [因为an+1=2an+1,所以an+1+1=
2(an+1),所以{an+1}是首项为2,公比为2的等比数列,所

以an+1=2×2n-1=2n,即an=2n-1,所 以 S10=a1+

a2+…+a10=2+22+…+210-10=
2×(1-210)
1-2 -10=

2
 

036.]

6.an=2(n+1)·5n-1 [在数列{an}中,a1=4,an+1=5an+

2×5n,n∈N*,等式两边同时除以5n+1,可得
an+1

5n+1=
an

5n+
2
5
,

设bn=
an

5n,则bn+1=bn+
2
5
,

所以数列{bn}是首项为
4
5
,公差为

2
5

的等差数列.

由等差数列的通项公式可得bn=
4
5+

2
5
(n-1)=

2n+2
5
,an=

5nbn=2(n+1)·5n-1.]

7.证明:(1)因为Sn=2+an+1=2+(Sn+1-Sn),
所以2Sn=Sn+1+2,所以Sn+1-2=2(Sn-2),

因为S1-2≠0,所以Sn-2≠0,
Sn+1-2
Sn-2

=2,

故数列{Sn-2}为等比数列,首项为S1-2=1,公比为2.
(2)由(1)可知Sn-2=2n-1,

所以
1
Sn
=

1
2+2n-1<

1
2n-1,

所以Tn<1+
1
2+

1
22
+…+

1
2n-1=

1-
1
2n

1-
1
2

=21-
1
2n  <2.

课时作业(四十六)

1.解:(1)因为数列{an}是首项为1的等差数列,数列{bn}是公

比为3的等比数列,且a2+b3=30,b2=a4+2,

所以
1+d+9b1=30,

3b1=1+3d+2, 解得
d=2,

b1=3, 
所以an=2n-1,bn=3n.
(2)Tn=(a1+b1)+(a2+b2)+(a3+b3)+…+(an+bn)

=(a1+a2+a3+…+an)+(b1+b2+b3+…+bn)

=[1+3+5+…+(2n-1)]+(3+32+33+…+3n)=
n[1+(2n-1)]

2 +
3(1-3n)
1-3

 

=
3n+1

2 +n2-
3
2.

2.解:(1)由S3=5S1,可得3a1+3d=5a1,即a1=
3
2d.

又因为a2n=2an-1,所以当n=1时,可得a2=2a1-1,即
a1+d=2a1-1.

联立
a1=

3
2d,

a1+d=2a1-1, 解得
a1=3,

d=2, 
故{an}的通项公式为an=2n+1.

(2)因为bn=
1

an·an+1
=

1
(2n+1)(2n+3)

=
1
2

1
2n+1-

1
2n+3  ,

所 以 Tn =
1
2

1
3-

1
5  + 1

2  15 -
1
7 + … +

1
2

1
2n+1-

1
2n+3  

=
1
2 13-15+15-17+…+

1
2n+1-

1
2n+3 =12 13-

1
2n+3 = n

6n+9.

3.解:(1){an}是等差数列,{bn}是各项都为正数的等比数列,
设公差为d,公比为q(q>0),
由a1=2,b1=1,a3+b2=8,a2=b3,可得2+2d+q=8,2+
d=q2,解得d=q=2(负值舍去),
则an=2n,bn=2n-1.
(2)数列{an ·bn}的 前n 项 和Tn=1×2+2×22+3×23

+…+n×2n,

2Tn=1×22+2×23+3×24+…+n×2n+1,

两式 相 减,得-Tn =2+22+23+…+2n -n·2n+1=
2(1-2n)
1-2 -n·2n+1=(1-n)·2n+1-2,

故Tn=(n-1)·2n+1+2.

(3)cn=
an,n 为奇数

bn,n 为偶数 =
2n,n 为奇数,

2n-1,n 为偶数, 
则数列{cn}的前2n 项和S2n=(2+6+10+…+4n-2)+
(2+8+…+22n-1)

=
1
2n
(2+4n-2)+

2(1-4n)
1-4 =2n2+

2
3

·4n-
2
3.

课时作业(四十七)

1.C [依题意,不同边长的正方形的个数构成以1为首项,2为

公比的等比数列,所以1+2+22+…+2n-1=127,即
1-2n

1-2=

127,解得n=7,即有7种不同边长的正方形.又正方形的边

长构成以16为首项,2
2

为公比的等比数列.因此,最小的正

方形的边长为16× 22 
7-1

=2.故选C.]
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2.BD [由S3,S9,S6 成等差数列,得2S9=S3+S6,得q≠1,

∴2×
a1(1-q9)
1-q

=
a1(1-q3)
1-q

+
a1(1-q6)
1-q

,

∴2q9=q3+q6,得2(q3)2-q3-1=0,

故q3=-
1
2

或q3=1(舍去),故A错误;

a3+a6=a3-
1
2a3=

1
2a3

,2a9=2a3q6=
1
2a3

,

∴a3,a9,a6 成等差数列,故B正确;

S3=

3
2a1

1-q
,S6=

3
4a1

1-q
,S9=

9
8a1

1-q
,

∵
S6

S3
=
1
2
,S9

S6
=
3
2
,∴S3,S6,S9 不成等比数列,故C错误;

S12=

15
16a1

1-q
,S6+S9=

3
4a1

1-q
+

9
8a1

1-q
=

15
8a1

1-q
,2S12=

15
8a1

1-q
,

满足S6+S9=2S12,可得S6,S12,S9 成等差 数 列,故 D正

确.故选BD.]

3.3 [设塔的顶层共有a1 盏灯,则数列{an}是公比为2的等比

数列,

∴S7=
a1(1-27)
1-2 =381,

解得a1=3.]

4.5 [设等差数列{an}的公差为d,

∵a1=
1+i
1-i=

(1+i)2
(1-i)(1+i)=

2i
2=i

,

则前10项和为

S10=10a1+
10×9
2 d=10i+45d=45+10i,

解得d=1,a3=a1+2d=2+i,∴|a3|= 5.]

5.(1)解:由a3,a4,a5-8成等差数列,得2a4=a3+a5-8,

∴2a1×23=a1×22+a1×24-8,解得a1=2,

∴an=2×2n-1=2n.
(2)证明:由(1)知,an=2n,

则bn=
log2an

an
=
log22n

an
=

n
2n,

∴Tn=
1
2+

2
22
+
3
23
+…+

n
2n,①

1
2Tn=

1
22
+
2
23
+…+

n
2n+1,②

两式作差,得1
2Tn=

1
2+

1
22
+
1
23
+
1
24
+…+

1
2n-

n
2n+1

=

1
2 1-

1
2n  

1-
1
2

-
n
2n+1=1-

n+2
2n+1.

∴Tn=2-
n+2
2n <2.

又bn=
n
2n>0,∴{Tn}是递增数列,

∴Tn≥T1=
1
2
,可得

1
2≤Tn<2.

6.解:(1)由{an+bn}是等比数列,且a1+b1=4,a2+b2=8,

则{an+bn}的 公 比 为
a2+b2
a1+b1

=2,首 项 为4,所 以an+bn

=2n+1,

因为a1-b1=0,a2-b2=2,且{an-bn}是等差数列,
则{an-bn}的公差为(a2-b2)-(a1-b1)=2,首项为0,所
以an-bn=2n-2.

(2)由(1)得
an+bn=2n+1,

an-bn=2n-2, 
则

an=2n+n-1,

bn=2n-n+1. 
(3)由(2)知Sn=(21+22+…+2n)+(1+2+…+n)-n=
2(1-2n)
1-2 +

n(n+1)
2 -n=2n+1+

n2-n-4
2 .

阶段检测(九)

1.D [由{an}是等比数列可知a2a6=a24,且各项均不为0,

又a6=3a24,可得
1
3a6=a

2
4,

所以a2=
1
3.

故选D.]

2.A [因为数列1,-1,
3
4
,-
1
2
,5
16
,…,

所以该数列的通项公式为an=(-1)n+1
n
2n-1

,

所以该数列的第100项为

a100=(-1)100+1
100
299
=-

25
297

.

故选A.]

3.A [因 为 S4-S1=9,所 以a2+a3+a4=3a3=9,解 得

a3=3,
又a1+a4=a2+a3=5,所以a2=2,
所以公差为a3-a2=1.
故选A.]

4.A [由题意S20=
a1(1-q20)
1-q

=21,

S30=
a1(1-q30)
1-q

=49,

∴q10=2,
a1
1-q

=-7,

∴S10=
a1
1-q

(1-q10)=7.

故选A.]

5.C [因为an+1=2Sn+2,所以当n≥2时,an=2Sn-1+2,两
式相减得an+1-an=2an,即an+1=3an(n≥2),又a2=2×

2+2=6,a2=3a1,所以数列{an}是公比q=
an+1

an
=3的等比

数列.因为a1=2,所以a4=a1q3=2×33=54.故选C.]

6.D [等差数列{an}中,由S1=1,S2=3,得a1=1,a2=2,
故an=1+(n-1)(a2-a1)=n,
等比数列{bn}中,由 T1=a2,T2=a6,得b1=2,b2=T2-
T1=a6-2=6-2=4,
所以公比q=2,
故bn=2×2n-1=2n,
故T6=2+4+8+16+32+64=126.
故选D.]

7.ABD  [由 S3 =9,a3 是 a1 与 a4 的 等 比 中 项,

得
3a2=9,

a23=a1·a4, 
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即
a2=3,

(a2+d)2=(a2-d)·(a2+2d), 
解得d=-1或d=0(舍去),故AB正确;
则an=a2+(n-2)d=-n+5,a1=4,

Sn=
n(4-n+5)

2 =
n(9-n)
2

,

所以
Sn

n =
9-n
2
,又9-n

2
随n 的增大而减小,

所以数列
Sn

n  是递减数列,故C错误;

当Sn=
n(9-n)
2 >0时,0<n<9,因为n∈N*,所以n 的最

大值为8,故D正确.
故选ABD.]

8.ABD [数列{an}的前n 项和为Sn,若a1=1,an+1=2Sn(n
∈N*),①
所以当n≥2时,an=2Sn-1,②
①-②得an+1-an=2an,

所以an+1=3an,即
an+1

an
=3,

又a2=2,
所以数列{an}是以2为首项,3为公比的等比数列.
所以an=2×3n-2,又a1=1,不符合an=2×3n-2,

故an=
1,n=1,

2×3n-2,n≥2. 
故C错误,D正确.
对于选项B,an+1=2Sn,
所以Sn+1-Sn=2Sn,所以Sn+1=3Sn,

即
Sn+1

Sn
=3,

所以数列{Sn}是以S1=1为首项,3为公比的等比数列,故B
正确.
所以Sn=1×3n-1=3n-1,故A正确.
故选ABD.]

9.12 [根据等差数列的求和公式,S6=6a1+
6×5
2 d=12.]

10.48 384 [法一:设前3项的公差为d,后7项的公比为q,

且q>0,则q4=
a9
a5
=
192
12=16

,可得q=2,则a3=1+2d=

a5
q2
,即1+2d=3,可得d=1,

所以a3=3,a7=a3q4=48.
a1+a2+…+a9=1+2+3+3×2+…+3×26=3+
3(1-27)
1-2 =384.

法二:因为{an}(3≤n≤9)为等比数列,则a27=a5a9=12×
192=482,

且an>0,所以a7=48.又因为a25=a3a7,则a3=
a25
a7
=3.

设后7项的公比为q,且q>0,则q2=
a5
a3
=4,解得q=2,可

得a1+a2+a3=
3(a1+a3)

2 =6,a3+a4+a5+a6+a7+

a8+a9=
a3-a9q
1-q

=
3-192×2
1-2 =381,

所以a1+a2+…+a9=6+381-a3=384.]

11.解:
 

(1)由Sn=2an-3n,①
令n=1,得S1=a1=2a1-3,
得a1=3,
当n≥2时,Sn-1=2an-1-3(n-1),②
①-②得an=2an-2an-1-3,
即an-2an-1=3(n≥2),
故{an}的首项为a1=3,递推关系为an-2an-1=3(n≥2).

(2)由题知bn+1=Abn+B,A≠1,B≠0,b1≠
B
1-A

,则bn+1-

B
1-A=Abn+B-

B
1-A

,即bn+1-
B
1-A=Abn-A

B
1-A

,

整理得bn+1-
B
1-A=A bn-

B
1-A ,

A≠1,B≠0,b1≠
B
1-A

,

故数列 bn-
B
1-A 是以A 为公比的等比数列.

由(1)知an-2an-1=3(n≥2),

∴an=2an-1+3,an+3=2an-1+6,即
an+3
an-1+3

=2(n≥2),

又a1=3,a1+3=6,
则{an+3}是以6为首项,2为公比的等比数列,

∴an+3=6×2n-1,

∴an=6×2n-1-3.
12.解:(1)设{an}的公差为d,{bn}的公比为q,

∵{bn}是等比数列,∴
b3
b2
=q=3,

∴b1=1,b4=27,

∴bn=3n-1,a1=1,a14=a1+13d=27,

∴d=2,

∴an=a1+(n-1)d=1+2(n-1)=2n-1,即an=2n-1.
(2)由(1)知cn=(2n-1)×3n-1,
设{cn}的前n 项和为Sn,
则Sn=c1+c2+…+cn-1+cn,

即Sn=1×30+3×31+…+(2n-3)×3n-2+(2n-1)×
3n-1,①
3Sn=1×31+3×32+…+(2n-5)×3n-2+(2n-3)×
3n-1+(2n-1)×3n,②
①-②得-2Sn=1+2×31+…+2×3n-1-(2n-1)×3n,

即-2Sn=1+2×
3×(1-3n-1)

1-3 -(2n-1)×3n,

∴Sn=3n(n-1)+1.

课时作业(四十八)

1.C [对于A:当球面上两点与球心在

一条直线上时,这样的平面有无数多

个,故A错误;
对于B:若平面与圆锥底面不平行,则
此时截出 来 的 不 是 圆 台,如 图 所 示,
故B错误;
对于C:由正棱锥的定义与性质知,正
棱锥的所有侧棱均相等,底面是正多边形,所以侧面是全等

的等腰三角形,故C正确;
对于D:棱台要求侧棱的延长线交于一点,故D错误.
故选C.]
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2.B [设圆柱的底面半径为r,则圆锥的母线长为 r2+3,而

它们的侧面积相等,所以2πr× 3=πr× 3+r2,即23=

3+r2,解得r=3,

故圆锥的体积为
1
3π×9× 3=33π.

故选B.]

3.B [将长方体的部分表面展开,则从A 点出发到C1 点,有3
条直线路线,如图1,2,3所示.

图1中,AB=2,BC1=4,

所以AC1= 4+16=25;

图2中,AC=5,CC1=1,

所以AC1= 1+25= 26;

图3中,C1B1=3,AB1=3,

所以AC1= 9+9=32.

而 26>25>32,所以小蚂蚁从A 点出发,沿长方体的表

面到奶奶家C1 的最短距离是32.]

4.D [将平行六面体截去三棱锥后,

剩余部分几何体的体积等于平行六

面体的体积减去三棱锥的体积,

记平行六面体ABCD-A1B1C1D1 的

体积为V=1,

则三棱锥 A-A1B1D1 的体积V1=

1
3

·S△A1B1D1
·h=

1
3

· 1
2

·

S四边形A1B1C1D1
·h=

1
6V=

1
6
,

所以剩余部分几何体的体积为V-V1=1-
1
6=

5
6.

故选D.]

5.D [由题意知该棱台的高h= 3,上、下底面的面积分别为

S1=2×
3
4×2

2=23,S2=2×
3
4×3

2=
93
2
,所以该棱台

的体 积 V =
1
3
(S1 + S1S2 +S2)h=

1
3 × 2 3+

23×
93
2 +

93
2 × 3=192.故选D.]

6.D [由球的半径为R,得圆柱体的高为R,

此鼎主体部分的容积约为
1
2×

4
3πR

3+πR2×R=
5
3πR

3,

此鼎主体部分外表面积约为
1
2×4πR

2+2πR×R=4πR2,

所以此鼎主体部分的容积与外表面积之比约为:

5
3πR

3

4πR2 =
5
12

R.故选D.]

7.BD [如图所示,在直观图△A'B'C'
中,过C'作C'D'⊥A'B'于D',

∵A'B'=2,A'C'=B'C'= 5,

∴A'D'=1,

C'D'= A'C'2-A'D'2=2.
又∠C'O'D'=45°,

∴O'D'=2,O'A'=1,O'C'=22,
所以 利 用 斜 二 测 画 法 将 直 观 图

△A'B'C' 还 原 为 原 平 面 图 形

△ABC,如图,

则OC=42,OA=1,AB=2,故选项

B正确;

又因为AC= OA2+OC2= 33,

BC= OB2+OC2= 41,故选项A,C错误;

S△ABC=
1
2×AB×OC=

1
2×2×42=42

,故选项D正确.

故选BD.]

8.BCD [对 于 A,因 为 圆 台 O1O2,在 其 轴 截 面 ABCD 中,

AB=BC=AD=
1
2CD,CD=4,

所以该圆台的高为O1O2=

AD2- CD-AB
2  

2

= 22- 4-22  
2

= 3,所 以 A 选 项

错误;

对于 B,因 为 该 圆 台 轴 截 面 面 积 为 S=
1
2
(AB+CD)·

O1O2=
1
2
(2+4)× 3=33,所以B选项正确;

对于C,因为该圆台的体积为V=
1
3
(4π+π+ 4π·π)×

3=
73π
3
,所以C选项正确;

对于D,将 圆 台 侧 面 沿 直 线 BC
处剪开,其侧面展开图如图所示.

易知 圆 弧 BB'︵,CC'︵的 长 度 分 别

为2π,4π,设扇形圆心为O,圆心

角为θ,OB=r,
由弧长公式可知θr=2π,θ(r+2)=4π,解得θ=π,r=2,
所以可得∠AOB=90°,
设E 为AD 的中点,连接EC,当小虫从点C 沿着EC 爬行到

AD 的中点,所经过路程最短,
易知OE=3,OC=4,且OE⊥OC,

由勾股定理可知,EC= OE2+OC2=5,所以D选项正确.
故选BCD.]

9.ACD [对 于 A,V三棱锥A-BCC1
=V三棱锥C1-ABC =

1
3 ×CC1×

S△ABC=
1
3×4×

1
2×2×3=4

,故A正确;

对于B,V三棱锥C-APC1
=V三棱锥A-PCC1

,

而三棱锥A-BCC1 与三棱锥A-PCC1 有共同的高,

∵P 为BC1 的中点,

∴S△PCC1
=
1
2S△BCC1

,

∴V三棱锥A-PCC1
=
1
2V三棱锥A-BCC1

=
1
2×4=2

,故B错误;
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对于C,V四棱锥C1-ABB1A1
=V三棱柱ABC-A1B1C1

-V三棱锥C1-ABC=
1
2×

2×3×4-4=8,故C正确;

对于D,由题可知,AC= 13,AC1= 29,BC1=5,

∴AB2+BC2
1=AC2

1,

∴△ABC1 是直角三角形,AB⊥BC1,

∴三棱 锥C1-ABC 的 表 面 积 为S△ABC+S△BCC1
+S△ACC1

+

S△ABC1
=
1
2×2×3+

1
2×3×4+

1
2× 13×4+

1
2×2×

5=14+2 13,故D正确.故选ACD.]

10.12 [设△ABC 的面积为a,底面ABC 水平放置时,液面高为

h,侧面 AA1B1B 水 平 放 置 时,水 的 体 积 为V=
3
4S△ABC ·

AA1=
3
4a

·16=12a,

当底面ABC 水平放置时,水的体积为V=S△ABCh=ah,于
是ah=12a,解得h=12,
所以当底面ABC 水平放置时,液面高为12.]

11.
73π
3  11π [因为在圆台O1O2 中,△ABO2 为等边三角

形,三角形边长为2,且O1B∥O2A,

所以O1B=1,圆台的高h= 3,

因此圆台的体积为V=
1
3πh

(r21+r1r2+r22)=
73π
3
,

表面积S=π(r21+r1l+r2l+r22)=11π.]

12.363 [如图,在正四棱锥P-AB-
CD 中,PO 为四棱锥的高,PE 为侧

面的高,因为正四棱锥的底面边长

为6,且其侧面积是底面积的2倍,

所以S侧=4×
1
2×6PE=2S底=

72,解得PE=6,

PO= PE2-OE2=33,

所以V四棱锥P-ABCD=
1
3S底 ·PO=

1
3×36×33=363.]

课时作业(四十九)

1.C [由题意可知该球为圆柱的外接球,所以球心为圆柱的中

心,设球半径为r,

则r= 12+ 2
2  

2

= 2,故该球的表面积为4πr2=8π.]

2.B [设正方体的棱长为a,则正方体内切球的半径为
a
2
,内

切球的体积等于
4
3π× a

2 
3

=43π,解得a=23,

所以正方体的体对角线长等于 3a=6,

所以正方体外接球的半径等于
1
2× 3a=3

,

则外接球的表面积等于4π×32=36π.故选B.]

3.A [设圆锥的母线长为l,则
1
2×23π

·l=6π,解得l=

23,故其高h= l2-3=3,
设该圆锥的外接球的半径为 R,则(3-R)2+3=R2,解 得

R=2,故其体积V=
4
3πR

3=
32π
3 .故选A.]

4.B [由题意得O'D'∥B'C',且O'D'=
1
2B'C',

根据斜二测画法得,在原图△ABC 中,

∠ABC=
π
2
,AB=A'B'=4,BC=

2B'C'=4O'D'=8,
三棱锥P-ABC 的高为PB=6,

所以外接球的半径为R=
1
2× AB2+BC2+PB2=

1
2×

42+82+62= 29,

所以外接球的表面积S=4πR2=4π×29=116π.故选B.]

5.A [由题意,得正三棱台上、下底面的外接圆的半径分别为

2
3×

3
2×33=3

,2
3×

3
2×43=4.

设该棱台上、下底面的

外接圆的圆心分别为O1,O2,连接O1O2(图略),则O1O2=
1,其外接球的球心O 在直线O1O2 上.设球O 的半径为R,

当球心 O 在 线 段O1O2 上 时,R2=32+OO2
1=42+(1-

OO1)2,解得OO1=4(舍 去);当 球 心 O 不 在 线 段O1O2 上

时,R2=42+OO2
2=32+(1+OO2)2,解 得 OO2=3,所 以

R2=25,所以该球的表面积为4πR2=100π.故选A.]

6.AD [由题图知R=3r,故 A正确,B错误;易知包装盒的高

为2r,故V2=πR2×2r=18πr3,又V1=
4
3πr

3,所以2V2=

27V1,故C错误,D正确.故选AD.]

7.
21
8 

[如 图,为 该 几 何 体 的 轴 截 面,

其中 圆 O 是 等 腰 梯 形ABCD 的 内

切圆,
设圆O 与梯形的腰相切于点E,与
上、下底面分别切于点O1,O2,
设球的半径为r,圆台上、下底面的半径为r1=1,r2=4.注意

到OD 与 OA 均 为 角 平 分 线,因 此 ∠DOA =90°,从 而

△AO2O∽△OO1D,故r2=r1r2=4.设圆台的体积为V1,球
的体积为V2,

则
V1

V2
=

1
3×2r×

(πr21+πr22+πr1r2)

4
3πr

3

=
r21+r22+r2

2r2
=
1+16+4
8 =

21
8.]

8.2 [法一:如图,设△ABC 的外

接圆圆心为O1,连接O1A,因为

△ABC 是边长为3的等边三角

形,所以其外接圆半径r=O1A=

2
3×

3
2×3= 3.

将三棱锥S-ABC 补形为正三棱

柱SB1C1-ABC,由 题 意 知 SA 为 侧 棱,设 球 心 为 O,连 接

OO1,OA,则OO1⊥平面ABC,且OO1=
1
2SA.

又球的半径R=OA=2,OA2=OO2
1+O1A2,

所以4=
1
4SA2+3,得SA=2.
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法二:如图,设△ABC 的外接圆圆心

为O1,连接O1A,因为△ABC 是边长

为3的等边三角形,所以其外接圆半

径r=O1A=
2
3×

3
2×3=3.

设三棱锥S-ABC 的外接球球心为O,连接OO1,则OO1⊥平

面ABC.又SA⊥平面 ABC,所以OO1∥SA,连接OS,OA,
由题意知OS=OA=2.过O 作SA 的垂线,设垂足为 H,则
四边形AO1OH 为矩形,所以OO1=AH,由OS=OA 可知

H 为SA 的中点,则OO1=AH=
1
2SA.

所以在Rt△OO1A 中,由勾股定理可得OA2=OO2
1+O1A2,

即4=
1
4SA2+3,得SA=2.]

9.2.5 [设铁球半径为r
 

cm,若两个铁球的球心在竖直方向

上,且分别与两个底面相切,则铁球球心与圆柱上、下底面的

距离均为r,此时铁球的半径为
9
4

 

cm.

当两球球心 不 在 竖 直 方 向 上 时,设 两 个 铁 球 的 球 心 分 别 为

O1,O2,此种情况下,当铁球半径最大时,如图1所示,圆柱与

两铁球的轴截面如图2所示,其中 ABCD 为圆柱的轴截面,

O2P⊥AB,O1P⊥AD,则 有 O2P=9-2r,O1P=8-2r,

O1O2=2r,则有(2r)2=(8-2r)2+(9-2r)2,即4r2-68r+
145=0,
即(2r-29)(2r-5)=0,解得r1=14.5(舍去)或r2=2.5.

因为2.5>
9
4=2.25

,所以铁球半径的最大值为2.5
 

cm.]

课时作业(五十)

1.B [∵AB∥PQ,BC∥QR,且∠ABC=60°,

∴∠PQR=60°或120°.
故选B.]

2.A [如图,根据题意,连接AO,AC,
则A1C1∥AC,

所以A1,C1,C,A 四点共面,
所以A1C⊂平面ACC1A1,
又 M∈A1C,所以 M∈平面ACC1A1,
又 M∈平面AB1D1,
所以点M 在平面ACC1A1 与平面AB1D1 的交线上,

同理可得点O 在平面ACC1A1 与平面AB1D1 的交线上,
所以A,M,O 三点共线,
故A正确,B错误;
由上面分析知 OM⊂平面 AB1D1,又 DD1⊄平面 AB1D1,

DD1∩平面AB1D1=D1,
所以OM 与DD1 为异面直线,故C错误;
连接BM,易知AB1 与BM 为异面直线,故D错误.
故选A.]

3.B [取CC1 的中点F,连接BF,D1F,EF(图略),设正方体

ABCD-A1B1C1D1 棱 长 为 a,因 为 AB=CD=EF,AB∥
CD∥EF,
所以四边形ABFE 为平行四边形,
所以BF∥AE,
则∠D1BF(或其补角)为异面直线AE 与BD1 所成的角,

BD1= 3a,D1F=BF= a2+
1
4a

2=
5
2a,

在△BD1F 中,由余弦定理的推论得

cos∠D1BF=
D1B2+BF2-D1F2

2D1B·BF

=
3a2+

5
4a

2-
5
4a

2

23a· 5
2a

=
15
5 .

故选B.]

4.A [如图,连接 DM,取 DM 的中

点P,连接PN,PC,
因为 M,N 分别是BC 与AD 的中

点,所以 NP∥AM,
则∠CNP(或其补角)为异面直线

AM 与CN
 

所成的角,

又AM=CN=
3
2
,DM⊥BC,

所以PM=PN=
1
2×

3
2=

3
4
,PC= PM2+CM2=

7
4
,

在△CPN 中,由余弦定理的推论,得

cos∠CNP=
NP2+CN2-CP2

2NP·CN

=

3
4  

2

+ 3
2  

2

- 7
4  

2

2×
3
4×

3
2

=
2
3.

故选A.]

5.BC [

选项 正误 原因

A × 若α∥β,a⊂α,b⊂β,则a 与b平行或异面

B √
若a∥b,b⊂α,则平面α 内所有与b 平行的直

线都与a 平行

C √
若α∥β,则平面α内所有直线都与β平行,因为

a⊂α,所以a∥β

D × 若α∩β=b,a⊂α,则当a∥b时,a∥β

故选BC.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

212



6.BCD [对于A,如图1,连接AB1,C1D,BD,
当P 为BC1 的中点时,OP∥DC1∥AB1,故A不正确;
对于B,如图2,连接A1C,A1C1,AC,
因为A1C⊂平面AA1C1C,O∈平面AA1C1C,O∉A1C,P∉
平面AA1C1C,
所以直线A1C 与直线OP 一定是异面直线,故B正确;
对于C,如图2,因为A1A⊂平面AA1C1C,O∈平面AA1C1C,O
∉A1A,P∉平面AA1C1C,
所以直线A1A 与直线OP 一定是异面直线,故C正确;
对于D,如图3,连接AD1,D1C,AC,
因为AD1⊂平面 AD1C,O∈平面 AD1C,O∉AD1,P∉平

面AD1C,
所以直线AD1 与直线OP 一定是异面直线,故D正确.

]

7.
7
10 

[如图,在正三棱柱ABC-A1B1C1 中,连接BC1 交B1C 于

点O,取A1C1 的中点F,连接OF,显然O 是

BC1 的中点,则OF∥A1B,则∠B1OF(或其

补角)是A1B 与B1C 所成的角.在△OB1F

中,B1F=3,OB1=
1
2B1C=

1
2 42+22=

5,OF=
1
2A1B=

1
2 42+22= 5,

则cos∠B1OF=
(5)2+(5)2-(3)2

2× 5× 5
=

7
10
,所以直线A1B 与直线B1C 所成角的余弦值为

7
10.]

8.4 3或4 [取BD 的中点E,连接

ME,NE.
因为M,N 分别是BC,AD 的中点,所

以ME∥CD 且 ME=
1
2CD=4,NE∥

AB 且NE=
1
2AB=4,

可得∠MEN(或其补角)即为AB 与CD 所成的角.
因为异面直线AB 与CD 所成的角为60°,所以∠MEN=60°
或120°,
当∠MEN=120°时,由余弦定理可知

MN= EN2+EM2-2×EN×EM×cos
 

120°=43;
当∠MEN=60°时,由余弦定理可知

MN= EN2+EM2-2×EN×EM×cos
 

60°=4.]

9.证明:(1)连接 EF,HG,如图,因为空间四边形 ABCD 中,

H,G 分别是AD,CD 的中点,

所以 HG∥AC,且 HG=
1
2AC,

又因为
CF
FB=

AE
EB=

1
3
,

所以EF∥AC,且EF=
3
4AC,

所以 HG∥EF,且 HG≠EF,故四边形EFGH 为梯形.

(2)由(1)知 四 边 形 EFGH
为梯 形,且 EH,FG 是 梯 形

的两腰,
所以EH,FG 相交于一点.
设交点为P,
因为EH⊂平面ABD,所以P∈平面ABD,
同理P∈平面BCD,而平面ABD∩平面BCD=BD,所以P
∈BD,
故点P 是直线EH,BD,FG 的公共点,即直线EH,BD,FG
相交于一点.

10.解:(1)如图,设BB1 的中点为 H,
连接 HF,EH,A1H,因 为 F 是

CC1 的中点,
所以A1D1∥CB∥HF,

A1D1=CB=HF,
因此 四 边 形 A1D1FH 是 平 行 四

边形,
所以D1F∥A1H,D1F=A1H,
因此∠EA1H(或其补角)是异面直线A1E 与D1F 所成的

角.因为正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为2,E 是AB 的

中点,

所以A1E=A1H= 22+12= 5,

EH= 12+12= 2,
由余弦定理的推论,得

cos∠EA1H=
A1E2+A1H2-EH2

2A1E·A1H
=
5+5-2
2× 5× 5

=
4
5
,

所以异面直线A1E 与D1F 所成角的余弦值为
4
5.

(2)因为A1D1∥HF,HF⊄平面A1D1E,A1D1⊂平面A1D1E,
所以HF∥平面A1D1E,
因此点 H,F 到平面A1D1E 的距离相等,
即V三棱锥A1-D1EF

=V三棱锥F-A1D1E
=V三棱锥H-A1D1E

=V三棱锥D1-A1EH,

V三棱锥D1-A1EH=
1
3D1A1·S△A1EH

=
1
3×2× 22-12×2×1×2-12×1×1 =1,

所以三棱锥A1-D1EF 的体积为1.

阶段检测(十)

1.D [对于A,如图1,利用两个底面全等的斜棱柱拼接而成的

几何体满足A中条件,但该几何体不是棱柱,A错误;
对于B,如图2,利用两个上底面全等,下底面相似的棱台拼接

而成的几何体满足B中条件,但该几何体不是棱台,B错误;

对于C,连接圆柱上、下底面圆周上任意两点,只有连线平行

于旋转轴时才是母线,C错误;
对于D,圆台的轴截面是指过圆台轴的平面截取几何体得到

的截面,其形状为等腰梯形,这是因为圆台由圆锥被平行于
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底面的平面截得,轴截面包含上、下底面的直径和母线,形成

对称的等腰梯形,故圆台的轴截面始终是等腰梯形,不可能

为直角梯形,D正确.
故选D.]

2.C [把圆锥侧面沿母线 PA 剪开,展在同一 平 面 内 得 扇 形

APA',连接AB,如图,
设扇形APA'圆心角大小为θ,
则12θ=2π×3,

解得θ=
π
2
,

在Rt△PAB 中,

PB=
1
3PA'=4,

则AB= PB2+PA2= 42+122=4 10,
所以一只蚂蚁从A 点出发,沿圆锥侧面绕行一周,到达B 点,

最短路线长度为4 10.
故选C.]

3.C [根据题意,设原图梯形ABCD 的高为h,
直观图梯形A'B'C'D'的面积为30,

则原图的面积S=22×30=602,
原图中,AB∥CD,且AB=8,CD=4,

则有
(8+4)h
2 =602,则h=102.

故选C.]

4.B [设BC=a,由“阳马”的定义及AC⊥BC 可知,
四边形A1ACC1 是矩形,BC⊥平面A1ACC1,
所以“阳马”B-A1ACC1 的体积为

V1=
1
3×AC×CC1×BC=

1
3×2×3×a=2a

,

由“堑堵”的定义可知,AC⊥BC,且CC1⊥平面ABC,
所以“堑堵”ABC-A1B1C1 的体积为

V2=S△ABC ·CC1=
1
2 ×AC×BC×CC1=

1
2 ×2×a×

3=3a,
所以“阳马”B-A1ACC1 与“堑堵”ABC-A1B1C1 的体积之比

为
V1

V2
=
2a
3a=

2
3.

故选B.]

5.C [取CC1 的中点E,连 接 AE,

DE,A1D,
因为 在△B1CC1 中,DE 是 中 位

线,所 以 DE ∥B1C,且 B1C
=2DE,
所以∠ADE(或其补角)就是异面

直线AD 与B1C 所成的角,
在△A1B1C1 中,
A1B1=A1C1=2,

∠B1A1C1=120°,
所以 A1D ⊥B1C1,A1D =A1B1cos

 

60°=1,可 得 AD =

AA2
1+A1D2= 5,

在 Rt△ACE 中,CE =
1
2 CC1 = 1,所 以 AE =

AC2+CE2= 5,
在△A1B1C1 中,由余弦定理,得

B1C1= A1B2
1+A1C2

1-2A1B1·A1C1cos
 

120°=23,

所以B1C= BB2
1+BC2=4,

可得DE=
1
2B1C=2,

在△ADE 中,cos∠ADE=

AD2+DE2-AE2

2AD·DE =
5+4-5
2× 5×2

=
5
5
,

所以异面直线AD 与B1C 所成角的余弦值为
5
5.

故选C.]

6.A [设△ABC 的外接圆的半径为r,三棱锥P-ABC 的外接

球的半径为R,
如图,经 补 形 可 知 球 心 在 直 三 棱 柱 ABC-
PDE 高的中点处O,O'为△ABC 外接圆的

圆心,外接球的半径

R=OA= OO'2+O'A2,

2O'A=
BC
sin

 

A=
2

sin
 

30°=2r=4
,

∴r=O'A=2,OO'= 3,

R= 22+(3)2= 7,

∴三棱锥P-ABC 的外接球的表面积为4πR2=28π.
故选A.]

7.ABC [由已知,直角三角形斜边长为 12+22= 5(cm),

若以 5
 

cm斜边为轴,则斜边上的高为
1×2
5
=
25
5
(cm),所

求体积为
1
3× 5×π×

25
5  

2

=
45
15π

(cm3),

若以1
 

cm直角边为轴,则所求体积为
1
3×1×π×2

2=
4
3π

(cm3),

若以2
 

cm直角边为轴,则所求体积为
1
3×2×π×1

2=
2
3π

(cm3).
故选ABC.]

8.AC [对 于 A 选 项,如 图,连

接A1C1,
因为 O 为 AC,BD 的 交 点,直 线

A1C 交平面C1BD 于点M,
所以 点 C1,M,O 在 平 面C1BD
与平 面 ACC1A1 的 交 线 上,即

C1,M,O 三点共线,
则点C1,O,A,M 四点共面,故选项A正确;
对于B选项,由选项A的分析可知C1,M,O 三点共线,所以

直线C1O 与直线A1C 相交,故选项B错误;
对于C选项,因为O 为AC 的中点,点M 为直线A1C 与平面

C1BD 的交点,所以 M 不是A1C 的中点,
又因为A1A,OM⊂平面A1AC,且A1A 与OM 不平行,所以

直线A1A 与直线OM 相交,故选项C正确;
对于 D 选 项,连 接 D1B1,因 为 点 D1,D,O 均 在 平 面

D1DBB1 内,点 M 不在平面D1DBB1 内,
且直线 OM 与 直 线DD1 没 有 交 点,所 以 直 线 OM 与 直 线

DD1 异面,
则点D1,D,O,M 四点不共面,故选项D错误,
故选AC.]
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9.52π 80π [由圆锥的高为3
 

m,圆柱的高为4
 

m,底面直径

为8
 

m,

可得AE=3,ED=4,AD= 32+42=5,又DC=4,
所以该蒙古包的表面积为π·ED·AD+2π·ED·DC=
20π+32π=52π(m2);

蒙古包的体积为
1
3π

·ED2·AE+π·ED2·BE=16π+

64π=80π(m3).]

10.5+37 
76
6  [作出示意图如图,

过A1 作A1M⊥AC 于M,
连接AC,BD,A1C1,B1D1,
因为AB=2,A1B1=1,

AA1= 2,

所以上底面面积为12=1,下
底面面积为22=4,
所以棱台的侧高为

AA2
1-

AB-A1B1

2  
2

= 2- 1
2  

2

=
7
2
,

所以侧面积为4×
1
2×

(1+2)×
7
2=37

,

所以该棱台的表面积为1+4+37=5+37.

因为A1O1=
1
2A1C1=

1
2× 2A1B1=

2
2
,AO=

1
2AC=

1
2× 2AB= 2,

所以AM=
1
2
(AC-A1C1)=

2
2
,

则A1M= A1A2-AM2= 2-
1
2 =

6
2
,

所以该棱台的体积为
1
3×

(1+4+2)×
6
2=

76
6 .]

11.解:(1)因为AD∥BC,
所以∠A1AD 即为直线AA1 与BC 所

成的角.
因为∠A1AD=90°,
所 以 直 线 AA1 与 BC 所 成 的 角

为90°.
(2)连接A1C1,A1B.
因为AA1􀰿CC1,所以四边形ACC1A1 为平行四边形,
所以AC∥A1C1.
因此∠A1C1B 就是直线BC1 与AC 所成的角.
因为A1B= 2a,BC1= 2a,A1C1= 2a.
所以△A1BC1 是等边三角形.
因此,∠A1C1B=60°,
从而直线BC1 与AC 所成的角为60°.

12.解:(1)在梯形ABCD 中,∠ABC=90°,AD∥BC,且 AD=
a,BC=2a,∠DCB=60°,

∴CD=
BC-AD
cos

 

60° =2a
,AB=CDsin

 

60°= 3a,

∴DD'=AA'-2AD=2BC-2AD=2a,

∴DO=
1
2DD'=a,

∵以l为轴将梯形ABCD 旋转一周后,形成的几何体为圆

柱中挖去一个倒放的与圆柱等高的圆锥,

且圆柱高为 3a,底面半径为2a,圆锥的母线长为2a,底面

半径为a,

∴圆柱的侧面积S1=2π·2a· 3a=43πa2,

圆锥的侧面积S2=π·a·2a=2πa2,
圆柱的底面积S3=π(2a)2=4πa2,
圆锥的底面积S4=πa2,

∴组合体上底面的面积S5=S3-S4=3πa2,

∴旋转体的表面积S=S1+S2+S3+S5=(43+9)πa2.
(2)由题意知,形成的几何体的体积为一个圆柱的体积减去

一个圆锥的体积,

圆柱的体积V1=π(2a)2· 3a=43πa3,

圆锥的体积V2=
1
3πa

2· 3a=
3
3πa

3,

∴旋 转 体 的 体 积 V =V1 -V2 =4 3πa3 -
3
3πa

3 =

113
3 πa3.

(3)如图,作出圆锥的轴截面,球与

圆锥侧面 相 切,设 球 心 为 M,球 的

半径为R,N 为切点,连接 MN,
则 MN⊥CD,MN=MO=R,

则 △CMN ∽ △CDO,可 得
MN
OD

=
MC
CD

,

即
R
a =

3a-R
2a

,解得R=
3
3a,

∴球的体积V=
4
3πR

3=
4
3π×

3
3  

3

a3=
43
27πa

3.

课时作业(五十一)

1.B [由线面平行的性质定理可知EF∥PB.]

2.B [由α∩γ=l,β∩γ=m,l∥m,则α,β可能相交,
故“l∥m”推不出“α∥β”,
由α∩γ=l,β∩γ=m,α∥β,由面面平行的性质定理知l∥m,
故“α∥β”能推出“l∥m”,
故“l∥m”是“α∥β”的必要不充分条件.
故选B.]

3.C [如图,连接CD,交 PE 于点G,
连接FG,因为 AD∥平面 PEF,AD
⊂ 平 面 ADC,平 面 ADC ∩ 平 面

PEF=FG,所以AD∥FG.
因为D,E 分别为棱PB,BC 的中点,
所以G 是△PBC 的重心,

所以
AF
FC=

DG
GC=

1
2.

故选C.]

4.D [连 接 BF(图 略),由 于 B,E,F 三 点 共 面,F∈ 平

面BEF,

M∉平面BEF,EB 不过点F,故 MF,EB 为异面直线,故 A
错误;
连接B1E(图 略),由 于 B1,N,E 三 点 共 面,B1∈ 平 面
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B1NE,A1∉平面B1NE,NE 不过点B1,故A1B1,NE 为异

面直线,故B错误;

∵在平行四边形AA1B1B 中,AM=2MA1,

BN=2NB1,∴AM∥BN,AM=BN,
故四边形AMNB 为平行四边形,

∴MN∥AB 且MN=AB.
又 MN⊄平面ABC,AB⊂平面ABC,

∴MN∥平面ABC.
又 MN⊂平面 MNEF,平面 MNEF∩平面ABC=EF,

∴MN∥EF,
显然在△ABC 中,EF≠AB,∴EF≠MN,

∴四边形 MNEF 为梯形,故C错误,D正确.故选D.]

5.BC [若a∥b且b⊂α,则a∥α或a⊂α,故A错误;若a∥α且

b⊂α,则a∥b或a,b为异面直线,故B正确;若a∥b且a∥α,
则b∥α或b⊂α,故C正确;若a∥α且b∥α,则a∥b或a,b相

交或异面,故D错误.]

6.ABD [连接OQ,因为O 为平行四边形ABCD 对角线的交点,
所以O 为AC 的中点,又Q 为PA 的中点,所以OQ∥PC,
又 PC ⊂ 平 面 PCD,OQ ⊄ 平

面PCD,
所 以 OQ ∥平 面 PCD,故 A
正确;
同理OQ⊂平面 BDQ,PC⊄平

面BDQ,所以PC∥平面BDQ,故B正确;
由四边形ABCD 为平行四边形,
所以AB∥CD,AB⊂平面PAB,CD⊄平面PAB,
故CD∥平面PAB,故D正确;
又AQ 与平面PCD 相交于点P,故C错误.
故选ABD.]

7.
5
2 

[∵α∥β,△PAB 所在的平面与α,β分别交于CD,AB,

∴CD∥AB,则
PC
PA=

CD
AB
,

∴AB=
PA×CD

PC =
5×1
2 =

5
2.]

8.点 M 与点H 重合(点 M 在线段FH 上即可)
[连接 HN,FH,FN(图略),
则FH∥DD1,HN∥BD,易知FH∥平面B1BDD1,HN∥平

面B1BDD1,

∵FH∩HN=H,FH,HN⊂平面FHN,

∴平面FHN∥平面B1BDD1,只需M∈FH,
则 MN⊂平面FHN,

∴MN∥平面B1BDD1.]

9.证明:(1)取B1D1 的中点O1,连接

CO1,A1O1,

∵ABCD-A1B1C1D1 是 直 四 棱

柱,∴A1O1∥OC 且A1O1=OC,

∴四边形A1OCO1 为平行四边形,

∴A1O∥O1C,又O1C⊂平面B1CD1,

A1O⊄ 平 面 B1CD1,∴A1O∥平

面B1CD1.
(2)∵BB1∥AA1 且BB1=AA1,AA1∥DD1 且AA1=DD1,

∴BB1∥DD1 且BB1=DD1,

∴四边形BB1D1D 是平行四边形,

∴BD∥B1D1,

∵BD⊄平面B1CD1,B1D1⊂平面B1CD1,

∴BD∥平面B1CD1,
由(1)得A1O∥平面B1CD1,

∵BD∩A1O=O,BD,A1O⊂平面A1BD,

∴平面A1BD∥平面B1CD1.
(3)由(2)得BD∥B1D1,

∵B1D1⊄平面ABCD,BD⊂平面ABCD,

∴B1D1∥平面ABCD,

∵B1D1⊂平面B1CD1,平面B1CD1∩平面ABCD=l,

∴B1D1∥l.
10.(1)解:直线 AG 与直线EF 是 异 面 直 线,直 线CG 与 平 面

ABB1A1 相交.
(2)证明:取AC 的中点为H,连接GH,EH,如图,

∵E,H,G 分别是棱AB,AC,B1C1
的中点,

∴EH∥BC 且EH=
1
2BC,B1G∥

BC 且B1G=
1
2BC,

∴EH∥B1G 且EH=B1G,

∴四边形EHGB1 是平行四边形,

∴EB1∥GH,

∵GH⊂平面ACG,B1E⊄平面ACG,

∴B1E∥平面ACG.
(3)当点 N 为棱CC1 的中点时,平面 NEF∥平面A1BC1.
证明:连接 NF,EN,如图,

∵E,F 分别是棱AB,BC 的中点,

∴EF∥AC,

∵AC∥A1C1,

∴EF∥A1C1,

∵EF⊄平 面 A1BC1,A1C1⊂平面

A1BC1,∴EF∥平面A1BC1,

∵N,F 分 别 是 棱CC1,BC 的 中

点,∴NF∥BC1,

∵NF⊄平面A1BC1,BC1⊂平面A1BC1,

∴NF∥平面A1BC1,

∵EF∩NF=F,EF,NF⊂平面 NEF,

∴平面 NEF∥平面A1BC1.

课时作业(五十二)

1.D [当点在交线上时,若α⊥β,则l与β的位置关系可能是l
与β相交或l⊂β,故充分性不成立;
当点在交线上时,若l⊥β,此时l⊂α 或l⊄α,所以α,β 不一

定垂直,故必要性不成立.
所以“α⊥β”是“l⊥β”的既不充分也不必要条件.
故选D.]

2.C [对于A,由α⊥β,a⊂α,设α∩β=l,
当a∥l时,可得a∥β,故A错误;对于B,
由a⊥β,α⊥β可得a∥α或a⊂α,故B错

误;对于C,如图,设α∩γ=b,β∩γ=c,
在平 面α 内 作 不 与a 重 合 的 直 线 m,
使m⊥b,因为α⊥γ,则 m⊥γ,因为β⊥
γ,m⊄β,则m∥β,因为α∩β=a,则m∥a,于是a⊥γ,故C正

确;对于D,当α⊥β,α∩β=a,b⊥a 时,若b⊄α,且b⊄β,则b
可以和平面α,β成任意角度,故D错误.]
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3.D [对于A选项,若α⊥γ,β⊥γ,则α,β平行或相交,与A选

项不符合,所以A不正确;
对于B选项,若m⊥n,m⊂α,n⊂β,则α,β 平行或相交,与B
选项不符合,所以B不正确;
对于C选项,若 m⊥n,α∩β=m,n
⊂β,则α,β斜交或垂直,与C选项不

符合,所以C不正确;
对于D选项,如图所示,
因为m∥α,过直线m 作平面γ,使得

α∩γ=n,
由线面平行的性质定理可得m∥n,
因为m⊥β,则n⊥β,因为n⊂α,故α⊥β,而反过来不成立,D
满足要求.故选D.]

4.D [对于B,如图,
因 为 AD ∥BC,AD = AB,

∠BAD=90°,
所以∠ABD=∠ADB=45°,
又因为∠BCD=45°,AD∥BC,
所以∠ADC=135°,
所以∠BDC=∠ADC-∠ADB=135°-45°=90°,
所以CD⊥BD,所以B正确;
对于A,由B选项知CD⊥BD,
又因为平面 ABD⊥平面BCD,CD⊂平面BCD,平面 ABD
∩平面BCD=BD,
所以CD⊥平面ABD,
因为AB⊂平面ABD,
所以CD⊥AB,所以A正确;
对于C,由选项A知,CD⊥平面ABD,
因为CD⊂平面ADC,
所以平面 ADC⊥平面 ABD,所 以C
正确;
对于D,如图,过点A 作AE⊥BD,垂
足为E,
因为平面ABD⊥平面BCD,AE⊂平面

ABD,平面ABD∩平面BCD=BD,
所以AE⊥平面BCD,
显然AE⊄平面ABC,所以平面 ABC 与平面BDC 不垂直,
所以D错误.
故选D.]

5.ACD [如图所示,

对于A,因为CD∥AB,则AB1 与CD 所成的角为∠BAB1=
45°,A正确;
对于B,因为AB∥A1B1,
所以AC1 与A1B1 所成的角为∠BAC1 或其补角,

因为AB=2,BC1= 2BC=22,AC1= 3AB=23,所以

AB2+BC2
1=AC2

1,

则AB⊥BC1,所以tan∠BAC1=
BC1

AB= 2
,故∠BAC1≠45°,

B错误;

对于 C,因 为 B1C1⊥平 面 ABB1A1,故 直 线 AC1 与 平 面

ABB1A1 所成的角为∠B1AC1,
因为AB1⊂平面ABB1A1,则B1C1⊥AB1,

所以sin∠B1AC1=
B1C1

AC1
=
3
3
,

因此直线 AC1 与 平 面 ABB1A1 所 成 角 的 正 弦 值 为
3
3
,C

正确;
对于 D,因 为 AD ⊥ 平 面 CC1D1D,CD,C1D ⊂ 平 面

CC1D1D,则AD⊥CD,AD⊥C1D,
所以二面角C1-AD-B 的平面角为∠CDC1=45°,D正确.故
选ACD.]

6.BCD [对于A,假设PB⊥AC,

∵BC⊥AC,PB∩BC=B,PB,BC⊂平面PBC,

∴AC⊥平面PBC,

∵PC⊂平面PBC,∴AC⊥PC,

∵PA⊥平面ABC,AC⊂平面ABC,

∴AC⊥PA,
在△PCA 中,PA⊥AC,PC⊥AC,不能同时成立,故A错误;
对于B,∵PA⊥平面ABC,BC⊂平面ABC,∴BC⊥PA,

∵BC⊥AC,PA∩AC=A,PA,AC⊂平面PAC,

∴BC⊥平面PAC,又PC⊂平面PAC,

∴PC⊥BC,故B正确;
对于C,∵PA⊥平面ABC,PA⊂平面PAC,∴平面ABC⊥
平面PAC,故C正确;
对于D,由选项B可知BC⊥平面PAC,

∵BC⊂平面PBC,∴平面PBC⊥平面PAC,故D正确.
故选BCD.]

7.
1
3 

[连接A1C1,AC(图略),由题意知∠AC1A1 为 AC1 与

平面A1B1C1D1 所成的角.

因为AB=BC=2,所以A1C1=AC=22,
又AA1=1,所以AC1=3,

所以sin
 

∠AC1A1=
AA1

AC1
=
1
3.]

8.2 [如 图,取 AB 的 中 点 E,连 接

DE,CE,

∵BC=AC,

∴CE⊥AB,
又平 面 ADB⊥平 面 ABC,且 平 面

ADB∩平 面 ABC=AB,CE⊂ 平

面ABC,

∴CE⊥平面ADB,又DE⊂平面ADB,

∴CE⊥DE,

∵AB=2,AC=BC= 2,∴AC2+BC2=AB2,则AC⊥BC,
可得CE=1,

在等边三角形ADB 中,由AB=2,求得DE= 3,

在Rt△DEC 中,有DC= DE2+EC2= 3+1=2.]

9.证 明:因 为 PA ⊥ 平 面 ABC,且 BC⊂ 平 面 ABC,所 以

PA⊥BC.
因为AB 是圆O 的直径,所以BC⊥AC.
又PA∩AC=A,PA,AC⊂平面PAC,
所以BC⊥平面PAC.
因为AE⊂平面PAC,所以BC⊥AE.
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又PC⊥AE,且 PC∩BC=C,PC,BC⊂平 面 PBC,所 以

AE⊥平面PBC.
10.(1)证明:如图,取AP 的中点M,

连接 MD,ME.
因为E,M,F 分别是PB,PA,CD
的中点,四边形ABCD 是矩形,

所以 ME∥AB,ME=
1
2AB,且

DF∥AB,DF=
1
2AB,所以 ME∥DF,ME=DF,

所以四边形EFDM 为平行四边形,所以EF∥MD.
又 MD ⊂ 平 面 PAD,EF ⊄ 平 面 PAD,所 以 EF∥平

面PAD.
(2)证 明:因 为 PD =AD =1,M 为 AP 的 中 点,所 以

DM⊥AP,
因为PD⊥平面ABCD,AB⊂平面ABCD,所以PD⊥AB,
因为四边形ABCD 是矩形,所以AD⊥AB,
又PD∩AD=D,PD,AD⊂平 面 PAD,所 以 AB⊥平

面PAD,
又因为DM⊂平面PAD,
所以AB⊥DM,
又因为AB∩AP=A,AB,AP⊂平面ABP,
所以DM⊥平面ABP,
由(1)知EF∥MD,所以EF⊥平面PAB.
(3)解:因为PD⊥平面ABCD,AB,AD⊂平面ABCD,所以

PD⊥AB,PD⊥AD,

又PD=AD=1,所以PA= 2,
因为PB⊥平面AEF,AE⊂平面AEF,所以PB⊥AE,

又E 是PB 的中点,所以AB=PA= 2,CF=
2
2
,

所以直 角 梯 形 ABCF 的 面 积S=
1
2 × 22 + 2 ×1

=
32
4 .

因为点E 到平面ABCF 的距离d=
1
2PD=

1
2
,

所以V四棱锥E-ABCF=
1
3×

32
4 ×

1
2=

2
8.

阶段检测(十一)

1.D [因为AD⊥BC,AD⊥BD,BC∩BD=B,BC,BD⊂平面

BDC,所以AD⊥平面 BDC.又 AD⊂平面 ADC,所以平面

ADC⊥平面DBC.故选D.]

2.B [根据题意,分两步来判断:

①由线面垂直的判定,当a⊂α,l⊥a 时,
不足以判断l⊥α,故由“l⊥a”推不出“l⊥α”;

②a⊂α,若l⊥α,由线面垂直的定义可得,

l⊥a,即“l⊥a”是“l⊥α”的必要条件,
则“l⊥a”是“l⊥α”的必要不充分条件,
故选B.]

3.C [对于 A,B,若 m∥α,n∥α,则 m,n 可能平行、相交或异

面,故A,B错误.
对于C,D,若m∥α,n⊥α,则m⊥n,且m 与n 相交或异面,故

D错误.
故选C.]

4.C [取AB 的中点M,连接OM,CM,
因为OA=OB,所以AB⊥OM,
因为OA⊥OC,OB⊥OC,OB∩
OA=O,OA,OB⊂平面OAB,
所以OC⊥平面OAB,
又AB⊂平面OAB,
所以OC⊥AB,
因为OM∩CO=O,

OM,CO⊂平面OMC,
所以AB⊥平面OMC,
要使CD⊥AB,其中C∈平面OMC,故需D∈平面OMC,连
接DM,则DM⊂平面OMC,
故只需AB⊥DM,
又 M 为AB 的中点,故DA=DB 时,满足要求.故选C.]

5.A [如图,取BE 的中点M,连接DM,AM,
由PD=BD,可 得 D 为PB 的

中点,
又因为 M 为BE 的中点,
可得 MD∥PE,
又因为 MD⊄平 面 PEF,PE⊂
平 面 PEF,可 得 MD ∥ 平

面PEF,
又由于AD∥平 面 PEF,且 AD∩MD=D,AD,MD⊂平

面ADM,
可得平面PEF∥平面ADM,由AM⊂平面ADM,
可得AM∥平面PEF,
又由于AM⊂平面ABC,平面ABC∩平面PEF=EF,可得

AM∥EF,

又因为AF=
1
2FC,

可得 ME=
1
2EC,可得BE→=12BC→,

故λ=
1
2.

故选A.]

6.D [由题意知△PAB 为正三角形,因为PC2+PD2=CD2,
所 以 PC ⊥PD.如 图,分 别 取

AB,CD 的中点E,F,连接 PE,

EF,PF,则 PE=2 3,PF=2,

EF=4,于是PE2+PF2=EF2,

所以PE⊥PF.过点 P 作PG⊥EF,垂足为 G.易 知CD⊥
PF,CD⊥EF,EF,PF⊂平面 PEF,且EF∩PF=F,所以

CD⊥平面PEF.又PG⊂平面PEF,所以CD⊥PG.又PG⊥
EF,CD,EF⊂平 面 ABCD,CD∩EF=F,所 以 PG⊥平 面

ABCD,所以 PG 为 四 棱 锥P-ABCD 的 高.由
1
2PE·PF=

1
2EF·PG,得PG=

PE·PF
EF =

23×2
4 = 3.故选D.]

7.BC [由题意,底面ABCD 是长方形,故AC⊥BD 不成立,
由于AC⊂平面 ACC1,由线面垂直的性质可知 BD 与平面

ACC1 不垂直,

因为CC1⊥平面ABCD,BD⊂平面ABCD,所以CC1⊥BD,
若AC1⊥BD,
由于CC1∩AC1=C1,CC1,AC1⊂平面 ACC1,所以 AC1⊥
BD 不成立,故A错误;
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由于B1C= BC2+B1B2= 2=A1B1,
在长方体中,有B1C=A1B1=CD=A1D,
由于CD⊥平面A1D1DA,A1D⊂平面A1D1DA,所以CD⊥
A1D,
由于A1B1∥CD,所以四边形A1B1CD 是正方形,
所以A1C⊥B1D,故B正确;
由于AB∥CD,所以AB⊥A1D,
由于四边形A1D1DA 是正方形,所以AD1⊥A1D,
由于AB∩AD1=A,且AB,AD1⊂平面ABD1,
所以A1D⊥平面ABD1,故C正确;
由于四边形A1B1BA 是长方形,所以AB1⊥A1B 不成立,
由线面 垂 直 的 性 质 可 知,AB1⊥平 面 A1BD 不 成 立,故 D
错误.

故选BC.]

8.AD [如图所示,因为PA⊥平面AB-
CD,所以 PA⊥CD,又 因 为 底 面 AB-
CD 是 矩 形,所 以 CD⊥AD,又 PA∩
AD=A,所 以

 

CD⊥平 面 PAD,所 以

CD⊥PD,故 A正 确;因 为 CD∥AB,

CD⊥ 平 面 PAD,所 以 AB ⊥ 平 面

PAD,又PC∩平面PAD=P,所以AB 与PC 不垂直,故B
错误;因为底面ABCD 是矩形,所以BD 与AC 不一定垂直,
则BD 与平面PAC 不一定垂直,所以平面PBD 与平面PAC
不一定垂直,故C错误;因为E,F 分别是棱PA,PB 的中点,
所以EF∥AB,又 AB∥CD,所以EF∥CD,所以E,F,C,D
四点共面,故D正确.]

9.
21
7  [如图,取VD 的中点E,连

接AE,BE,则AE⊥VD.
∵四边形ABCD 是正方形,

∴AB⊥AD.
又平面VAD⊥平面ABCD,AB⊂平面ABCD,平面VAD∩平面

ABCD=AD,

∴AB⊥平面VAD,则AB⊥AV,

∴∠VAB=90°.
∵△VAD 是正三角形,四边形ABCD 为正方形,

∴由勾股定理,可知BD= AB2+AD2

= AB2+VA2=VB,∴BE⊥VD,

∴∠AEB 就是所求二面角的平面角.
在Rt△BAE 中,∠BAE=90°,

AE=
3
2AD=

3
2AB,BE=

7
2AB,

∴cos∠AEB=
AE
BE=

21
7
,

即所求二面角的余弦值为
21
7 .]

10.2或34 [∵平面α∥平面β,A,C∈α,B,D∈β,直线AB 与

CD 交于点P,∴AB,CD 共面,且AC∥BD,

①若点P 在平面α,β的外部,∴
AP
BP=

CP
PD
,

∵AP=8,BP=9,CP=16,

∴
8
9=

16
PD
,解得PD=18,

∴CD=PD-PC=18-16=2.
②若点P 在平面α,β之间,

则
AP
BP=

CP
PD
,即8
9=

16
PD
,解得PD=18,

则CD=CP+PD=18+16=34.]

11.证明:(1)连接EC,在四棱锥P-ABCD 中,AD∥BC,AD⊥

DC,BC=CD=
1
2AD=1,E 为棱AD 的中点,PA⊥平面

ABCD.
∴BC=AE,
又∵AD∥BC,∴四边形AECB 为平行四边形,∴AB∥CE,
又∵CE⊂平面PCE,AB⊄平面PCE,

∴AB∥平面PCE.
(2)∵PA⊥平 面 ABCD,BD⊂平 面

ABCD,∴PA⊥BD,
连接BE,由 题 意 知 AD∥BC,E 为 棱

AD 的中点,BC=
1
2AD=1,

知BC∥DE,且BC=DE,则四边形BCDE 为平行四边形,

∵AD⊥DC,∴DE⊥CD,又BC=CD=1,
所以平行四边形BCDE 为正方形,

∴BD⊥EC,
又AB∥EC,∴BD⊥AB,又 PA∩AB=A,PA,AB⊂平

面PAB,

∴BD⊥平面PAB,又BD⊂平面PBD,

∴平面PAB⊥平面PBD.
12.(1)证明:由 题 意 得,EF∥MC,且 EF=MC,所 以 四 边 形

EFCM 是平行四边形,所以EM∥FC.
又FC⊂平面BCF,EM⊄平面BCF,所以EM∥平面BCF.
(2)解:取 DM 的中点O,连接 OA,OE(图 略),因 为 AB∥
MC,且AB=MC,所以四边形 AMCB 是平行四边形,所以

AM=BC= 10,

又AD= 10,故△ADM 是等腰三角形,同理△EDM 是等边三

角形,可得OA⊥DM,OE⊥DM,OA= AD2- DM
2 

2

=3,

OE= ED2- DM
2 

2

= 3,又 AE=2 3,所 以 OA2+

OE2=AE2,故OA⊥OE.
又OA⊥DM,OE∩DM=O,OE,DM⊂平 面 EDM,所 以

OA⊥平面EDM.

易知S△EDM=
1
2×2× 3= 3.

在△ADE 中,cos∠DEA=
4+12-10
2×2×23

=
3
4
,

所以sin∠DEA=
13
4
,S△ADE=

1
2×2×23×

13
4 =

39
2 .

设 点 M 到 平 面 ADE 的 距 离 为 d,由 V三棱锥M-ADE =

V三棱锥A-EDM,得
1
3S△ADE ·d=

1
3S△EDM ·OA,得 d=

6 13
13

,故点 M 到平面ADE 的距离为
6 13
13 .
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课时作业(五十三)

1.C [对于 A,由 向 量 的 加 法 法 则 可 知,a-b=-(b+c)+
(a+c),所以{a-b,b+c,a+c}不能构成空间的一个基底,
故A错误;
对于B,三个向量a,b,c中任意两个一定共面,但它们三个却

不一定共面,故B错误;
对于C,已知{a,b,c}是空间的一个基底,则a,b,c 不共面,
可知{a+b,b+c,c+a}也不共面,所以{a+b,b+c,c+a}
也是空间的一个基底,故C正确;
对于D,只有当a,b,c 不共面时,空间任意一向量p 才能表

示为p=xa+yb+zc,故D错误.故选C.]

2.C [因为P,A,B,C 四点共面,所以PA→,PB→,PC→ 共面,

不妨设PC→=xPA→+yPB→=(2x-y,x+2y,-3x+3y)=
(λ,6,-9),

所以

2x-y=λ,

x+2y=6,

-3x+3y=-9, 解得

x=4,

y=1,

λ=7. 
故选C.]

3.A [连接EC,ED,如图所示,

AG→=AE→+EG→=AE→+ 13EF→=

AE→+13×
1
2
(EC→+ED→)=AE→+

1
6
(EC→+ED→)=AE→+ 16(AC

→-

AE→+AD→-AE→)=23AE→+ 16AC→+16AD→=23×
1
2AB→+

1
6AC→+16AD→=13a+

1
6b+

1
6c.

故选A.]

4.C [设AC,BD 交于点O,连接OE,

∵正方 形 ABCD 与 矩 形ACEF 所 在 平 面 互 相 垂 直,AB=

2,AF=1,
M 在EF 上,且AM∥平面BDE,

∴AM∥OE,又AO∥EM,∴四边形OAME 是平行四边形,

∴M 是EF 的中点,

∵E(0,0,1),F(2,2,1),

∴M 2
2
,2
2
,1  .故选C.]

5.D [由 题 意 得 OB→·OC→=p+n,|OA→|= m2+n2 =1,

|OB→|= p2+n2=1,

|OC→|= 1+1+1= 3,

∴p+n=1× 3×cos
π
3=

3
2
,

∵p2 +n2 =1,∴OA→·OB→=np=
(p+n)2-(p2+n2)

2

=-
1
8
,

则向量OA→,OB→ 夹角的余弦值为

cos<OA→,OB→>= OA→·OB→

|OA→|·|OB→|
=np=-

1
8.

故选D.]

6.C [由 题 意 得 AM→=AA1
→+A1M

→=AA1
→+ 12 (A1B1

→+

A1C1
→)=AA1

→+12(AB→+AC→),

所以AM→2=AA2
1
→
+
1
4
(AB→+AC→)2+AA1

→·(AB→+AC→),

所以|AM→|= AM→2

= AA1
→2+

1
4
(AB→+AC→)2+AA1

→·(AB→+AC→)

= AA1
→2+

1
4
(AB→2+AC→2+2AB→·AC→)+AA1

→·AB→+AA1
→·AC→

= 22+
1
4
(22+22+0)+2×2×

1
2+2×2×

1
2

= 10.
 

故选C.]

7.BCD [空间向量a=(2,2,2),b=(1,-1,1),c=(1,7,1),
对于A,若a∥b,则存在λ∈R使得a=λb,即2=λ,2=-λ,

2=λ,无解,故A错误;
对于B,a·b=2-2+2=2,故B正确;

对于C,|a|= 4+4+4=23,故C正确;
对于D,由选项 A可 知a 与b 不 共 线,故 若a,b,c 是 共 面

向量,
则存在λ,μ∈R使得c=λa+μb=λ(2,2,2)+μ(1,-1,1)=
(2λ+μ,2λ-μ,2λ+μ),
即2λ+μ=1,2λ-μ=7,解得λ=2,μ=-3,故a,b,c是共面

向量,D正确.
故选BCD.]

8.BD [根据题意,依次分析选项:

对于A,BM→=BB1
→+B1M

→=AA1
→+12(BA→+BC→)=12b-

1
2a+c

,A错误;

对于B,AC1
→=AB→+AD→+CC1

→=a+b+c,B正确;

对于C,AC1
→=a+b+c,

则|AC1
→|2=(a+b+c)2=a2+b2+c2+2a·b+2a·c+2b

·c=6,

则|AC1
→|= 6,C错误;

对于D,AB→·AC1
→=a·(a+b+c)=a2+a·b+a·c=2,

则cos<AB→,AC1
→>= AB→·AC1

→

|AB→||AC1
→|
=
6
3
,D正确.

故选BD.]

9.(-10,1,16) 2 [因为a=(-3,2,5),b=(1,5,-1),所以

3a-b=(-9,6,15)-(1,5,-1)=(-10,1,16),a·b=
-3+10-5=2.]
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10.
1
8 

[∵P,A,B,C 四点共面,∴
3
4+

1
8+t=1

,∴t=
1
8.]

11.证明:(1)以 A 为 坐 标 原 点,

AB,AD,AP 所 在 直 线 分 别 为

x 轴、y 轴、z 轴 建 立 如 图 所 示

的空间直角坐标系.
设PA=AD=a(a>0),AB=
b(b>0),则有A(0,0,0),P(0,

0,a),D(0,a,0),C(b,a,0),B(b,

0,0).
因为 M,N 分别为AB,PC 的中点,

所以 M b
2
,0,0 ,N b

2
,a
2
,a
2 ,

所以 MN→= 0,a2,a2 ,又AP→=(0,0,a),AD→=(0,a,0),

所以 MN→=12AP→+12AD→.

又 MN⊄平面PAD,所以 MN∥平面PAD.

(2)结合(1)知,M b
2
,0,0 ,

PC→=(b,a,-a),PM→= b
2
,0,-a ,

PD→=(0,a,-a).
设平面PMC 的法向量为n1=(x1,y1,z1),

则
n1·PC→=0,

n1·PM→=0, 即

bx1+ay1-az1=0,

b
2x1-az1=0, 

令z1=b,则x1=2a,y1=-b,
得n1=(2a,-b,b)为平面PMC 的一个法向量.
设平面PDC 的法向量为n2=(x2,y2,z2),

则
n2·PC→=0,

n2·PD→=0, 即
bx2+ay2-az2=0,

ay2-az2=0, 
得x2=0,令z2=1,则y2=1,得n2=(0,1,1)为平面PDC
的一个法向量.
因为n1·n2=0-b+b=0,所以n1⊥n2,
故平面PMC⊥平面PDC.

课时作业(五十四)

1.B [以D 为坐标原点,DA,DC,DP 所在直线分别为x 轴、y
轴、z 轴,建立空间直角坐标系,如图所示.
设 PD =2,则 AB =AD =BC=
CD=1,
可得A(1,0,0),B(1,1,0),C(0,1,

0),P(0,0,2),由PC=4EC,

得E 0,
3
4
,1
2  ,所以AC→=(-1,1,

0),BE→= -1,-14,12 ,
可得cos<AC→,BE→>= AC→·BE→

|AC→||BE→|

=
1-

1
4+0

1+1+0× 1+
1
16+

1
4

=
42
14

,

所以异面直线AC 与BE 所成角的余弦值为
42
14 .

故选B.]

2.A [以过点A 作平面ACC1A1 的垂线为x 轴,以AC,AA1

所在直线分 别 为y 轴 和z 轴,建 立 空 间 直 角 坐 标 系,如 图

所示,

则平面ACC1A1 的一个法向量为

n=(1,0,0),

在正 三 棱 柱 ABC-A1B1C1 中,设

AB=AA1=2,

则B(3,1,0),P 3
2
,3
2
,2  ,

所以BP→= -
3
2
,1
2
,2  ,

设直线BP 与平面ACC1A1 所成的角为θ.

则sin
 

θ=|cos<n,BP→>|=
n·BP→

|n||BP→|
=
-
3
2

1× 5
=
15
10

,

所以直线BP 与 平 面ACC1A1 所 成 角 的 正 弦 值 为
15
10 .故

选A.]

3.A [设上底面圆心为O1,下底面圆心为O,连接OO1,OC,

OB,O1C1,O1B1,

以O 为坐标原点,分别以OC,OB,OO1 所在直线为x 轴、y
轴、z 轴,建立空间直角坐标系(图略),

则C(1,0,0),A(0,2,0),B1(0,1,2),D1(2,0,2),

则CD1
→=(1,0,2),AB1

→=(0,-1,2),

cos<CD1
→,AB1

→>= CD1
→·AB1

→

|CD1
→||AB1

→|

=
4

5× 5
=
4
5
,

又异面直线所成角的范围为 0,
π
2  ,

故异面直线AB1 与CD1 所成角的余弦值为
4
5.

故选A.]

4.A [因为SA⊥平面ABCD,AD,

AB⊂ 平 面 ABCD,所 以 SA ⊥
AD,SA⊥AB,又 底 面 ABCD 是

直 角 梯 形,且 BC =2AD =1,

∠ABC=90°,所 以∠BAD=90°,

即AD⊥AB.
如图,以A 为坐标原点,AD,AB,AS 所在直线分别为x,y,z
轴建立空间直角坐标系,

由SA=AB=BC=2AD=1,可 得 A(0,0,0),S(0,0,1),

C(1,1,0),

所以SC→=(1,1,-1),
因为SA⊥平面ABCD,所以AS→=(0,0,1)是平面ABCD 的

一个法向量,设SC 与平面ABCD 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<AS→,SC→>|=|AS
→·SC→|

|AS→||SC→|
=

1
1× 3

=
3
3
,
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即直线SC 与平面ABCD 所成角的正弦值为
3
3
,则SC 与平

面ABCD 所成角的余弦值为 1-
1
3 =

6
3.故选A.]

5.ACD [∵P(2,2,0),B(0,4,2),

∴|PB|= (2-0)2+(2-4)2+(0-2)2=23,故A正确;

∵A(4,0,6),B(0,4,2),C(0,0,4),

∴CA→=(4,0,2),CB→=(0,4,-2),

∴cos<CA→,CB→>= CA→·CB→

|CA→||CB→|

=
-4

25×25
=-

1
5
,

∵两直线所成角的取值范围为 0,
π
2  ,

∴直线CA 与直线CB 夹角的余弦值为
1
5
,故B错误;

∵n=(-1,1,2),且CA→·n=4×(-1)+0×1+2×2=0,

CB→·n=0×(-1)+4×1+(-2)×2=0,

∴n 是平面ABC 的一个法向量,故C正确;

∵P(2,2,0),B(0,4,2),∴PB→=(-2,2,2),

∴PB 与 平 面 ABC 所 成 角 的 正 弦 值 为|cos<PB→,n>|=
PB→·n

|PB→||n|
=
2+2+4
23× 6

=
22
3
,故D正确.

故选ACD.]

6.BCD [以D 为坐标原点,DA,DC,

DD1 所在直线分别为x 轴、y 轴、z
轴,建立如图所示的空间直角坐标

系,则 D1(0,0,2),B1(2,2,2),

A1(2,0,2),D (0,0,0),易 知

D1B1
→=(2,2,0),EF→=(0,1,0),所

以cos
 

<D1B1
→,EF→>= D1B1

→·EF→

|D1B1
→||EF→|

=
2

22×1
=
2
2
,所以异面直

线B1D1 与EF 所成的角的大小为45°,故A正确,B错误.连
接A1D,B1C,由题意可知平面B1EF 即为平面A1B1CD,设

平面A1B1CD 的法向量为n=(x,y,z),则n·A1B1
→=n·

DA1
→=0.又 A1B1

→ = (0,2,0),DA1
→ = (2,0,2),所 以

2y=0,

2x+2z=0, 令x=1,得n=(1,0,-1)为平面 A1B1CD 的

一个法向量,所以cos<D1B1
→,n>= 2

22× 2
=
1
2
,所以直线

B1D1 与平面A1B1CD 所成的角为30°,即直线 B1D1 与平

面B1EF 所成角的大小为30°,故C,D错误.故选BCD.]

7.
π
6 

[设直线l与平面α所成的角为θ,

因为直线l的方向向量为a=(2,-3,3),向量n=(1,0,0)
是平面α的一个法向量,

所以sin
 

θ=|cos<a,n>|=
|a·n|
|a||n|=

2
4×1=

1
2
,

因为θ∈ 0,
π
2  ,所以θ=

π
6.]

8.
3
6 

[由题意,以D 为坐标原点,DA,DC,DD1 所在直线分

别为x 轴、y 轴、z 轴,建 立 空 间

直角坐标系,如图所示,
则D(0,0,0),A(2,0,0),B(2,2,

0),E(0,2,1),D1(0,0,2),

所以DB→=(2,2,0),DE→=(0,2,

1),AD1
→=(-2,0,2),

设平面BDE 的法向量为m=(x,

y,z),

则
m·DB→=0,

m·DE→=0, 
即
2x+2y=0,

2y+z=0, 令x=1,得y=-1,z=2,则m=(1,-1,2)

为平面BDE 的一个法向量.
设直线AD1 与平面BDE 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<AD1
→,m>|=

|AD1
→·m|

|AD1
→||m|

=
2

22× 6
=
3
6.]

9.(1)证明:设AB1∩A1B=O,因为平面AA1B1B⊥平面AB-
CD,且平面AA1B1B∩平面 ABCD=AB,AD⊥AB,且 AD
⊂平面ABCD,
所以AD⊥平面AA1B1B,又A1B⊂平面AA1B1B,则AD⊥
A1B,
因为四边形AA1B1B 是菱形,则AB1⊥A1B,
因为AB1∩AD=A,AB1,AD⊂平面AB1D,
故A1B⊥平面AB1D,
因为B1D⊂平面AB1D,
所以A1B⊥B1D.
(2)解:设CD1∩C1D=H,连接OH,分别以OB,OB1,OH
所在直线为x,y,z 轴,建立空间直角坐标系,如图所示.

因 为 ∠ABB1 =
π
3
,所 以

△ABB1 为正三角形,

故A1O=BO=
3
2AB= 3,

依题意 可 得,A1(- 3,0,0),

B(3,0,0),A(0,-1,0),

P(0,1,3),

则A1B
→=(23,0,0),AB→=(3,1,0),

AP→=(0,2,3),
设平面ABP 的法向量为n=(x,y,z),

则
AB→⊥n,

AP→⊥n, 则
AB→·n= 3x+y=0,

AP→·n=2y+ 3z=0, 
故可取n=(1,- 3,2)为平面ABP 的一个法向量,
设直线A1B 与平面ABP 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<A1B
→,n>|=|A1B

→·n|

|A1B
→||n|

=
23

23×22
=
2
4.

10.解:(1)因为四棱锥P-ABCD 是正四棱锥,
所以底面ABCD 是正方形,且OP⊥底面ABCD,

因为AD=32,
所以AO=OD=OB=OC=3,
因为AP=5,
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所以PO= AP2-AO2=4,
所以△POA 绕OP 旋转一周形成的几何体是底面半径为3,
高为4的圆锥,

所以V圆锥=
1
3Sh=

1
3π×3

2×4=12π.

(2)如图,建立空间直角坐标系,
因为AP=AD,由题知四棱锥P-
ABCD 是正四棱锥,所以该四棱

锥各棱长相等,

设AB=2a,a>0,
则 AO =OD =OB =OC=a,

PO= AP2-AO2=a,
则O(0,0,0),P(0,0,a),A(0,

-a,0),B(a,0,0),C(0,a,0),

D(-a,0,0),E a
2
,0,

a
2  ,

故BD→=(-2a,0,0),AC→=(0,2a,0),AE→= a
2
,a,

a
2  ,

设n=(x1,y1,z1)为平面AEC 的法向量,

则
n·AC→=0,

n·AE→=0, 
即

2a·y1=0,

a
2

·x1+a·y1+
a
2

·z1=0, 令 x1 =1,则 y1 =0,

z1=-1,
所以n=(1,0,-1)为平面AEC 的一个法向量,

则cos<n,BD→>= n·BD→

|n||BD→|
=
-2a
2×2a

=-
2
2
,

设直线BD 与平面AEC 所成的角为θ,

因为sin
 

θ=|cos<n,BD→>|= 22,θ∈ 0,
π
2  ,

所以θ=
π
4
,

故直线BD 与平面AEC 所成角的大小为
π
4.

课时作业(五十五)

1.(1)证明:在四棱锥P-ABCD 中,连接 AC 交BD 于点O,连
接OE,
由四边形 ABCD 为正方形,得 O 为AC 的中点,又 E 是 棱

PA 的中点,则OE∥PC,
而PC⊄平面BDE,OE⊂平面BDE,
所以PC∥平面BDE.
(2)解:在四棱锥P-ABCD 中,PD⊥平面ABCD,
因为AD,DC⊂平 面 ABCD,所 以 PD⊥AD,PD⊥DC,又
DA⊥DC,所以DA,DC,DP 两两垂直,
以D 为 原 点,直 线 DA,DC,DP
所在直线分别为x,y,z 轴建立空

间直角坐标系,
则D(0,0,0),B(2,2,0),E(1,0,

2),

P(0,0,4),DB→=(2,2,0),DE→=
(1,0,2),DP→=(0,0,4),

设平面BDE 的法向量为n=(x,y,z),

则
n⊥DB→,

n⊥DE→, 
则

n·DB→=2x+2y=0,

n·DE→=x+2z=0, 
取z=1,则x=-2,y=2,得n=(-2,2,1)为平面BDE 的

一个法向量.
设平面BDP 的法向量为m=(a,b,c),

则
m⊥DB→,

m⊥DP→, 则
m·DB→=2a+2b=0,

m·DP→=4c=0, 
解得c=0,取a=1,则b=-1,得 m=(1,-1,0)为 平 面

BDP 的一个法向量,

因此|cos<n,m>|=
|n·m|
|n||m|=

4
32

=
22
3
,

所以平面BDE 与平面BDP 夹角的余弦值为
22
3 .

2.(1)证明:∵CD∥BE 且CD=BE,∴四边形CDEB 为平行四

边形,∴DE=2,

∴AD=DE=AE=2,由平行四边形性质得PA=PD=2.

取AD 的中点O,连 接 PO,OE,则 PO⊥AD,且 PO= 3,

OE⊥AD 且OE= 3,

∴∠POE 为二面角P-AD-E 的平面角,
又∵PO2+OE2=PE2,∴∠POE=90°,

∴平面PAD⊥平面ABCD.
(2)解:依题意,以O 为坐标原点,OA,OE,OP 所在直线分别

为x,y,z 轴建立如图所示的空间直角坐标系,

则B(-1,23,0),D(-1,0,0),P(0,0,3),E(0,3,0),

M(-2,0,0),

则DP→=(1,0,3),DE→=(1,3,0),BM→=(-1,-23,0),

MP→=(2,0,3),
设平面PDE 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
DP→⊥m,

DE→⊥m, 
则

DP→·m=0,

DE→·m=0, 即
x1+ 3z1=0,

x1+ 3y1=0, 
令z1=1得x1=- 3,y1=1,∴m=(- 3,1,1)为 平 面

PDE 的一个法向量,
设平面PBM 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则
MP→⊥n,

BM→⊥n, 
则

MP→·n=0,

BM→·n=0, 即
2x2+ 3z2=0,

-x2-23y2=0, 
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令z2=4得x2=-23,y2=1,

∴n=(-23,1,4)为平面PBM 的一个法向量,
设平面PBM 与平面PDE 的夹角为θ,

则cos
 

θ=
|m·n|
|m||n|=

11
5× 29

=
11 145
145

,

∴平面PBM 与平面PDE 夹角的余弦值为
11 145
145 .

课时作业(五十六)

1.D [由已知,得PA→=(-1,-1,-1),因为直线l的方向向量为

n= (1,0,2),所 以 点 P (1,2,2)到 直 线 l 的 距 离 为

|PA→|2- PA→·n
|n|  

2

= 3-
9
5 =

30
5 .故选D.]

2.C [在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,设点A 到平面A1BC 的

距 离 为 h,则 V三棱锥A-A1BC
=
1
3S△A1BC

·h =
22
3 h =

V三棱锥A1-ABC=
1
3S△ABC·A1A=

1
3V三棱柱ABC-A1B1C1

=
4
3
,解得

h= 2,所以点A 到平面A1BC 的距离为 2.]

3.ABD [建立如图所示的空间直角

坐标系,

则B1(1,1,1),E 0,0,12 ,F 1,
1,
1
2 ,C1(0,1,1),A(1,0,0),

A1(1,0,1).

对于 A,因 为 B1E
→= -1,-1,

-
1
2 ,直 线 B1E 的 一 个 单 位 方 向 向 量u1 =

B1E
→

|B1E
→|

=

-
2
3
,-
2
3
,-
1
3  ,A1B1

→=(0,1,0),

所以A1B1
→·u1=-

2
3.

所以点A1 到直线B1E 的距离为 |A1B1
→|2-(A1B1

→·u1)2

= 1-
4
9 =

5
3
,故A正确;

对于B,因为AE→= -1,0,
1
2  ,

FC1
→= -1,0,

1
2  ,

所以AE→∥FC1
→,即AE∥FC1,所以点F 到直线AE 的距离即

为直线FC1 到直线AE 的距离,

因 为 直 线 AE 的 一 个 单 位 方 向 向 量 u2 =
AE→

|AE→|
=

-
25
5
,0,
5
5  ,AF→= 0,1,

1
2  ,|AF→|2= 54,AF→·u2

=
5
10
,

所以直线FC1 到直线AE 的距离为

5
4-

5
10  

2

=
30
5
,故B正确;

对于C,设平面AB1E 的法向量为n=(x,y,z),AB1
→=(0,1,

1),AE→= -1,0,
1
2  ,AA1

→=(0,0,1).

则
n⊥AB1

→,

n⊥AE→, 由

n·AB1
→=y+z=0,

n·AE→=-x+12z=0, 
令z=2,则y=-2,x=1,
即n=(1,-2,2)为平面AB1E 的一个法向量,
设点A1 到平面AB1E 的距离为d,

则d=
|AA1
→·n|
|n| =

2
3
,即点A1 到平面AB1E 的距离为

2
3
,

故C不正确;
对于D,因为AE∥FC1,
所以FC1∥平面AB1E,
所以直线FC1 到平面 AB1E 的距离等于C1 到平面 AB1E
的距离,

又C1B1
→=(1,0,0),

由选项C得平面AB1E 的一个法向量为n=(1,-2,2),
所以C1 到平面AB1E 的距离为

|C1B1
→·n|
|n| =

1
3
,

所以 直 线 FC1 到 平 面 AB1E 的 距 离 为
1
3
,故 D 正 确.故

选ABD.]

4.ABD [对于A,如图1所示,
连接AB1 交A1B 于点E,连接DE,
所以DE∥B1C,
又 DE ⊂ 平 面 A1BD,B1C ⊄ 平

面A1BD,
所以B1C∥平面A1BD,故A正确;
对于 B,因 为 AB=BC,D 是AC 的

中点,
所以BD⊥AC,
又平面A1ACC1⊥平面 ABC,平面 A1ACC1∩平面 ABC=
AC,BD⊂平面ABC,
所以BD⊥平面A1ACC1,
又BD⊂平面A1BD,
所以平面A1BD⊥平面AA1C1C,故B正确;
对于C,因为B1C∥平面A1BD,
所以B1C 到平面A1BD 的距离

等于点B1 到平面A1BD 的距离,
以D 点为坐标原点,建立空间直角

坐标系,如图2所示,

则 D(0,0,0),B1(0,22,3),

B(0,22,0),A1(-1,0,3),

所以 DB1
→=(0,2 2,3),DB→=

(0,22,0),DA1
→=(-1,0,3),

设平面A1BD 的法向量为n=(x,y,z),

则
DB→·n=0,

DA1
→·n=0, 即 22y=0,

-x+3z=0, 取x=3,

则n=(3,0,1)为平面A1BD 的一个法向量,

所求距离d=
|n·DB1

→|
|n| =

3 10
10

,故C错误;
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对于D,如图3所示,
作AF⊥BC,连接A1F,因为AA1⊥平

面ABC,所以AA1⊥BC,
又AA1∩AF=A,AA1,

AF⊂平面A1AF,
所以BC⊥平面A1AF,
则BC⊥A1F,

又AF=
BD·AC

BC =
22×2
3 =

42
3
,

所以A1F= A1A2+AF2

= 32+ 42
3  

2

=
113
3

,故D正确.

故选ABD.]

5.
8
3 

[以 D 为 坐 标 原 点,DA,DC,

DD1 所在直线分别为x 轴、y 轴、z
轴,建立如图所示的空间直角坐 标

系,则D(0,0,0),E(0,2,4),F(2,

4,4),B(4,4,0),A(4,0,0),M(2,

0,4),N(4,2,4),

所以EF→=(2,2,0),DE→=(0,2,4),
BA→=(0,-4,0).
设平面EFBD 的法向量为a=(1,m,n),

则
a·EF→=0,

a·DE→=0, 即
2+2m=0,

2m+4n=0, 
解得

m=-1,

n=
1
2
, 所以a= 1,-1,12 为平面EFBD 的一个

法向量.

因为AM→=(-2,0,4),AN→=(0,2,4),所以a·AM→=0,a·

AN→=0,从而a⊥AM→,a⊥AN→,所以a⊥平面AMN,所以平

面AMN∥平面EFBD,所以平面AMN 与平面EFBD 间的

距 离 即 为 点 A 到 平 面 EFBD 的 距 离,该 距 离 为

|BA→·a|
|a| =

8
3.]

6.(1)证明:∵EA=EB,M 是AB 的中点,

∴EM⊥AB,
又平面ABE⊥平面ABCD,平面ABE∩平面ABCD=AB,

EM⊂ 平 面 ABE,∴EM ⊥ 平 面 ABCD,∵AD ⊂ 平 面

ABCD,∴EM⊥AD.
(2)解:连接CM,
由(1)知EM⊥平面ABCD,
∵CM⊂平面ABCD,

∴EM⊥CM,
在菱形ABCD 中,∠ABC=60°,∴△ABC 是正三角形,

∴CM⊥AB,
故 MB,MC,ME 两两垂直,
以 M 为坐标原点,建立如图所示的空间直角坐标系,

则 M(0,0,0),A(-1,0,0),B(1,0,0),C(0,3,0),E(0,0,

3),∴AE→=(1,0,3),EC→=(0,3,- 3),
设EP→=λEC→=(0,3λ,- 3λ),0≤λ≤1,
则AP→=AE→+EP→=(1,3λ,3- 3λ),
易知平面ABE 的一个法向量为n=(0,1,0),

∵直线AP 与平面ABE 所成的角为45°,

∴sin
 

45°=|cos<AP→,n>|=|AP→·n|
|AP→||n|

=
|3λ|

1+3λ2+3-6λ+3λ2×1
=
2
2
,

解得λ=
2
3
,∴

EP
EC=

2
3.

阶段检测(十二)

1.D [根据题意可知,AB→=a,AD→=
b,AP→ =c,MQ→ =AQ→ -AM→ =
1
2AN→-12(AP→+AD→)=12(AB→+

1
2AD→)-12(AP→+AD→)=12AB→-

1
4AD→-12AP→=12a-

1
4b-

1
2c.故选D.]

2.C [由 于 在 空 间 直 角 坐 标 系 Oxyz 中,OA→=(-1,2,1),

OB→=(1,1,2),OP→=(2,1,1),点Q 在直线OP 上运动,

故点Q,O,P 三点共线,所以设OQ→=(2t,t,t),

所以QA→=(-1-2t,2-t,1-t),QB→=(1-2t,1-t,2-t),

故QA→·QB→=6t2-6t+3=6t-
1
2  

2

+
3
2
,

当t=
1
2

时,QA→·QB→ 取最小值,最小值为
3
2.故选C.]

3.A [AC→=(1,2,-1),AD→=(2,2,0),AB→=(2,2,-2),
设平面ACD 的法向量为n=(x,y,z),

则n·AC→=n·AD→=0,
∴x+2y-z=0,2x+2y=0,
取x=1,则y=-1,z=-1,则n=(1,-1,-1)为平面ACD
的一个法向量.

∴点B 到 平 面ACD 的 距 离d=
|AB→·n|
|n| =

|2-2+2|
3

=

23
3 .故选A.]

4.C [根 据 题 意 可 知,正 方 体

ABCD-A1B1C1D1 的 棱 长 为

1,以 A 为 坐 标 原 点,AB,

AD,AA1 所 在 直 线 分 别 为

x,y,z 轴,建 立 空 间 直 角 坐

标系,如图所示,
则A(0,0,0),C(1,1,0),

D(0,1,0),C1(1,1,1),所 以

AC→=(1,1,0),DC1
→=(1,0,

1),因为点 M 在AC 上,点 N 在C1D 上,所以设 M(m,m,
0),N(n,1,n),

所以 MN→=(n-m,1-m,n),
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因为 MN 是异面直线AC 与C1D 的公垂线段,

所以AC→·MN→=0,DC1
→·MN→=0,

即
n-m+1-m=0,

n-m+n=0, 解得
m=

2
3
,

n=
1
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以 M 2
3
,2
3
,0  ,N 1

3
,1,
1
3  ,

所以|MN|= 2
3-

1
3  

2

+ 2
3-1  

2

+ 0-
1
3  

2

=
3
3.故选C.]

5.A [由 题 意,在 正 四 棱 柱 ABCD-
A1B1C1D1 中,AA1=2AB=4,E,F
分别为AB1,BC1 的中点,点G 为上底

面A1B1C1D1 的中心,
则可以建立如图所示的空间直角坐

标系Dxyz,
则 D(0,0,0),E(2,1,2),F(1,2,

2),G(1,1,4),所 以 EG→=(-1,0,

2),DF→=(1,2,2),

于是cos<EG→,DF→>= EG→·DF→

|EG→||DF→|
=
3
5×3

=
5
5
,

故直线EG 与DF 所成角的余弦值为
5
5.

故选A.]

6.C [由题意知向量OP1
→,OP2

→,OP3
→ 共面,即这三个向量不能

构成空间的一个基底,
对于A,由空间直角坐标系易知(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1)三
个向量共面,则由(0,0,0),(1,0,0)∈Ω无法推出(0,0,1)∉
Ω,故A错误;
对于B,由空间直角坐标系易知(-1,0,0),(1,0,0),(0,0,1)
三个向量共面,则由(-1,0,0),(1,0,0)∈Ω无法推出(0,0,

1)∉Ω,故B错误;
对于C,由空间直角坐标系易知(1,0,0),(0,0,1),(0,1,0)三
个向量不共面,可构成空间的一个基底,
则由(1,0,0),(0,1,0)∈Ω能推出(0,0,1)∉Ω,故C正确;
对于D,由空间直角坐标系易知(1,0,0),(0,0,1),(0,0,-1)
三个向量共面,
则由(0,0,-1),(1,0,0)∈Ω无法推出(0,0,1)∉Ω,故D错

误.故选C.]

7.BC [对于A,向量a=(6,3,6),b=(1,-2,2),向量a 在b

上的投 影 向 量 为
a·b
|b|2

b=
4
3b=

4
3
,-
8
3
,8
3  ,故 A 不

正确;

对于B,对空间中任意一点O,有OP→=2OA→+3OB→-4OC→,由
于2+3-4=1,则P,A,B,C 四点共面,故B正确;
对于C,{a,b,c}是空间的一个基底,a,b,c 不共面,而 m=
a+b,则a,m,c也不共面,{a,m,c}也是空间的一个基底,故

C正确;
对于D,直线l的方向向量为a=(0,1,2),平面α的一个法向

量e=(3,-4,2),由于a·e=0,因而l∥α 或l在平面α 内,
故D不正确.
故选BC.]

8.BD [在 长 方 体 ABCD-A1B1C1D1 中,AB =2,AD =
AA1=1,
以D 为 坐 标 原 点,建 立 空 间 直

角坐标系,如图,
则A(1,0,0),

B(1,2,0),C(0,2,0),D(0,0,

0),A1(1,0,1),B1(1,2,1),

D1(0,0,1),AC
→=(-1,2,0),

AD1
→=(-1,0,1),

设平面ACD1 的法向量为n=(x,y,z),

则
AC→⊥n,

AD1
→⊥n, 则

AC→·n=-x+2y=0,

AD1
→·n=-x+z=0, 

取x=2,得n=(2,1,2)为平面ACD1 的一个法向量.

对于A,AC→=(-1,2,0),AD1
→=(-1,0,1),

则cos∠D1AC=cos<AC
→,AD1

→>= 1
5× 2

=
10
10

,故 A

错误;
对于B,易知m=(0,0,1)为平面ABCD 的一个法向量,
设平面ACD1 与底面ABCD 夹角为θ,

则cos
 

θ=
|n·m|
|n||m|=

2
3×1=

2
3
,

所以平 面 ACD1 与 底 面 ABCD 夹 角 的 余 弦 值 为
2
3
,故 B

正确;

对于C,AD→=(-1,0,0),
设 直 线 AD 与 平 面 ACD1 所 成 的 角 为 α,则 sin

 

α=

|AD→·n|
|AD→||n|

=
2
3
,

所以直线AD 与平面ACD1 所成角的正弦值为
2
3
,

所以 直 线 AD 与 平 面 ACD1 所 成 角 的 余 弦 值 为

1- 2
3  

2

=
5
3
,故C错误;

对于D,AA1
→=(0,0,1),

所以点A1 到平面ACD1 的距离为d=
|AA1
→·n|
|n| =

2
3
,故D

正确.故选BD.]

9.-
4
3 

[已知{a,b,c}是空间的一个基底,

且A,B,C,D 四点共面,则AD→=xAB→+yAC→,x,y∈R,

又向量AB→=2a-3b,AC→=a-c,AD→=2b+λc,
则2b+λc=x(2a-3b)+y(a-c)=(2x+y)a-3xb-yc,
又a,b,c不共面,

因 此

2x+y=0,

-3x=2,

λ=-y, 解 得 x=-
2
3
,y=

4
3
,λ=-

4
3
,所 以

λ=-
4
3.]

10.-
1
4  

[CM→·AD→= (CC1
→+C1M

→)·AD→ = [CC1
→ +

1
2
(C1B1
→+C1D1

→)]·AD→=[AA1
→- 12 (AD→+AB→)]·

AD→=AA1
→·AD→-12AD2→-12AB→·AD→,
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因为AA1
→·AD→=|AA1

→|·|AD→|cos
 

60°=1×1×
1
2=

1
2
,

AB→·AD→=|AB→|·|AD→|cos
 

60°=1×1×
1
2=

1
2
,

所以CM→·AD→=12-
1
2×1

2-
1
2×

1
2=-

1
4.]

11.解:在平面ABC 内过点B 作z 轴垂

直于BC,在平面BCD 内过点B 作x
轴垂直 于 BC,∵平 面 ABC⊥平 面

DBC,∴∠xBz=90°,如 图,建 立 空

间直角坐标系.

设AB=a,则B(0,0,0),A 0,-12a,
3
2a ,C(0,a,0),D 3

2a
,-
1
2a
,0  ,

∴AD→= 3
2a,0,-

3
2a  ,BC→=(0,a,0),BD→= 32a,

-
1
2a
,0 .

(1)∵AD→·BC→=0,∴AD⊥BC,

∴直线AD 与直线BC 所成角的大小为90°.
(2)设AD 与平面BCD 所成的角为θ,0°≤θ≤90°,
易知n=(0,0,1)是平面BCD 的一个法向量,

∴sin
 

θ=|cos
 

<AD→,n>|=|AD→·n|
|AD→||n|

=

3
2a

3
2a

2×1
=
2
2.

∴θ=45°,即直线AD 与平面BCD 所成角的大小为45°.
(3)设m=(x,y,z)是平面ABD 的法向量,

则
m·AD→=0,

m·BD→=0, 
∴

3
2ax-

3
2az=0,

3
2ax-

1
2ay=0

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

取x=1,则z=1,y= 3,∴m=(1,3,1)为平面ABD 的一

个法向量.

∴cos<m,n>=
m·n
|m||n|=

1
5×1

=
5
5.

设平面ABD 和平面BDC 的夹角为β,

则cos
 

β=|cos
 

<m,n>|=
5
5.

故平面ABD 和平面BDC 夹角的余弦值为
5
5.

12.解:(1)在等腰梯形ABCD 中,AE⊥DC,
翻折后,AE⊥DE,AE⊥CE,
因为平面 AED⊥平面 ABCE,平面 AED∩平面 ABCE=
AE,DE⊂平面AED,
所以DE⊥平面ABCE.
又AE,CE⊂平面ABCE,所以DE⊥AE,DE⊥CE,

在等腰 梯 形 ABCD 中,3AB=CD=3,AD=BC= 2,且

AE⊥DC,
所以DE=1,CE=2,AE=1.

故以E 为 原 点 建 立 如 图 所 示 的

空间直角坐标系,
则E(0,0,0),B(1,1,0),D(0,0,

1),C(0,2,0),

所以ED→=(0,0,1),

BD→=(-1,-1,1),BC→=(-1,
1,0),
设平面BDC 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·BD→=-x-y+z=0,

m·BC→=-x+y=0, 
令x=1,则y=1,z=2,所以m=(1,1,2)为平面BDC 的一

个法向量,
所以点E 到平面BDC 的距离为

|ED→·m|
|m| =

2
6
=
6
3.

(2)由(1)知,ED→=(0,0,1),EB→=(1,1,0),
设平面BDE 的法向量为n1=(a1,b1,c1),

则
n1·ED→=c1=0,

n1·EB→=a1+b1=0, 
令a1=1,则b1=-1,c1=0,所以n1=(1,-1,0)为平面

BDE 的一个法向量,

设DP→=λDC→=λ(0,2,-1),λ∈(0,1),

则EP→=ED→+DP→=(0,0,1)+λ(0,2,-1)=(0,2λ,1-λ),
设平面PBE 的法向量为n2=(a2,b2,c2),

则
n2·EP→=2λb2+(1-λ)c2=0,

n2·EB→=a2+b2=0, 
令a2=1,则b2=-1,c2=

2λ
1-λ

,所以n2= 1,-1,
2λ
1-λ  为

平面PBE 的一个法向量,
因为二面角P-BE-D 为60°,

所以|cos<n1,n2>|=
|n1·n2|
|n1||n2|

=
|1+1|

2× 1+1+ 2λ
1-λ  

2
=cos

 

60°=
1
2
,

解得λ=3± 6,

因为λ∈(0,1),所以λ=3- 6,

即DP→=(3- 6)DC→,
故DP 与DC 的比值为3- 6.

课时作业(五十七)

1.B [经 过 两 点 A(2,m),B(-m,4)的 直 线l 的 斜 率k

=
m-4
2+m

,

又直线l的倾斜角为135°,

所以
m-4
2+m=tan

 

135°=-1,解得m=1.

故选B.]

2.C [法一:由 直 线 上 的 两 点 A(4,y),B(2,-3),得 AB→=
(-2,-3-y),又直线AB 的一个方向向量为

 

(-1,-1),因此

(-2)×(-1)-(-3-y)×(-1)=0,解得y=-1,故选C.
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法二:由直线的方向向量为(-1,-1),得直线的斜率为
-1
-1=1

,

所以y-(-3)
4-2 =1,解得y=-1.故选C.]

3.B [由Ax+By+C=0,整理得y=-
A
Bx-

C
B
,由于该直线经

过第一、二、四象限,

所以
-

A
B <0

,

-
C
B >0

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 故

AB>0,

BC<0. 
故选B.]

4.A [根据题意,可得直线l的斜率k=tan
π
4=1

,

结合直线l过点(1,3),得l 的方程为y-3=x-1,即y=
x+2,
当x=0时,y=2,直线l交y 轴于点(0,2),即直线l在y 轴

上的截距为2.
故选A.]

5.A [两直线化为截距式分别为
x
a +

y
-b=1

,x
b +

y
-a=1.

选项A,B中,根据直线l1 的图象可知,a<0,-b<0,

∴b>0,-a>0,即直线l2 在x 轴、y 轴上的截距都大于零,
故选项A正确,B错误;
对于选项C,根据直线l1 的图象可知,a<0,-b>0,

∴b<0,-a>0,即直线l2 在x 轴上的截距小于零,在y 轴

上的截距大于零,故选项C错误;
对于选项D,根据直线l1 的图象可知,a>0,-b<0,

∴b>0,-a<0,即直线l2 在x 轴上的截距大于零,在y 轴

上的截距小于零,故选项D错误.
故选A.]

6.C [由题意可设直线l:y-8=k(x-6)(k<0),即y=kx+
8-6k(k<0).

不妨假设A 在x 轴上,则A 6-
8
k
,0  ,B(0,8-6k),易知A

在C 右侧,

记O 为坐标原点,因为线段OA 与OB 的长度分别为6-
8
k
,

8-6k,

所以△ABC 的面积S=
1
2 6-

8
k-4  (8-6k)

=
1
2 64-

64
k-12k  ≥12(64+2 64×12)=32+163,

当且仅当-
64
k=-12k

(k<0),

即k=-
43
3

时,等号成立.]

7.BC [A不正确,方程k=y
-2

x+1
不含点(-1,2);B正确;C正

确;D只有斜率k 存在时成立.]

8.BCD [当直线过原点时,直线在两坐标轴上的截距相等,如

y=2x,不能用方程x+y=a(a∈R)表示,故A错误;
方程 mx+y-2=0(m∈R)表 示 的 直 线 斜 率 一 定 存 在,
为k=-m,故B正确;

由α∈ π
6
,π
3  得

1
2≤cos

 

α≤
3
2
,

所以k=2cos
 

α∈[1,3],

设直线的倾斜角为θ(θ∈[0,π)),

则tan
 

θ∈[1,3],所以θ∈ π
4
,π
3  ,故C正确;

经过两点P(x1,y1),P2(x2,y2)(x1≠x2)的直线的斜率k=
y2-y1

x2-x1
,

由直线方程的点斜式可得,直线方程为y-y1=
y2-y1

x2-x1
(x-

x1),故D正确.
故选BCD.]

9.AB [直线y=ax-2a+3=a(x-2)+3过定点(2,3),A
正确;
当m=0时,直线方程为x=2,B正确;
若直线的倾斜角为90°,则该直线的

斜 率 不 存 在,不 能 用 y -1=
tan

 

θ(x-1)表示,C错误;
直线l:mx+y-m-1=0,即 m
(x-1)+y-1=0过定点C(1,1),
画出 图 象 如 图 所 示,其 中 kAC =
-3-1
2-1 =-4

,kBC=
-2-1
-3-1=

3
4
,直

线l的斜率为-m,所以-m≥
3
4

或-m≤-4,解得 m≥4

或m≤-
3
4
,D错误.故选AB.]

10.
π
3 

[直线y= 3x-2
 

026的斜率为 3,

设其倾斜角大小为α,

则tan
 

α= 3,

因为α∈[0,π),则α=
π
3.]

11.4 [由条件知-2=-3a+1,b=-3×(-1)+1,

分 别 解 得 a =1,b =4,∴
a
x +bx =

1
x +4x ≥

2
1
x

·4x=4,

当且仅当
1
x=4x

,即x=
1
2

时,等号成立,

∴
1
x+4x

的最小值是4.]

12.9x-y=0或x+y-10=0 [当直线在两坐标轴上的截距

为0时,直线方程为9x-y=0;

当截距不为0时,设直线方程为
x
a +

y
a =1

,则1
a +

9
a =1

,

解得a=10,所以直线方程为x+y-10=0.]

课时作业(五十八)

1.A [直线l1:4x-2y+5=0和l2:6x+ay-7=0,若l1⊥

l2,则24-2a=0,解得a=12.
故选A.]

2.B [法一:设所求直线上一点的坐标为(x,y),则其关于点

 13,0 对称的点为 23-x,-y ,因为点 23-x,-y 在

直线3x-2y=0上,所以3 23-x -2(-y)=0,化简得

3x-2y-2=0,
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所以所求直线方程为3x-2y-2=0.故选B.
法二:在直线3x-2y=0上任取两点O(0,0),M(2,3),设点

O,M 关于点 13,0 的对称点分别为O',M',则O' 23,0 ,
M' - 4

3
,-3 ,所 以 所 求 直 线 方 程 为y-(-3)

0-(-3)=

x- -43 
2
3- -43 

,即3x-2y-2=0.故选B.]

3.B [法一:由点到直线的距离公式知点(0,-1)到直线y=

k(x+1)的 距 离 d =
|k·0-(-1)+k|

k2+1
=
|k+1|
k2+1

=

k2+2k+1
k2+1

= 1+
2k

k2+1
.当k=0时,d=1;当k≠0时,

d= 1+
2k

k2+1
= 1+

2

k+
1
k

,要使d 最大,需k>0且k+

1
k

最小,∴当k=1时,dmax= 2,故选B.

法二:记点A(0,-1),直线y=k(x+1)恒过点B(-1,0),当
AB 垂直于直线y=k(x+1)时,点 A(0,-1)到 直 线y=

k(x+1)的距离最大,且最大值为|AB|= 2,故选B.]

4.A [根据题 意,2x-my+m-2=0变 形 可 得(1-y)m+
2x-2=0,

令
1-y=0,

2x-2=0, 解得
x=1,

y=1, 
所以该直线恒过定点(1,1),即P 的坐标为(1,1),

由x-2y+4=0,得y=
1
2x+2,即该直线的斜率为

1
2
,

因为所求直线与直线x-2y+4=0垂直,则所求的直线的斜

率为-2,
又由所求直线 过 点 P(1,1),则 所 求 直 线 的 方 程 为y-1=
-2(x-1),即2x+y-3=0.
故选A.]

5.B [由 题 意,根 据 菱 形 的 两 组 对 边 间 的 距 离 相 等,可 得

|1-3|
1+4

=
|c1-c2|
9+16

,

则|c1-c2|=25.
故选B.]

6.A [由题意,可建立直角坐标系,如图所示,

可得B(6,0),C(0,6),故直线BC 的方程为x+y=6,

则△ABC 的重心坐标为 0+0+63
,0+0+6
3  ,即(2,2),

设P(a,0),0<a<6,点P 关于直线BC 的对称点P1(x,y),

则

a+x
2 +

0+y
2 =6,

y-0
x-a×

(-1)=-1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

x=6,

y=6-a, 

即P1(6,6-a),
易得P 关于y 轴的对称点P2(-a,0),由光的反射原理可知

P1,Q,R,P2 四点共线,

直线QR 的斜率k=
6-a-0
6-(-a)=

6-a
6+a

,故直线QR 的方程为

y=
6-a
6+a

(x+a),

由于直线QR 过△ABC 的重心(2,2),代入得2=
6-a
6+a

(2+

a),
则a=2或a=0(舍去),故P(2,0),P1(6,4),P2(-2,0),直

线QR 的方程为y=
1
2
(x+2),

联立

x+y=6,

y=
1
2
(x+2), 解得

x=
10
3
,

y=
8
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

即点Q 的坐标为 10
3
,8
3  ,

则△PQB 的面积S=
1
2×

(6-2)×yQ=2×
8
3=

16
3.

故选A.]

7.ABC [对 于 选 项 A,由ax-(2a-3)y-1=0得a(x-
2y)+3y-1=0,

令
x-2y=0,

3y-1=0, 得
x=

2
3
,

y=
1
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 直线l2 始 终 过 定 点 2

3
,1
3  ,故

选项A正确;
对于选项B,由l1⊥l2 得a-a(2a-3)=0,解得a=0或a=
2,故选项B正确;
对于选项C,由直线l1:x+ay-a=0和直线l2:ax-(2a-
3)y-1=0,
可得当a=-3时,l1:x-3y+3=0,即3x-9y+9=0,l2:

3x-9y+1=0,则l1∥l2,

则l1 与l2 的距离为
|9-1|
32+(-9)2

=
4 10
15

,故选项C正确;

对于选项D,当a=0时,l1:x=0,不经过第三象限,故选项D
错误.
故选ABC.]

8.AC [根据点 N 在直线x+y=0上,
设点 N(a,-a),

结合 M(1,0),可知 MN 的中点坐标为 a+1
2
,-

a
2  ,

由题 意 可 知 点 a+1
2
,-

a
2  在 直 线 mx-y+1=0(m∈

R)上,

可得m×
a+1
2 +

a
2+1=0

,化简得m(a+1)+a+2=0,①

因为直线 MN 垂直于直线mx-y+1=0(m∈R),

所以当a≠1时,可得-
a

a-1×m=-1,

化简得am=a-1,②
联立①②,解得

a=
-1+ 3
2

,

m=- 3,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 或

a=
-1- 3
2

,

m= 3,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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又当a=1时,根据直线 MN 垂直于直线mx-y+1=0(m∈
R),可知m=0,此时直线为y=1,

而 MN 的中点坐标为 1,-
1
2  ,不在直线y=1上,不满足

题意.

综上所述,m=± 3.
故选AC.]

9.2 [由题可得1×(-a)-3=0,解得a=-3,
直线3x-ay+3=0,即3x+3y+3=0,即x+y+1=0,
所以 直 线 x+y+3=0与 直 线 x+y+1=0的 距 离 为

|3-1|
1+1

= 2.

即直线x+y-a=0与 直 线3x-ay+3=0之 间 的 距 离

为 2.]

10.x+y-1=0 [设 所 求 直 线 方 程 为x+2y-2+λ(3x-
2y+2)=0,点P(1,0)在直线上,

∴1-2+λ(3+2)=0,解得λ=
1
5
,

∴所求直线方程为x+2y-2+
1
5
(3x-2y+2)=0,即x+

y-1=0.]

11.3 [由题意得|OP|= m2+n2,表示点P 到原点(0,0)的
距离,

所以 m2+n2 的最小值等于原点(0,0)到直线3x+4y+
15=0的距离,

结合点到直线的距离公式,可得d=
|0+0+15|
9+16

=3,可知

m2+n2的最小值为3.]

课时作业(五十九)

1.D [化圆的方程为标准方程,得(x-1)2+(y+3)2=10,所
以该圆 的 圆 心(1,-3)到 直 线 x-y+2=0的 距 离 为

|1-(-3)+2|
12+(-1)2

=
6
2
=32.]

2.B [由x2+y2+kx+4y+k2+1=0,得 x+k
2 

2

+(y+

2)2=3-
3
4k

2,

由3-
3
4k

2>0,解得-2<k<2,①

∵点P(1,-2)在圆C 的外部,∴1+4+k-8+k2+1>0,
即k2+k-2>0,得k<-2或k>1,②
由①②得1<k<2.故选B.]

3.B [由题意知,△ABC 是直角三角形,且A=90°,

∴圆的半径为
|BC|
2 =

22+42

2 = 5,圆心为(-3,0),

∴圆的方程为(x+3)2+y2=5.故选B.]

4.A [设点 M(x0,y0),则P(x0,2y0),
又P 在曲线C 上,
所以x2

0+4y2
0=16(y0>0),

即
x2
0

16+
y2
0

4=1
(y0>0),

即点 M 的轨迹方程为
x2

16+
y2

4=1
(y>0).故选A.]

5.ABD [根据题意,圆Ck:(x-k)2+(y-k)2=4(k∈R),其
圆心为(k,k),半径为2.
依次分析选项:
对于A,圆心为(k,k),其圆心在直线y=x 上,A正确;
对于B,圆Ck:(x-k)2+(y-k)2=4,
将(3,0)代入圆的方程可得(3-k)2+(0-k)2=4,
化简得2k2-6k+5=0,Δ=36-40=-4<0,方程无解,B
正确;
对于C,将(2,2)代入圆的方程可得(2-k)2+(2-k)2=4,解

得k=2± 2,故C错误;
对于D,由圆的方程可知圆的半径为2,则圆的面积为4π,故

D正确.
故选ABD.]

6.BD [如 图,方 程(x-2)2+
y2=4表示以C(2,0)为圆心,

半径r=2的圆.对于A,y
x+1

表示点(-1,0)与 圆 上 的 点

(x,y)的连线的斜率,设过点

(-1,0)的直线的斜率为k,则

y=k(x+1),即kx-y+k=

0,所以圆心C 到 该 直 线 的 距 离d1=
|2k+k|
k2+(-1)2

≤2,解

得-
25
5 ≤k≤

25
5
,故A错误;对于B,令x+y=z,即x+

y-z=0,直线x+y-z=0与圆必有交点,则圆心C 到该直

线的距离d2=
|2-z|
2

≤2,解得2-22≤z≤2+22,即2-

22≤x+y≤2+22,故x+y 的最小值为2-22,即B正

确;对于 C,(x+2)2+(y+3)2 表 示 圆 上 的 点(x,y)到

A(-2,-3)的距 离 的 平 方,令 圆 上 的 点(x,y)到 A(-2,

-3)的距离为d3,因为|AC|= (-2-2)2+(-3-0)2=
5,所以|AC|-r≤d3≤|AC|+r,即3≤d3≤7,所 以9≤
(x+2)2+(y+3)2≤49,故 C错 误;对 于 D,因 为 直 线y

=kx+2恒过点D(0,2),又|CD|= 22+(-2)2=22,所

以点(x,y)到直线y=kx+2的距离的最大值为2+22,故

D正确.故选BD.]

7.x2+y2-2x=0 [设 圆 的 方 程 为 x2+y2+Dx+Ey+
F=0.
∵圆经过点(0,0),(1,1),(2,0),

∴
F=0,

2+D+E+F=0,

4+2D+F=0, 
 

解得

D=-2,

E=0,

F=0. 
 

∴圆的方程为x2+y2-2x=0.]

8.[-1,3] [将 圆C 的 方 程x2+y2-4x+3=0化 为(x-
2)2+y2=1,
所以圆心C 的坐标为(2,0).

所以PC→=(2-x,-y),

又PO→=(-x,-y),

所以PC→·PO→=x2+y2-2x.
因为x2+y2-4x+3=0,
所以x2+y2=4x-3,

所以PC→·PO→=4x-3-2x=2x-3.
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因为(x-2)2+y2=1,所以1≤x≤3.
所以-1≤2x-3≤3,

从而PC→·PO→(O 为坐标原点)的取值范围为[-1,3].]

9.解:(1)设圆心坐标为(3t,t),
则由圆与y 轴正半轴相切,可得半径r=3|t|.

∵圆心到直线l的距离d=
|6t-t|
5

= 5t,由4+5t2=9t2,解

得t=±1,
故圆心坐标为(3,1)或(-3,-1),半径等于3.
∵圆与y 轴正半轴相切,∴圆心坐标只能为(3,1),
故圆C 的方程为(x-3)2+(y-1)2=9.
(2)(i)设 M(x,y),A(m,n),

∵M 为线段AB 上一点且满足
|AM|
|MB|=3

,

∴AM→=3MB→,
∴(x-m,y-n)=3(-5-x,1-y),

∴
m=4x+15,

n=4y-3, 
∵点A 在圆C 上运动,

∴(4x+15-3)2+(4y-3-1)2=9,

∴(4x+12)2+(4y-4)2=9,

∴(x+3)2+(y-1)2=
9
16
,

所以曲线E 的方程为(x+3)2+(y-1)2=
9
16
,

它是一个以(-3,1)为圆心,以3
4

为半径的圆.

(ii)假 设 存 在 一 点 T (a,2a)满 足 条 件,设 P(x,y),

|PT|
|PO|=λ

,

则(x-a)2+(y-2a)2=λ2(x2+y2),
整理得λ2(x2+y2)=x2-2ax+a2+y2-4ay+4a2,

∵P 在轨迹E 上,

∴(x+3)2+(y-1)2=
9
16
,

化简得x2+y2=-6x+2y-
151
16
,

∴x(6λ2-2a-6)+y(-2λ2-4a+2)-
151
16+

151
16λ2+

5a2=0,

∴

6λ2-2a-6=0,

-2λ2-4a+2=0,

-
151
16+

151
16λ

2+5a2=0,
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∴
λ2=1,

a=0, ∴T(0,0),

∵T 异于原点,∴T 不存在.

课时作业(六十)

1.A [根据题意,化简得E:(x-3)2+(y-4)2=25,圆心为

E(3,4),r1=5.
圆F:(x-1)2+(y-2)2=1,圆心为F(1,2),半径r2=1.

可得圆心距|EF|= (3-1)2+(4-2)2=22,
因为|EF|<r1-r2=4,所以两圆内含.
故选A.]

2.C [将直线l:(2m+1)x+(m+1)y-13m-9=0,整理可

得(2x+y-13)m+x+y-9=0,

令
2x+y-13=0,

x+y-9=0, 解得
x=4,

y=5, 即直线l恒过定点P(4,5),

将点P 的坐标代入圆C 中,可得(4-2)2+(5-3)2=8<16,
所以点P 在圆C 内,所以直线与圆相交,即直线与圆的公共

点有2个.
故选C.]

3.B [联立
x2+y2-4=0,

x2+y2-4x+4y-12=0, 
两式相减可得公共弦方程为x-y+2=0,

法一:联立
x2+y2-4=0,

x-y+2=0, 
得x2+2x=0,
解得

 

x1=0,x2=-2,即公共弦的端点坐标为(0,2),(-2,

0),
根 据 两 点 之 间 的 距 离 公 式 可 得 公 共 弦 长 d =

[0-(-2)]2+(2-0)2=22.
法二:圆x2+y2-4=0的圆心坐标为(0,0),半径r=2,

圆心到公共弦的距离d1=
2
2
= 2,

公共弦长d=2 r2-d2
1=22.

故选B.]

4.B [圆C:x2+y2=4的圆心C(0,0),半径r=2,

可得圆心C 到直线l:ax+by-1=0的距离d=
1

a2+b2
,

所以弦长|AB|=2 r2-d2

=2 4-
1

a2+b2
=23,

可得a2+b2=1,
将点P(a,b)代入直线l的方程可得a2+b2=1,所以点P 在

直线l上.
故选B.]

5.A [圆(x-1)2+(y-1)2=1的圆心C(1,1),半径为1,由
直线x-y+4=0上一点P 向圆(x-1)2+(y-1)2=1引切

线,设 切 点 为 M,连 接 PC,MC (图 略),则|PM|=

|PC|2-|MC|2 = |PC|2-1,要 使 切 线 长 最 小,则

|PC|最小,而|PC|的最小值等于圆心C 到直线x-y+4=0

的距离,故|PC|min=
|1-1+4|

2
=22,故切线长的最小值为

(22)2-1= 7.故选A.]

6.B [由题意得圆心(0,-2)到直线y= 3x+2的距离d=2.
当r=d-1=1时,圆x2+(y+2)2=r2(r>0)上到直线y=

3x+2的距离为1的点有且仅有一个,当r=d+1=3时,

圆x2+(y+2)2=r2(r>0)上到直线y= 3x+2的距离为1
的点有且仅有三个,故当1<r<3时,圆x2+(y+2)2=r2

(r>0)上到直线y= 3x+2的距离为1的点有且仅有两个.
故选B.]

7.ACD [根据题意,由x2+y2-2x=0,得(x-1)2+y2=1,
则圆心O1(1,0),半径r=1,由x2+y2+2x-8y=0,得(x+

1)2+(y-4)2=17,则圆心O2(-1,4),半径R= 17.

对于 A,联 立
x2+y2-2x=0,

x2+y2+2x-8y=0, 得 x-2y=0,即 直 线
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AB 的方程为x-2y=0,A正确;对于B,圆心O1 到直线AB

的距离d=
|1-0|
1+4

=
5
5
,则|AB|=2× 1-

1
5 =

45
5
,B错

误;对于C,线段 AB 的垂直平分线即直线O1O2,由O1(1,

0),O2(-1,4),易得直线O1O2 的方程为2x+y-2=0,C

正确;对于D,由圆心O1 到直线AB 的距离d=
5
5
,知点P

到直线AB 的距离的最大值为
5
5+1

,D正确.故选ACD.]

8.BC [对 于 A,☉A 的 方 程 可 化 为(x-3)2+(y-4)2=
25-k,所以A(3,4),A错误;
对于B,当k=9时,☉A 的半径r=4,圆心到x 轴的距离为

4,所以☉A 与x 轴相切,B正确;
对于C,当k=-11时,☉A 的半径r=6,连接 OA(图略),
则|OA|=5,因为r-1=5,所以☉O 与☉A 内切,C正确;
对于D,若两圆相交,则两个交点所在直线的方程为两圆方程

相减,即6x+8y-k-1=0,D错误.
故选BC.]

9.ABD [由题可知,直线l过定点(-2,0),
因为圆C:(x-2)2+y2=8,

所以圆心为C(2,0),半径为22.
对于A,若t=1,则圆心C(2,0)到直线x-y+2=0的距离

为
4
2
=22,即圆心到直线的距离等于半径,

所以l与圆C 相切,故A正确;
对于B,依题意,由圆心C(2,0)到直线x-ty+2=0的距离

为
4
1+t2

<22,

解得t>1或t<-1,故B正确;
对于C,将(2,0)代入到l的方程,得2=t×0-2不成立,
故l不能经过圆心C,则圆C 不可能关于l对称,故C错误;

对于D,若t=3,圆心C(2,0)到直线x-3y+2=0的距离为

4
2=2

,则弦长为2 8-22=4,故D正确.

故选ABD.]

10.AD [圆O:x2+y2=4的半径r=2,圆心为O(0,0).

对于A,点O 到直线l的距离d=
|0-0+ 2|

2
=1,所以弦长

为2 r2-d2=23,A正确;
对于B,因为圆心O 到直线l的距离d=1<2=r,所以直线

l与圆O 相交,
此时劣弧上的点到直线l的距离的最大值为r-d=1,所以

劣弧上只有一个点满足题意,
优弧上有两个点符合题意,即圆O 上共有3个点到直线l
的距离为1,B错误;

对于C,令 y
x-4=k

,则y=k(x-4),由题意,直线kx-y-

4k=0与圆x2+y2=4有公共点,

则
|4k|
k2+1

≤2,解得-
3
3≤k≤

3
3
,

所以式子
y0

x0-4
的最大值为

3
3
,C错误;

对于D,由题意知,M(3,4),且|PA|2=|PM|2-|AM|2=
|PM|2-1,

所以问题转化为求|PM|的最小值,易知|PM|min=|OM|-

2= 32+42-2=3,

此时|PA|= 32-1=22,故D正确.
故选AD.]

11.2 [对于直线l1:x-y+6=0,令x=0,得y=6,令y=0,

得x=-6,所以A(-6,0),B(0,6),所以|AB|=62.因

为|AB|=3|CD|,所 以|CD|=2 2.圆(x+1)2+(y-
3)2=r2 的 圆 心 为(-1,3),圆 心 到 直 线l1 的 距 离 d=

|-1-3+6|
2

= 2,所以r= d2+ |CD|
2  

2

= 2+2=2.]

12.0或-4 [圆 O1:x2+y2-2 3x+a=0与 圆 O2:x2+
(y-1)2=1两个方程相减,

化简得23x-2y-a=0,
即为直线AB 的方程.
圆O2:x2+(y-1)2=1的圆心为O2(0,1),半径r2=1,

设点O2 到 直 线 AB 的 距 离 为d,则|AB|=2 r22-d2

= 3,

解得d=
1
2
,

所以
|-2-a|
12+4

=
1
2
,

解得a=0或a=-4.]

13.
2
4 

[圆x2+y2=1的圆心为(0,0),半径r1=1,

圆(x-6)2+y2=1的圆心为(6,0),半径r2=1,
显然两圆相离.
直线y=kx+b(k>0)与圆x2+y2=1和圆(x-6)2+y2=
1都相切,

则

|b|
1+k2

=1,

|6k+b|
1+k2

=1,
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解得k2=
1
8
,又k>0,则k=

2
4.]

阶段检测(十三)

1.A [由题意,设直线的方程为x-2y+c=0(c≠3),
因为所求直线过点P(-1,3),
所以-1-6+c=0,解得c=7,
故所求直线的方程为x-2y+7=0.
故选A.]

2.B [直线l1:x+2y-3=0与直线l2:kx-2y+1=0(k∈R)
平行,

则
k
1=

-2
2
≠
1
-3
,解得k=-1,

故直线l1:x+2y-3=0,直线l2:x+2y-1=0,

这两条直线间的距离为
|-3+1|
12+22

=
25
5 .

故选B.]

3.C [由题意,圆的方程x2+y2+2x-8=0可化为(x+1)2+
y2=32,
所以圆心坐标为(-1,0),半径r=3,
直线mx+y-m-1=0化简可得直线y=m(1-x)+1,
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所以 直 线 过 定 点 (1,1),因 为 定 点 和 圆 心 的 距 离 d=

(-1-1)2+(0-1)2= 5<3,
所以定点在圆内,当直线垂直于圆心到定点的连线时,圆心

到直线的距离最大,最大值为 5,

所以弦长最短为2 32-(5)2=4.
故选C.]

4.B [如图,由x2+y2-4x-1=
0得(x-2)2+y2=5,所以圆心

坐标为(2,0),半径r= 5,所以

圆 心 到 点 (0,-2)的 距 离 为

(2-0)2+(0+2)2 =22,由

于圆心与点(0,-2)的连线平分

角 α,所 以 sin
 α
2 =

r
22

=

5
22

=
10
4
,

所以cos
 α
2=

6
4
,所 以sin

 

α=2sin
 α
2cos

 α
2=2×

10
4 ×

6
4=

15
4 .

故选B.]

5.C [根据题意,设△ABC 的九点圆的标准方程为(x-a)2+
(y-b)2=r2,
由于A(-2,1),B(4,1),G(3,3),
设AB 中点为D,其 坐 标 为(1,1),AG 中 点 为E,其 坐 标 为

1
2
,2  ,BG 中点为F,其坐标为 7

2
,2  ,

由△ABC 的九点圆过D,E,F,

则有

(1-a)2+(1-b)2=r2,

1
2-a  

2

+(2-b)2=r2,

7
2-a  

2

+(2-b)2=r2,
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解得

a=2,

b=
17
8
,

r2=
145
64
,
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故△ABC 的 九 点 圆 的 标 准 方 程 为(x-2)2+ y-
17
8  

2

=
145
64.

故选C.]

6.D [由 已 知(x-1)2+(y-
1)2=9,可知圆心坐标为(1,1),
半径r=3,
圆 心 (1,1)到 直 线 的 距 离 为

|3-4+7|
5 =

6
5<

1
2r=

3
2
,

所以圆(x-1)2+(y-1)2=9上

到直线3x-4y+7=0的距离为1的点共有4个.
故选D.]

7.ACD [对 于 A,点(0,2)到 直 线y=x+1的 距 离 为 d=

|0-2+1|
2

=
2
2
,选项A错误;

对于B,任意一条直线都有倾斜角,但不一定有斜率,如与x
轴垂直的直线,所以选项B正确;
对于C,直线x-2y+4=0与两坐标轴的交点为 A(-4,0)

和B(0,2),与两坐标轴围成的三角形面积是S△AOB=
1
2×

4×2=4,选项C错误;
对于D,直线过原点时,过点(2,2)且在x 轴和y 轴上截距都

相等的直线方程为y=x,
直线不过原点时,过点(2,2)且在x 轴和y 轴上截距都相等

的直线方程为x+y-4=0,所以选项D错误.
故选ACD.]

8.ABC [易知圆C1 的圆心为C1(0,0),半径r1=1.
将C2 的方程化为(x-3)2+(y+4)2=1,得圆心为C2(3,

-4),半径r2=1.
对于A,两圆的圆心距|C1C2|=5>r1+r2,所以两圆外离,
故A正确;
对于B,|PQ|的 最 小 值 为|C1C2|-r1-r2=3,最 大 值 为

|C1C2|+r1+r2=7,所以|PQ|的 取 值 范 围 为[3,7],故 B
正确;
对于C,两圆的圆心C1(0,0),C2(3,-4)都在直线4x+3y=
0上,所以直线4x+3y=0为两圆的对称轴,故C正确;
对于D,由A项知两圆外离,所以不存在公共弦,故D错误.
故选ABC.]

9.22,-2,
1
2
,-
1
2

中任意一个均可   [设直线x-my+1=

0为直线l,由条件知☉C 的圆心C(1,0),半径R=2,点C 到

直线l的距离d=
2
1+m2

,

|AB|=2 R2-d2

=2 4-
2
1+m2  

2

=
4|m|
1+m2

.

由S△ABC=
8
5
,得 1
2 ×

4|m|
1+m2

×
2
1+m2

=
8
5
,整 理 得

2m2-5|m|+2=0,解得m=±2或m=±
1
2.]

10.y=-
3
4x+

5
4

或y=
7
24x-

25
24

或x=-1

[圆x2+y2=1的圆心为O(0,0),半径为1,圆(x-3)2+
(y-4)2=16的圆心为O1(3,

 

4),半径为4,

两圆 圆 心 距 为 32+42 =5,等
于两圆 半 径 之 和,故 两 圆 外 切,
如图,

当切线为l时,因为kO
 

O1
=
4
3
,

所以kl=-
3
4
,设 方 程 为y=

-
3
4x+t(t>0),

点O 到l的距离d=
|t|

1+
9
16

=1,解得t=
5
4
,所以l的方

程为y=-
3
4x+

5
4
;

当切线为 m 时,设 直 线 方 程 为kx+y+p=0,其 中 p>
0,k<0,
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由题意得

|p|
1+k2

=1,

|3k+4+p|
1+k2

=4,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解得
k=-

7
24
,

p=
25
24
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 y=
7
24x-

25
24
;

当切线为n 时,易知切线方程为x=-1.]

11.解:存在.设直线l的方程为y=x+b,
A(x1,y1),B(x2,y2).
因为以AB 为直径的圆恰好经过原点,

所以OA→·OB→=0,
即x1x2+y1y2=0,x1x2+(x1+b)(x2+b)=0,
所以2x1x2+b(x1+x2)+b2=0.

由
x2+y2-2x+4y-4=0,

y=x+b, 
得x2+(x+b)2-2x+4(x+b)-4=0,
整理得2x2+(2b+2)x+b2+4b-4=0,
由题意Δ=(2b+2)2-4×2(b2+4b-4)>0,即b2+6b-
9<0(*).

而x1+x2=-
2b+2
2 =-b-1,x1x2=

b2+4b-4
2

,

所以b2+4b-4+b(-b-1)+b2=0,
所以b=1或b=-4,满足(*)式,
所以直线l的方程为y=x+1或y=x-4.

12.解:(1)依题意,所求直线过圆心且与x-y+1=0垂直,易
得圆心C(2,1),
所以所求直线的方程为y-1=-(x-2),即y=-x+3.
(2)圆心(2,1)到直线AB:x-y+1=0的距离

d=
|2-1+1|
12+(-1)2

= 2.

所以圆的半径r= d2+ |AB|
2  

2

=2,

所以
1
2

(-4)2+(-2)2-4m=2,

解得m=1.
(3)由题意知点P(4,4)在圆外,

①当所求切线的斜率存在时,设切线方程为y-4=k(x-
4),即kx-y-4k+4=0,
由圆心到切线的距离等于半径2,

即
|2k-1+4-4k|

k2+1
=2,解得k=

5
12
,

所以所求切线方程为5x-12y+28=0.
②当所求切线的斜率不存在时,过 P 点的直线方程为x=
4,圆心C 到x=4的距离为2,等于半径,故直线x=4是圆

C 的切线.
综上,所求切线的方程为x=4或5x-12y+28=0.

课时作业(六十一)

1.D [把 椭 圆 方 程16x2+4y2=1化 为 标 准 方 程 可 得y2

1
4

+

x2

1
16

=1,所以a=
1
2
,b=

1
4
,c=

3
4
,

则长轴长2a=1,焦距2c=
3
2
,短轴长2b=

1
2
,离心率e=

c
a =

3
2
,故选D.]

2.B [因为方程
x2

36+
y2

t =1
表示焦点在x 轴上的椭圆,所以

0<t<36,

可得椭圆短轴长:2t∈(0,12).
故选B.]

3.B [根据题意可知,

a2=2m,b2=16,c2=2m-16,

所以e2=
c2

a2
=
2m-16
2m =

1
9
,

解得m=9.
故选B.]

4.C [因为椭圆E 的方程为
x2

4+
y2

3=1
,

所以a=2,b= 3,

则c= a2-b2= 4-3=1,
所以△PF1F2 的 周 长 为|PF1|+|PF2|+|F1F2|=2a+
2c=6.
故选C.]

5.B [因为离心率e=
c
a = 1-

b2

a2
=
1
3
,

解得
b2

a2
=
8
9
,b2=

8
9a

2,

A1,A2 分别为C 的左、右顶点,
则A1 -a,0  ,A2 a,0  ,B 为上顶点,所以B(0,b).

所以BA1
→=(-a,-b),BA2

→=(a,-b),

因为BA1
→·BA2

→=-1,

所以-a2+b2=-1,将b2=
8
9a

2 代入,解得a2=9,b2=8,

故椭圆C 的方程为
x2

9+
y2

8=1.

故选B.]

6.C [由椭圆
x2

4+
y2

3=1
可得F(-1,0),

设P(x,y)(-2≤x≤2),则OP→=(x,y),FP→=(x+1,y),

则OP→·FP→=x2+x+y2=x2+x+3 1-x2

4 =14x2+

x+3=
1
4
(x+2)2+2,-2≤x≤2,

当且仅当x=2时,OP→·FP→ 取得最大值6.]

7.A [点A(0,b),设
 

P(x0,y0),Q(-x0,-y0),

则kAP ·kAQ=
y0-b
x0

·y0+b
x0

=
y2
0-b2

x2
0
=-

1
4
,

又
x2
0

a2
+
y2
0

b2
=1,所以

b2

a2
=
1
4
,

得e= 1-
b2

a2
=
3
2.

故选A.]

8.ACD [圆柱的底面半径是 2,直径是22,所以椭圆的长轴

长2a=
22
cos

 

45°=4
,a=2,短 轴 长2b=22,b= 2,则c=
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a2-b2= 2,离心率e=
c
a =

2
2.以椭圆的中心为原点,长

轴与短轴所在直 线 分 别 为y 轴、x 轴 建 立 平 面 直 角 坐 标 系

(图略),可得椭圆的方程为y2

4+
x2

2=1.
椭圆上的点到焦点的

距离的最小值是a-c=2- 2.故选ACD.]

9.CD [由椭圆C:
x2

14+a+
y2

8-a=1
,

可得

14+a>0,

8-a>0,

14+a≠8-a, 可得a∈(-14,-3)∪(-3,8),A选项

错误;
若C 的焦点在x 轴上,则14+a>8-a>0,可得a∈(-3,

8),B选项错误;

若a=
3
2
,则C的焦距为2× 14+

3
2-8+

3
2

=6,C选项正确;

若a=2,则C 的离心率为 1-
8-2
14+2=

10
4
,D选项正确.

故选CD.]

10.BD [由 椭 圆 的 定 义 可 得△ABF2 的 周 长 为|AF2|+
|BF2|+|AB|=|AF2|+|BF2|+|AF1|+|BF1|=
(|AF2|+|AF1|)+(|BF2|+|BF1|)=2a+2a=4a=20,

A错误;
设圆 M 的半径为r,
则|MC1|+|MC2|=(13-r)+(3+r)=16>8=|C1C2|,
所以 M 的轨迹是以C1,C2 为焦点的椭圆,
且2a=16,2c=8,

所以a=8,c=4,b= a2-c2=43,

故所求动圆圆心 M 的轨迹方程为
x2

64+
y2

48=1
,B正确;

根据题意,作图如图所示,
易知|NM|=|NQ|,
则|NP|+|NM|=6,
即|NP|+|NQ|=6>|PQ|=4,
故点 N 的轨 迹 是 以P,Q 为 焦 点

且长轴长为6的椭圆,

设其方程为
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0),

则c=2,2a=6,则a=3,

故b= a2-c2= 5,

则椭圆方程为
x2

9+
y2

5=1
,C错误;

由椭圆
x2

25+
y2

9=1
,得a=5,b=3,c=4.

设|PF1|=m,|PF2|=n,
所以m+n=10.在△PF1F2 中,由余弦定理可得

(2c)2=m2+n2-2mncos∠F1PF2=(m+n)2-2mn-

2mn·1
3
,可得64=100-

8
3mn,得mn=

27
2
,

故S△PF1F2
=
1
2mnsin∠F1PF2=

1
2×

27
2× 1- 1

3  
2

=

92
2
,D正确.]

11.
3
2 

[由题意知,直线2x+y-2=0过点(1,0),(0,2),

代入椭圆方程得
0-n=1,

4m-0=1, 解得m=
1
4
,n=-1,

所以椭圆方程为y2

4+x
2=1,

所以a=2,b=1,c= 3,

所以离心率e=
3
2.]

12.33 [由题意知,a=5,b=3,c= 25-9=4,

所以|PF1
→|+|PF2

→|=10,

因为cos<PF1
→,PF2

→>= PF1
→·PF2

→

|PF1
→||PF2

→|
=
1
2
,

且0°<<PF1
→,PF2

→><180°,
所以∠F1PF2=60°,
由余弦定理可得cos∠F1PF2

=
|PF1
→|2+|PF2

→|2-|F1F2
→|2

2|PF1
→||PF2

→|

=
(|PF1
→|+|PF2

→|)2-2|PF1
→||PF2

→|-64
2|PF1
→||PF2

→|

=
1
2
,

解得|PF1
→||PF2

→|=12,

则S△F1PF2
=
1
2|PF1
→|·|PF2

→|sin∠F1PF2

=
1
2×12×

3
2=33.]

13.解:(1)由 题 意 得
|BF|
|AB|=

b2+c2

b2+a2
=

a
b2+a2

=
3
2 ⇒

4a2=3(b2+a2)⇒a2=3b2,

所以椭圆的离心率e=
c
a =

a2-b2

a2
=
6
3.

(2)由(1)可知椭圆的方程为x2+3y2=a2,由题意易知直线

l的斜率存在且不为0,设直线l的方程为y=kx+m(k≠
0),

联立
y=kx+m,

x2+3y2=a2, 得(1+3k2)x2+6kmx+3m2-a2=0,

由Δ=36k2m2-4(1+3k2)(3m2-a2)=0⇒3m2=a2(1+
3k2),①

xM=-
3km
3k2+1

,yM=kxM+m=
m

1+3k2
,由|OM|=|ON|,

可得m2=
m2(9k2+1)
(3k2+1)2

,②

由S△OMN= 3可得
1
2|m|

·|3km|
1+3k2

= 3,③

联立①②③可得k2=
1
3
,m2=4,a2=6,

故椭圆的标准方程为
x2

6+
y2

2=1.

课时作业(六十二)

1.A [若
x2

m+1-
y2

m+2=1
为双曲线方程,

则(m+1)(m+2)>0,解得m>-1或m<-2,
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又{m|m>-1}⫋{m|m>-1或m<-2},

故“m>-1”是“
x2

m+1-
y2

m+2=1
为双曲线方程”的充分不必

要条件.
故选A.]

2.D [如 图,不 妨 设 点 P 在 y 轴 右 侧,则|PF1|-
|PF2|=2a,①

已知|PF1|+|PF2|=
5
4|F1F2|=

5
2c
,②

联立①②解得|PF1|=
5
4c+a

,|PF2|=
5
4c-a

,

因为点P 在以F1F2 为直径的圆上,

所 以 △PF1F2 是 直 角 三 角 形,可 得 |PF1 |2 +

|PF2|2=|F1F2|2,即 54c+a 
2

+ 54c-a 
2

=4c2,整理

得a2=
7
16c

2,则e=
c
a =

47
7 .

故选D.]

3.D [双曲线C:
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0)的离心率为 3,虚半

轴长为2,即b=2,e=
c
a =

c2

a2
=

a2+b2

a2
= 1+

4
a2
=

3,可得a= 2,c= 6,2c=26,

所以双曲线的焦距为26.
故选D.]

4.C [由题意得b=8且
8
a=

4
3
,所以a=6,

所以||PF1|-|PF2||=2a=12,则|PF2|=3或|PF2|
=27.
当|PF2|=3时,|PF1|+|PF2|=18<|F1F2|=20,故
舍去;
当|PF2|=27时,|PF1|+|PF2|=42>|F1F2|=20,满足

题意.
故选C.]

5.C [如图,由题意可知,点P 必落

在第四象限,

∠F1PF2=90°,
设|PF2|=m,

∠PF2F1=θ1,

∠PF1F2=θ2,
由kPF2

=tan
 

θ1=2,

所以sin
 

θ1=
2
5
,

因为∠F1PF2=90°,所以kPF1
·kPF2

=-1,则kPF1
=-

1
2
,即

tan
 

θ2=
1
2
,sin

 

θ2=
1
5
,由正弦定理可得,|PF1|∶|PF2|∶

|F1F2|=sin
 

θ1∶sin
 

θ2∶sin
 

90°=2∶1∶ 5,

则由|PF2|=m,得|PF1|=2m,|F1F2|=2c= 5m,

由S△PF1F2
=
1
2|PF1|·|PF2|=

1
2

·2m·m=8,得 m=

22,

则|PF2|=2 2,|PF1|=4 2,|F1F2|=2c=2 10,c

= 10,

由双曲线的定义,可得|PF1|-|PF2|=2a=22,所以a=

2,b= c2-a2=22,

所以双曲线的方程为
x2

2-
y2

8=1.
故选C.]

6.C [以F1F2 为直径的圆与双曲线在第一、三象限的交点分

别为 M,N,如图所示,

设|MF2|=n,|MF1|=m,由 M 在以F1F2 为直径的圆上可

得 MF1⊥MF2,

∴|MF1|2+|MF2|2=|F1F2|2,四边形 MF1NF2 为矩形,
则|MN|=|F1F2|=2c,

|MF2|=|F1N|=n.

由双曲线C:
x2

3-y
2=1,得a2=3,b2=1,c2=a2+b2=4,

∴m2+n2=16,又由双曲线的定义有m-n=2a=23,

∴m2-2mn+n2=12,得mn=2,

∴(m+n)2=m2+2mn+n2=16+4=20,

即m+n=25,而|MN|=|F1F2|=2c=4,

∴m+n+|MN|=4+25,

∴△MF1N 的周长为4+25.
故选C.]

7.AD [已知双曲线C:
x2

9-
y2

16=1
,

则a=3,b=4,c= 9+16=5.
对于A,双曲线的实轴长为6,
故选项A正确;
对于B,双曲线的焦距为10,
故选项B错误;

对于C,双曲线的离心率为
5
3
,

故选项C错误;

对于D,双曲线的焦点到渐近线的距离为

4
3×5

1+ 4
3  

2
=4,故

选项D正确.故选AD.]

8.BCD [对于A,双曲线C:
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0)的渐近线

方程为y=±
b
ax,

当a=2,b= 3时,双曲线的渐近线方程是y=±
3
2x,故 A

错误;
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对于B,因为点(2,42)在C 上,则4
a2
-
32
b2
=1,得

b2

a2
=
b2

4+

8>8,

所以双曲线的离心率e= 1+
b2

a2
>3,故B正确;

对于C,因为|PF1|-|PF2|=2a,若PF1⊥PF2,

则|PF1|2+|PF2|2=|F1F2|2=4c2,
即(|PF1|-|PF2|)2+2|PF1|·|PF2|=4c2,
即4a2+2|PF1|·|PF2|=4c2,
得|PF1|·|PF2|=2(c2-a2)=2b2,

所以S△F1PF2
=
1
2|PF1|·|PF2|=b2,故C正确;

对于D,若C 为 等 轴 双 曲 线,则a=b,从 而|F1F2|=2c=

22a,
若|PF1|=3|PF2|,结合|PF1|-|PF2|=2a,则|PF2|=
a,|PF1|=3a,
在△F1PF2 中,由余弦定理,得

cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF1|·|PF2|

=
9a2+a2-8a2

2×3a×a =
1
3
,故D正确.

故选BCD.]

9.ACD [根据双曲线和圆的对称性,知四边形A1MA2N 为平

行四边 形,因 为∠NA1M =
5π
6
,所 以∠A1MA2=

π
6.故 A

正确.

不妨设 M x0,
b
ax0 (x0>0),根 据|OM|=c,得x2

0+
b2

a2

x2
0=c2,解得x0=a,

故 M(a,b),N(-a,-b),所 以∠MA2A1=
π
2
,又 因 为

∠A1MA2=
π
6
,

所以|MA2|=
3
2|MA1|,故B错误.

在Rt△MA1A2 中,|MA2|=b,|A1A2|=2a,∠A1MA2

=
π
6
,

所以tan∠A1MA2=
|A1A2|
|MA2|

=
2a
b =

3
3
,

即
b
a =23

,

故e= 1+
b2

a2
= 13,故C正确.

当a= 2时,b=2 6,则 S平行四边形NA1MA2
=2S△MA1A2

=2×

1
2×22×26=83

,故D正确.故选ACD.]

10.
x2

16-
y2

9=1 
[依题意,设双曲线的方程为

x2

a2
-y2

b2
=1(a>

0,b>0),

由题意得

b
a =

3
4
,

c=5,

c2=a2+b2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得a=4,b=3,所以双曲线的标准方程为
x2

16-
y2

9=1.
]

11.
x2

9-
y2

16=1
(x≥3) [由双曲线的定义,知点 M 的轨迹是双

曲线的右支,且c=5,a=3,所以b= c2-a2=4,故点 M

的轨迹方程为
x2

9-
y2

16=1
(x≥3).]

12.
25
5  [设P(x,y),因为

x2

4-y
2=1,

所以y2=
x2

4-1
,

所以|PA|= (x-3)2+y2

= (x-3)2+
x2

4-1=
5x2

4 -6x+8

=
5
4 x-

12
5  

2

+
4
5
,

因此当x=
12
5

时,满 足x≥2,|PA|取 最 小 值,最 小 值 是

4
5 =

25
5 .]

课时作业(六十三)

1.D [抛物线y2=4x 的准线方程为x=-1,

∵点A 到焦点F 的距离等于点A 到准线的距离,点A 的横

坐标是4,

∴点A 到焦点F 的距离是4+1=5.
故选D.]

2.A [由题可得抛物线方程为x2=-
1
5y,

2p=
1
5
,且开口向下,

所以抛物线y=-5x2 的准线方程为y=
1
20.

故选A.]

3.D [因 为 抛 物 线 C1:y2=2p1x(p1>0)和 C2:x2=2p2y
(p2>0)均经过点(4,8),所以82=2×4p1,42=2×8p2,解得

p1=8,p2=1,所以C1:y2=16x,C2:x2=2y,则抛物线C1

的焦点坐标为(4,0),抛物线C2 的焦点坐标为 0,12 ,所以

抛物 线 C1 的 焦 点 与 抛 物 线 C2 的 焦 点 之 间 的 距 离 为

(4-0)2+ 0-12 
2

=
65
2 .故选D.]

4.C [由抛物线C:y2=2px(p>0),

知准线方程为x=-p
2
,F p

2
,0  ,

根据对称性得p
2+

(-9)=2× -p
2  ,

因此p=6,
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故C 的方程为y2=12x.
故选C.]

5.B [抛物线y2=6x 的焦点为F 3
2
,0  ,

准线l:x=-
3
2.

设P(x0,y0)(x0>0,y0>0),

则Q -
3
2
,y0  ,

因为直线QF 的倾斜角为120°,

所以kQF=
y0

-
3
2-

3
2

=
y0

-3=- 3
,

即y0=33,所以x0=
y2
0

6=
27
6=

9
2
,

所以|PF|=x0+
3
2=

9
2+

3
2=6.

]

6.D [因为F 为△ABC 的重心,

故AF→=23×
1
2
(AB→+AC→)=13(AB→+AC→).

设点A,B,C 的坐标分别为(x1,y1),(x2,y2),(x3,y3).
因为抛物线y2=8x,F 为其焦点,所以F(2,0),

所以AF→=(2-x1,-y1),AB→=(x2-x1,y2-y1),AC
→=

(x3-x1,y3-y1).

因为AF→=13(AB→+AC→),

所以2-x1=
1
3
(x2-x1+x3-x1),

所以x1+x2+x3=6,

所以|AF→|+|BF→|+|CF→|=x1+x2+x3+6=12,

即|AF|+|BF|+|CF|=12.]

7.B [因为抛物线x2=2py(p>0)上的点A 到抛物线焦点F

距离的最小值为1,则p
2=1

,解得p=2,

所以抛物线方程为x2=4y,当x=2时,y=1<3,

因此点P(2,3)在抛物线x2=4y 的上方.
过点P 作PP'⊥准线l于P',交抛物线于点Q,连接QF,过
点A 作AA'⊥准线l于A',连接PA',

如 图,显 然|AP|+|AF|=
|AP|+ |AA'| ≥ |PA'| ≥
|PP'|=|PQ|+|QP'|=|PQ|+
|QF|,

当且仅当点A 与点Q 重合时取等

号,所 以 (|AP|+|AF|)min =
|PP'|=3-(-1)=4.
故选B.]

8.AB [对 于 A,设 A(x1,y1),B(x2,y2),由
x=ty+2,

y2=8x, 得

y2-8ty-16=0,Δ=64t2+64>0,

∴y1+y2=8t,又线段AB 的中点为M(m,2),

∴
y1+y2

2 =4t=2,解得t=
1
2
,A正确;对于B,∵M(m,2)在

直线l:x=
1
2y+2上,∴m=1+2=3,B正确;对于C,∵直

线l:x=
1
2y+2过点(2,0),且点(2,0)为抛物线y2=8x 的焦

点,∴|AB|=x1+x2+4=
1
2
(y1+y2)+8=10,C错误;对于D,

以AB 为直径的圆的圆心为 M,半径为5,设P(-2,2),连接

MP,则|MP|= (-2-3)2+(2-2)2=5,∴点P(-2,2)在以

AB 为直径的圆上,D错误.故选AB.]

9.ACD [抛物线的准线为x=-1,故 A正确;焦点到准线距

离为p=2,故B错误;当横坐标为2时抛物线上位于第一象

限内的点为(2,22),此点位于点A(2,1)的上面,故点A 在

抛物线内 部,由 抛 物 线 的 定 义 知 当 直 线 PA 垂 直 准 线 时,

|PA|+|PF|取最小值,即为xA+
p
2=3

,故C正确;根据题

意,可得抛物线y2=4x 的焦点为F(1,0),设 P(m,n),PF

的中点为B(x1,y1),可得x1=
1
2
(1+m),由抛物线的定义,

得|PF|=m+1,则x1=
1
2|PF|,即点B 到y 轴的距离等于

以PF 为直径的圆的半径,因此,以PF 为直径的圆与y 轴相

切,故D正确.
故选ACD.]

10.BC [如图,因为直线l:y=x-2经过

抛物线C:y2=2px(p>0)的焦点,焦点

在x 轴上,直线l:y=x-2与x 轴的交

点为(2,0),所以抛物线的焦点为F(2,

0),故p
2=2

,所以p=4,A错误.

联立
y=x-2,

y2=8x, 整理得x2-12x+4=0,Δ=(-12)2-16=

128>0,

设A(x1,y1),B(x2,y2),则x1+x2=12,x1x2=4,

故|AB|=x1+x2+p=12+4=16,B正确.

线段AB 的中点到y 轴的距离为
x1+x2

2 =6,C正确.

由于OA→·OB→=x1x2+y1y2=x1x2+(x1-2)(x2-2)=

2x1x2-2(x1+x2)+4=8-24+4=-12≠0,故OA→,OB→

不垂直,所以OA,OB 不垂直,D错误.故选BC.]

11.42 [设P(x0,y0),因为点P 到准线x=-1的距离为9,

所以x0+1=9,则x0=8,y2
0=4x0=32,则y0=±42,即

点P 到x 轴的距离为42.]

12.
4
5 

[由题意知,圆(x-1)2+y2=25的圆心为F(1,0),故

p
2=1

,即p=2,所以抛物线方程为y2=4x.

由
(x-1)2+y2=25,

y2=4x, 可得x2+2x-24=0,解得x=4或

x=-6(舍去),

故A(4,±4),故 直 线 AF 的 方 程 为y=±
4
3
(x-1),即

4x-3y-4=0或4x+3y-4=0,

故原点到直线AF 的距离为d=
|-4|
5 =

4
5.]
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13.
132
2  [以孔顶为原点,建立如图所示的平面直角坐标系.

设抛物线方程为x2=-2py,其中p>0,

由题意可得点 13
2
,-8  在抛物线上,

则p=
169
64
,

即x2=-
169
32y

,

当 y = -4 时,x2 = -
169
32 ×

(-4)=
169
8
,

即x=±
132
4
,

则水面宽变为2×
132
4 =

132
2
(m).]

课时作业(六十四)

1.A [设P(x1,y1),Q(x2,y2),

因为线段PQ 的中点为M(4,1),
所以x1+x2=8,y1+y2=2,

联立

x2
1

4-y
2
1=1,

x2
2

4-y
2
2=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

两式相减可得
x2
1

4-
x2
2

4=y
2
1-y2

2,

即
(x1+x2)(x1-x2)

4 =(y1+y2)(y1-y2),

所以
y1+y2

x1+x2
·y1-y2

x1-x2
=
1
4
,即y1-y2

x1-x2
=1,

所以直线l的斜率为1,
所以直线l的方程为y-1=x-4,
即y=x-3,经检验符合题意.故选A.]

2.D [联立
y=kx-1,

x2-y2=1, 整理得(1-k2)x2+2kx-2=0,因为

直线y=kx-1与 双 曲 线x2-y2=1的 右 支 交 于 不 同 的

两点,

所以

1-k2≠0,

Δ=4k2+8(1-k2)>0,

-2k
1-k2

>0,

-2
1-k2

>0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解得1<k< 2,所以实数k 的取值范围为(1,2).故选D.]

3.ACD [由焦点F 到准线的距离为4,
可知p=4,故A正确;
则抛物线的方程为y2=8x,故B错误;
则y2

1=8x1,y2
2=8x2,

若 M(m,2)是线段AB 的中点,
则y1+y2=4,

∴y2
1-y2

2=8x1-8x2,

即
y1-y2

x1-x2
=

8
y1+y2

=
8
4=2

,

∴直线l的方程为y=2x-4,故C正确;

又由y1+y2=2(x1+x2)-8=4,得x1+x2=6,
∴|AB|=|AF|+|BF|=x1+x2+4=10,故 D正 确.故
选ACD.]

4.BD [由题意,a=2,b=1.对于 A,设A(x1,y1),B(x2,y2),

M(x0,y0),则
x21
4 +y21 =1,

x22
4 +y22 =1,两 式 作 差 可 得

(x1+x2)(x1-x2)
4 =-(y1+y2)(y1-y2),∴

y1-y2

x1-x2
=

-
x1+x2

4(y1+y2)
=-

x0

4y0
,则kAB ·kOM =-

1
4
≠-1,故 A错

误;对于B,若点 M 的坐标为 1,12 ,则kAB=-
1
2
,则直线

l的方程为y-
1
2=-

1
2
(x-1),即x+2y-2=0,经检验,

符合题意;故B正确;对于C,若直线l的方程为y=x+1,

则kOM=-
1
4
,故OM 所在直线的方程为y=-

1
4x,很显然

点 M 的坐标不可能为 3,34 ,故C错误;对于D,易知过椭

圆焦点的弦中,通径最短,为2b
2

a =1,长轴最长,为4,

由直线l的斜率存在且不过原点,得1<|AB|<4,故 D正

确.故选BD.]

5. - 63,63  [把y=kx+2代入
x2

3+
y2

2=1
,消去y 并整理

得(2+3k2)x2+12kx+6=0,由 题 意 得Δ=(12k)2-4×

(2+3k2)×6=72k2-48<0,解得-
6
3<k<

6
3.

故实数k 的取值范围是 - 63,63 .]

6.4 [设A(x1,y1),B(x2,y2),
因为点P(2,1)是线段AB 的中点,
所以x1+x2=4,y1+y2=2,
因为A,B 为抛物线y2=8x 上的点,
所以y2

1=8x1,y2
2=8x2,

两式相减得(y1-y2)(y1+y2)=8(x1-x2),

所以
y1-y2

x1-x2
=4,则直线AB 的斜率为4.

经检验,直线AB 符合题意.]

7.解:(1)设 焦 点 F(c,0),其 到 渐 近 线y=
b
ax 的 距 离d=

bc
a

1+ b
a  

2
=b= 3,

又因为双曲线经过点P(22,3),所以
8
a2
-
3
3=1

,解得a=

2,

所以双曲线C 的方程为
x2

4-
y2

3=1.

(2)设点A(x1,y1),B(x2,y2),
因为 M(4,2)是弦AB 的中点,

则
x1+x2=8,

y1+y2=4, 
由于

x2
1

4-
y2
1

3=1
,

x2
2

4-
y2
2

3=1
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 两式相减得
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(x1+x2)(x1-x2)
4 =

(y1+y2)(y1-y2)
3

,

即
y1-y2

x1-x2
=
3(x1+x2)
4(y1+y2)

=
3
2
,

所以直线l的方程为y=
3
2x-4,

联立
y=

3
2x-4,

3x2-4y2=12, 消去y 得6x2-48x+76=0,Δ=482-

4×6×76=480>0,

所以x1+x2=8,x1x2=
38
3
,

所 以|AB|= 1+ 3
2  

2

|x1 -x2|= 1+
9
4 ×

64-4×
38
3 =

390
3 .

8.解:(1)已知椭圆C 的离心率e=
c
a =

1
2
,

所以e2=
c2

a2
=
a2-b2

a2
=
1
4
,即a2=

4
3b

2,①

因为以原点为圆心、椭圆的短半轴长为半径的☉E 与 直 线

x-y+ 6=0相切,

所以b=
6
1+1

= 3,②

联立①②,解得a2=4,b2=3,

则椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1.

(2)不妨设 直 线 MN 的 方 程 为y=k(x-1),M(x1,y1),

N(x2,y2),

联立

x2

4+
y2

3=1
,

y=k(x-1), 消去y 并整理得(3+4k2)x2-8k2x+

4k2-12=0,Δ=144k2+144>0,

则

x1+x2=
8k2

3+4k2
,

x1x2=
4k2-12
3+4k2

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

此时y1y2=k(x1-1)·k(x2-1)=
-9k2

3+4k2
,

因为OM→·ON→=x1x2+y1y2=
-5k2-12
3+4k2

=-2,

解得k2=2,即k=± 2,

此时
x1+x2=

16
11
,

x1x2=
-4
11
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则|MN|= (x1-x2)2+(y1-y2)2

= 1+k2· (x1+x2)2-4x1x2

= 3 16
11  

2

+
16
11=

36
11
,

又点O 到直线MN 的距离d=
2
3
=
6
3
,

故△MON 的面积S=
1
2×

36
11×

6
3=

66
11.

阶段检测(十四)

1.C [已知抛物线C:y=
1
8x2,

即x2=8y,
又C 上一点P 到焦点的距离为5,
则yP+2=5,
即yP=3,
则点P 的纵坐标为3.
故选C.]

2.C [设F1(0,-4),F2(0,4),P(-6,4),
则|F1F2|=2c=8,

|PF1|= 62+(-4-4)2=10,

|PF2|= 62+(4-4)2=6,
则2a=|PF1|-|PF2|=10-6=4,

则e=
2c
2a=

8
4=2.

故选C.]

3.A [椭圆C:
x2

2+
y2

b2
=1(b>0)的焦点在x 轴上,可知0<

b< 2,长轴长为22,所以B不正确;

椭圆的焦距为2 2-b2,所以D不正确;

当x=1时,可得y2

b2
=
1
2
,解得y=

2
2b∈(0,1)或y=-

2
2b

∈(-1,0),
所以P 在椭圆外,
所以A正确,C错误.
故选A.]

4.B [∵双曲线C:
x2

4-
y2

36=1
,

∴a2=4,b2=36,c2=40,c=2 10,

∴右焦点坐标为(2 10,0),其中一条渐近线方程为y=3x,

∴右焦点到其渐近线的距离为
|6 10-0|

9+1
=6.

故选B.]

5.A [由已 知 得e1=
a2-1
a

,e2=
4-1
2 =

3
2
,因 为e2=

3e1,所以
3
2= 3×

a2-1
a

,解得a=
23
3 .故选A.]

6.C [将直线方程与椭圆方程联立得

y=x+m,

x2

3+y
2=1, 消去y 可得4x2+6mx+3m2-3=0,因为直线

与椭圆相交于A,B 两点,则Δ=36m2-4×4(3m2-3)>0,

解得-2<m<2.易知F1(- 2,0),F2(2,0),因为△F1AB
面积是△F2AB 面积的2倍,所以点F1 到直线AB 的距离是

点 F2 到 直 线 AB 的 距 离 的 2 倍,即
|- 2+m|

2
=2×

|2+m|
2

,解得m=-
2
3

或m=-32(舍去),故选C.]

7.ABC [对于选项A,由C1:4x2+3y2=48,

可得C1:
x2

12+
y2

16=1
,
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知曲线C1 为椭圆,其焦点在y 轴上,且长轴长为8,故选项A
正确;

对于选项B,由C2:x2-y
2

3=1
可得双曲线C2 的焦点在x 轴

上,其渐近线方程为x±y
3
=0,

即y=± 3x,故选项B正确;

对于选项C,由C1:
x2

12+
y2

16=1
,

可得e1=
16-12
4 =

1
2
,

由C2:x2-y
2

3=1
,

可得e2=
1+3
1 =2,故C1 与C2 的离心率互为倒数,故选

项C正确;
对于选项D,因为曲线C1,C2 的焦点位置不同,故焦点坐标

不可能相同,故选项D错误.
故选ABC.]

8.ABD [对 于 A,设 曲 线 上 的 动 点 P(x,y),则 x>-2且

(x-2)2+y2×|x-a|=4,

因为曲线过坐标原点,故 (0-2)2+02 ×|0-a|=4,解得

a=-2,故A正确.

对于B,曲线 方 程 为 (x-2)2+y2 ×|x+2|=4,而x>

-2,故 (x-2)2+y2×(x+2)=4.

当x=22,y=0时, (22-2)2×(22+2)=8-4=4,

故点(22,0)在曲线C 上,故B正确.

对于C,由 曲 线 的 方 程 可 得 y2=
16

(x+2)2
-(x-2)2,取

x=
3
2
,

则y2=
64
49-

1
4
,而64
49-

1
4-1=

64
49-

5
4=

256-245
49×4 >0,故

此时y2>1,故C错误.
对于D,当 点(x0,y0)在 曲 线 上 时,由 C的 分 析 可 得y2

0=
16

(x0+2)2
-(x0-2)2≤

16
(x0+2)2

,

故-
4

x0+2
≤y0≤

4
x0+2

,故D正确.

故选ABD.]

9.
π
4 

[由抛物线C:y2=4x,可得准线方程为x=-p
2=-1

,

故 M(-1,0),
结合图 象 可 得 当 直 线 MA 与C
相切时,∠AMO 取得最大值,
设 此 时 直 线 MA 的 方 程 为

x=my-1,

联立
y2=4x,

x=my-1, 
得y2-4my+4=0,Δ=16m2-
16=0,

解得m=±1,即直线 MA 的斜率为
1
m =±1

,倾斜 角 为
π
4

或
3π
4
,

所以∠AMO 的最大值为
π
4.]

10.
3
2 

[由题可知A,B,F2 三点横坐标相等,设A 在第一象

限,将x=c代入
x2

a2
-y

2

b2
=1,

得y=±
b2

a
,即 A c,

b2

a  ,B c,-
b2

a  ,故|AB|=
2b2

a =

10,|AF2|=
b2

a=5
,

又|AF1|-|AF2|=2a,得|AF1|=|AF2|+2a=2a+5=

13,解得a=4,代入
b2

a=5
得b2=20,

故c2=a2+b2=36,即c=6,

所以e=
c
a =

6
4=

3
2.]

11.解:设A(x1,y1),B(x2,y2),
联立直线与抛物线的方程,

可得
y=x-3,

x2=-8y, 
消去y 并整理,得x2+8x-24=0,Δ>0,

由根与系数的关系,得
x1+x2=-8,

x1x2=-24. 
因为点A,B 在直线l上,所以

y1=x1-3,

y2=x2-3. 
(1)|AB|= (x1-x2)2+(y1-y2)2

= 2 (x1+x2)2-4x1x2=85.

因为
x1+x2

2 =-4,

y1+y2

2 =
x1+x2-6

2 =-7,

所以线段AB 的中点坐标为(-4,-7).

(2)OA→⊥OB→ 不 成 立,理 由 如 下:因 为 OA→·OB→=x1x2+

y1y2 =x1x2 + - 1
8 x21 · -

1
8x2

2  = x1x2 +

1
64
(x1x2)2=-24+9=-15≠0,所以OA→⊥OB→ 不成立.

12.解:法一:联立
y=x+m,

x2+2y2=4, 
可得3x2+4mx+2m2-4=0.
设A(x1,y1),B(x2,y2),则Δ=16m2-12(2m2-4)>0,

即- 6<m< 6.

由根与系数的关系得x1+x2=
-4m
3
,x1x2=

2m2-4
3

,

所以AB 的中点为M -
2m
3
,m
3  .

若|EA|=|EB|,则EM⊥AB,

即EM→·BA→=0,设x1>x2,

则y1>y2,EM→= -
2m
3 -1

,m
3  ,

BA→=(x1-x2,y1-y2),

x1-x2= (x1+x2)2-4x1x2

= -4m
3  

2

-
4×(2m2-4)

3 =
22
3 6-m2,
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即BA→= 22
3 6-m2,22

3 6-m2  ,
所以EM→·BA→=223 6-m2 -m

3-1 =0,
解得m=-3或m=± 6.
因为此时 不 满 足 Δ>0,所 以 不 存 在 直 线l 满 足|EA|=
|EB|.
法二:设A(x1,y1),B(x2,y2),

则
x2
1

4+
y2
1

2=1
,x

2
2

4+
y2
2

2=1
,

所以|AE|2=(x1-1)2+y2
1=(x1-1)2+2 1-x

2
1

4 =
x2
1

2-2x1+3=
1
2
(x1-2)2+1.

同理可得|BE|2=
1
2
(x2-2)2+1.

因为-2≤x1≤2,-2≤x2≤2,二次函数y=
1
2
(x-2)2+1

在[-2,2]上单调递减,所以不存在不同的两个值x1,x2,使
它们的函数值相等,即不存在点A,B 满足|EA|=|EB|,所
以不存在直线l满足|EA|=|EB|.

课时作业(六十五)

1.C [根据题意,高一、高二、高三年级学生 人 数 之 比 为4∶
4∶5,
所以从高三年级抽取的学生人数为

5
4+4+5×260=100.

故选C.]

2.A [由 题 意 可 得 成 绩 在 [13,15)内 的 频 率 为 1-
0.08-0.32-0.38=0.22,
又本次赛车中,共50名参赛选手,
所以这50名选手中获奖的人数为50×0.22=11.
故选A.]

3.D [对于 A,甲的数据分析核心素养指标值为5,乙的为4,
故A正确;对于B,乙的数学运算核心素养指标值为5,数学

抽象核心素养指标值为3,故B正确;对于C,甲的六大数学

核心素养指标值均为4或5,乙的六大数学核心素养指标值

有3,4,5,故甲的波动性较小,故C正确;对于D,甲、乙在数

学建模核心素养上的指标值差为1,甲、乙在直观想象核心素

养上的指标值差为2,故D错误.故选D.]

4.D [由题意,高二年级女生有2
 

000×0.19=380(名),即x=
380,
则高三年级女生有y=2

 

000-373-380-377-370-250=
250(名),
则用分层随机抽样的方法在全校抽取64名学生,则应在高三

年级抽取的女生人数为
250
2

 

000×64=8.
故选D.]

5.B [设样本中男生身高的平均数为x,女生身高的平均数为

y,则x=172,y=160,

所以样本平均数W=
350

350+250x+
250

350+250y=
350

350+250×172+

250
350+250×160=167

(cm),

故该校高一学生的平均身高为167
 

cm.
故选B.]

6.A [由题意得,抽取的100人中,男生有60人,女生有40人,
由抽取的样本中男生身高的平均数为160,女生身高的平均

数为155,
可得这100名学生的平均身高为

60×160+40×155
100 =158,

又抽取的样本中男生身高的平均数和方差分别为160和4,
女生身高的平均数和方差分别为155和3,
所以这100名学生身高的方差为

60
100×

[4+(160-158)2]+
40
100×

[3+(155-158)2]=9.6,

所以估计该校学生身高的总体方差是9.6.
故选A.]

7.ACD [高一、高二、高三的人数比例为4∶3∶3,分层随机抽

样时各层抽取的样本数与总体比例一致,
设高一、高二、高三抽取的样本数分别为4k,3k,3k(k 为比例

系数),
已知高一年级抽到80人,即4k=80,
解得k=20,
高二年级抽取人数为3k=3×20=60,故选项A正确;
高三年级抽取人数为3k=60,选项B错误;
总样本数n=80+60+60=200,选项C正确;
抽取的高二与高三人数之和为60+60=120,比高一多120-
80=40,选项D正确.
故选ACD.]

8.ABD [对于选项A,从2023年10月到2024年4月,这7个

月的制 造 业 采 购 经 理 指 数(PMI)按 从 小 到 大 的 顺 序 为

49.0%,49.1%,49.2%,49.4%,49.5%,50.4%,50.8%,
因为7×75%=5.25,
所以第75百分位数为50.4%,故A正确;
对于选项B,极差为50.8%-49.0%=1.8%,故B正确;
对于 选 项 C,制 造 业 采 购 经 理 指 数(PMI)有 升 有 降,故 C
错误;
对于选项D,2024年3月到2024年4月,PMI大于50%,经
济处于扩张活跃的状态,故D正确.故选ABD.]

9.ABD [依 题 意,(0.005+0.010+0.020+a+0.025+
0.010)×10=1,
解得a=0.030,故A选项正确;
根据频率分布直方图,90-50=40,100-40=60,
所以极差介于40分至60分之间,故B选项正确;
因为90分以上的频率为0.1,
所以2

 

000名考生中约有2
 

000×0.1=200(名)成绩优秀,故

C选项错误;
成绩介于70分至90分之间的频率为0.3+0.25=0.55,
所以估计有一半以上的考生的成绩介于70分至90分之间,
故D选项正确.
故选ABD.]

10.B 6 [由题图可知女生人数为60,则男生人数为40,
样本中A层的人数为9+40×10%=13;
样本中B层的人数为24+40×30%=36;
样本中C层的人数为15+40×25%=25;
样本中D层的人数为9+40×20%=17;
样本中E层的人数为3+40×15%=9.
故样本中B层的人数最多.
样本中E层的男生人数为40×15%=6.]
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11.0.01 [因为样本中分数低于60分的有15人,
所以样本中分数不低于60分的有100-15=85(人),
由频率分布直方图可知,样本中分数不低于60分的频率为

0.25+0.3+0.2+10a=0.75+10a,所 以100×(0.75+
10a)=85,
解得a=0.01.]

课时作业(六十六)

1.D [由已知得a=
1
10×

(15+17+14+10+15+17+17+

16+14+12)=14.7,将这10名工人生产的件数按从小到大

的顺序排列,得第5个数据和第6个数据都是15,

所以b=
1
2×

(15+15)=15,又c=17,所 以c>b>a.故

选D.]

2.D [∵样本数据x1,x2,…,x10 的方差为3,

∴2x1-1,2x2-1,…,2x10-1的方差为22×3=12.
故选D.]

3.C [将数据按从小到大的顺序排列可得2,4,5,7,7,8,9,10,

∵8×75%=6,

∴这组数据的75%分位数为
8+9
2 =8.5.

故选C.]

4.A [∵一组样本数据16,x,14,15,13的平均数为15,

∴
1
5
(16+x+14+15+13)=15,

解得x=17,

∴该组样本数据的方差为

s2=
1
5
[(16-15)2+(17-15)2+(14-15)2+(15-15)2+

(13-15)2]=2.
故选A.]

5.B [成 绩 按 从 小 到 大 排 列 为8,9,12,12,13,16,16,16,

18,20,
对于A选项,出现次数最多的数为16,故A选项错误;

对于B选项,平 均 数 为
1
10
(8+9+12+12+13+16+16+

16+18+20)=14,故B选项正确;

对于C选项,中位数为
13+16
2 =14.5,故C选项错误;

对于D选项,由10×0.85=8.5,
得这组 数 据 的 第85百 分 位 数 为 第9位,为18,故 D选 项

错误.
故选B.]

6.C [对于A,由频率分布直方图可得(0.01+n+0.035+m+
0.01)×10=1,又m=2n,
解得n=0.015,m=0.03,故A正确;
对于B,满意度计分的众数为最高矩形底边中点的横坐标,为

75分,故B正确;
对于C,满意度计分的平均分约为(55×0.01+65×0.015+
75×0.035+85×0.03+95×0.01)×10=76.5,故C错误;
对于D,前两组的频率之和为0.25,所以满意度计分的第25
百分位数约为70分,故D正确.
故选C.]

7.AC [题图1的 频 率 分 布 直 方 图 是 对 称 的,平 均 数=中 位

数=众数,A正确;

题图2的 众 数 最 小,右 拖 尾 平 均 数 大 于 中 位 数,B错 误,C
正确;

题图3的左拖尾众数最大,平均数小于中位数,D错误.
故选AC.]

8.ACD [由甲队每场比赛平均失球数是1.5,乙队每场比赛平

均失球数是2.1,

说明甲队 每 场 比 赛 平 均 失 球 数 比 乙 队 每 场 比 赛 平 均 失 球

数少,

所以平均说来甲队比乙队防守技术好,故A正确;
甲队全年比赛失球个数的标准差为1.1,乙队全年比赛失球

个数的标准差是0.4,

说明甲队全年比赛失球个数的标准差较大,

所以甲队的起伏较大,故B错误;

甲队全年比赛失球个数的标准差为1.1,乙队全年比赛失球

个数的标准差是0.4,

说明甲队全年比赛失球个数的标准差较大,

所以甲队的表现时好时坏,故C正确;

乙队的平均失球数多,全年失球个数的标准差很小,
说明乙队的表现较稳定,经常失球,故D正确.
故选ACD.]

9.ABC [选项A,A班该月平均每天产生的饮料瓶个数估计为

10×(15×0.005+25×0.015+35×0.030+45×0.020+
55×0.025+65×0.005)=41,故选项A正确;

选项B,由10×(0.005+0.020+m+0.020+0.015+
0.015)=1,得m=0.025,故选项B正确;

选项C,∵(0.005+0.020+0.025+0.020)×10=0.7<
0.75,
(0.005+0.020+0.025+0.020+0.015)×10=0.85>0.75,

∴B班5月份产生饮料瓶数的第75百分位数x 位 于[50,

60)内,

∴0.7+(x-50)×0.015=0.75,解 得x=
160
3
,故 选 项 C

正确;

选项D,A班和B班5月份产生饮料瓶数在[40,50)内的频率

均为0.020×10=0.2,
故该校学生5月 份 产 生 饮 料 瓶 数 在[40,50)内 的 频 率 也 为

0.2,

∵1
 

000×0.2=200,

∴该校约有200人5月份产生饮料瓶数在[40,50)内,故选项

D错误.故选ABC.]

10.1 [将 成 绩 从 小 到 大 排 列 为110,120,120,122,130,130,

130,138,

∴该组成绩的中位数为
122+130
2 =126,

平均数为

138+130×3+122+120×2+110
8 =125,

∴该组成绩的中位数与平均数之差为126-125=1.]

11.27 [已知梨树单株产量分别为24,27,29,31,32,34,35,

36,38,40,41,43,45,47,50,

因为样本容量为15,所以15×10%=1.5,
则第2个数27即为10%分位数,

所以估计需重点养护的梨树单株产量的最大值为27千克.]
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12.3 [由 题 意 可 得,1.966=
800
2

 

000×
[1+(2.7-3)2]+

600
2

 

000×
[2+(3.1-3)2]+

600
2

 

000×
[s23+(3.3-3)2],

解得s23=3.]

课时作业(六十七)

1.B [观察题干图,可知人体脂肪含量与年龄正相关,且脂肪

含量的中位数小于20%.]

2.D [由散点图可知,若去掉D 点,
则x 与y 的线性相关性变强,且是正相关,
所以样本相关系数r 变大,决定系数 R2 变 大,残 差 平 方 和

变小.
故选D.]

3.B [经 验 回 归 直 线 必 过 样 本 点 中 心,由 题 意 得 􀭺x =
15+20+25+30+35

5 =25,

􀭵y=
1+2+2+4+5

5 =2.8,结合选项可知,2.8=0.2×25-

2.2,即y 与x 的经验回归方程是ŷ=0.2x-2.2.故选B.]

4.B [令zi=log2yi,则ẑ=̂bx+̂a,

z=
1
5×

(0+1+3+3+4)=
11
5
,x=

1
5×

(1+2+3+4+

5)=3,

b̂=
∑
5

i=1
xizi-5xz

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=1,

â=z-̂bx=
11
5-1×3=-0.8

,

故ŷ=2x-0.8,

当x=6时,y=25.2=25×2
1
5,

因为1.155≈2,所以2
1
5 ≈1.15,

所以y=25.2=25×2
1
5 ≈32×1.15=36.8≈37.

故选B.]

5.ABD [对于选项A,由样本相关系数的性质,可得r∈[-1,

1],故A正确;
对于选项B,由样本相关系数的性质,可得当|r|越接近1时,
成对样本数据的线性相关程度越强,故B正确;
对于选项C,当r=0时,成对样本数据之间没有线性相关关

系,但不排除它们之间有其他相关关系,故C错误;
对于选项D,由样本相关系数的性质,可得当r>0时,成对样

本数据正相关,故D正确.
故选ABD.]

6.ABD [由 题 意 可 知,x =
1+2+3+4+5

5 =3,y =

2.4+3.1+4+5+5.5
5 =4,

因为经验回归直线ŷ=̂bx+1.57过点(x,y),
所以4=3̂b+1.57,
解得b̂=0.81,故A正确;
所以经验回归方程为ŷ=0.81x+1.57,
对于B,因为b̂=0.81>0,所以r>0,故B正确;
对于C,x 每增加1,y 大约增加0.81,故C错误;

对于D,因为∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=-2×(-1.6)+(-1)×

(-0.9)+1+2×1.5=8.1,∑
5

i=1
(xi-x)2=4+1+1+4=10,

∑
5

i=1
(yi-y)2=1.62+0.92+1+1.52=6.62,

所以r=
∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
5

i=1
(xi-x)2 ∑

5

i=1
(yi-y)2

=
8.1
66.2

,

所以r2=
6

 

561
6

 

620
,

因为∑
5

i=1
(yi-̂yi)2=0.022+0.092+0.192+0.122=0.059,

则R2=1-
0.059
6.62=

6
 

561
6

 

620
,

所以r2=R2,故D正确.故选ABD.]

7.1.4 [由题意,样本点(5,1.5)处的残差为-0.06,则1.5-
(0.28×5+̂a)=-0.06,解得â=0.16.

由题表数据可得,􀭺x=
1
5×

(1+2+3+4+5)=3,

􀭵y=
1
5×

(0.5+0.6+1+m+1.5)=
3.6+m
5

,

则
3.6+m
5 =0.28×3+0.16,解得m=1.4.]

8.2.88 [设z=x2,则ŷ=0.14z+̂b,则

z 1 4 9 16 25 36

y 2.53.64.45.46.67.5

则z=
1+4+9+16+25+36

6 =
91
6
,

y=
2.5+3.6+4.4+5.4+6.6+7.5

6 =5,

则b̂=y-0.14z=5-0.14×
91
6
≈2.88.]

9.解:(1)由题 意,x=
1
5×

(40+45+50+55+60)=50,y=

1
5×

(50+56+64+72+83)=65,

所以y 关于x 的样本相关系数

r=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2 ∑
5

i=1
y2

i-5y2

=
16

 

660-5×50×65
250× 680

≈
410
412

≈0.995,

所以x 与y 具有较强的线性相关关系.

(2)由题意及(1)得b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2

=
16

 

660-5×50×65
250 =

41
25
,

则â=65-
41
25×50=-17

,

所以y关于x的经验回归方程为ŷ=
41
25x-17

,

当x=70时,̂y=
41
25×70-17=97.8

,

所以当土壤的湿度为70%时,种子的发芽率y%的预测值为

97.8%.
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课时作业(六十八)

1.D [因为χ2=6.748>6.635=x0.01,所以依据小概率值α=

0.01的独立性检验,认为“数学成绩优秀与性别有关”,即在

犯错误的概率不超过0.01的前提下认为数学成绩优秀与性

别有关,所以ABC错误.故选D.]

2.B [零假设为

H0:变量Ⅰ与Ⅱ不相关.

因为χ2=2.954>2.706=x0.1,依据小概率值α=0.1的χ2

独立性检验,推断 H0 不成立,即认为变量Ⅰ与Ⅱ相关,这个

推断犯错误的概率不超过0.1.故选B.]

3.D [根据列联表中的数据可求得b=30,c=10.

对于A,代入计算可得
a

a+b=
2
5>

c
c+d=

1
6
,正确;

对于B,χ2=
110×(20×50-30×10)2

30×80×50×60

≈7.486>6.635,可得B正确;

对于C,D,结合附表数值以及独立性检验的实际意义,根据

小概率值α=0.01的独立性检验,认为是否患过该流行疾病

与性别有关联,即C正确,D错误.]

4.BCD [散点图不适用于推断两个分类变量之间是否有关联,

所以A选项错误;

而等高堆积条形图、列联表、χ2 独立性检验适用于推断两个

分类变量之间是否有关联,所以BCD选项正确.

故选BCD.]

5.ABD [随机抽取了300名学生,则经常锻炼人数为200,不

经常锻炼人数为100.

对于选项A,由等高堆积条形图知,男生中经常锻炼的人数为

200×50%=100,不经常锻炼的人数为100×60%=60,∴A

正确;

对于选项B,由等高堆积条形图知,女生中经常锻炼的人数为

200×50%=100,不经常锻炼的人数为100×40%=40,

∴从参与调查的学生中任取一人,已知该生为女生,则该生

经常锻炼的概率为
100

100+40=
5
7
,∴B正确;

对于选项C,由题意可得列联表如下:

单位:人

性别
锻炼情况

不经常 经常
合计

女生 40 100 140

男生 60 100 160

合计 100 200 300

∵χ2=
300×(40×100-100×60)2

140×160×200×100

≈2.679<2.706=x0.1,

∴依据α=0.1的独立性检验,不能认为性别因素影响学生体

育锻炼的经常性,∴C错误;

对于选项D,2×2列联表如下:
单位:人

性别
锻炼情况

不经常 经常
合计

女生 80 200 280

男生 120 200 320

合计 200 400 600

∴χ2 =
600×(80×200-200×120)2

280×320×200×400 =
75
14

≈ 5.357>

3.841=x0.05,

∴依据α=0.05的独立性检验,认为性别因素影响学生体育

锻炼的经常性,该推断犯错误的概率不超过0.05,∴D正确.
故选ABD.]

6.74 [由题意知a+21=70,c+5=30,
可得a=49,c=25,
所以a+c=74.]

7.4.882 0.05 [根据题意可知,

χ2=
100×(15×44-6×35)2

21×79×50×50
≈4.882>3.841

=x0.05,
根据小概率值α=0.05的独立性检验,认为服用此药的效果

与患者的性别有关,此推断犯错误的概率不大于0.05.]

8.解:(1)根据题意可知,
该校成绩超过90分的人数为200×85%=170,
成绩没有超过90分的人数为200-170=30,
因此λ=90,μ=80,t=20.
(2)零假设为

H0:该校男生和女生了解安全知识的程度与性别无关.

因为χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

=
200×(10×80-90×20)2

100×100×30×170
≈3.92<6.635=x0.01,

根据小概率值α=0.01的 独 立 性 检 验,没 有 充 分 证 据 推 断

H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,
所以不能推断该校男生和女生了解安全知识的程度与性别

有关.

阶段检测(十五)

1.D [由分层随机抽样的特点可得
15
m=

60
60+80

,

解得m=35.故选D.]

2.D [从题干散点图可以看出,两个变量是正相关,故A正确;
从题干散点图可以看出,经验回归直线的斜率是正数,且l1
的斜率大于l2 的斜率,故B和C正确;从题干散点图可以看

出,去掉“离群点”E 后,相关性更强,拟合的效果更好,R2 值

越大,模 型 的 拟 合 效 果 越 好,所 以 R2
1<R2

2,故 D错 误.故

选D.]

3.B [因为样本数据2x1+3,2x2+3,…,2x8+3的方差为32,

所以数据x1,x2,…,x8 的方差为
32
22
=8.

故选B.]

4.B [对于A,由ŷ=-10x+̂a,-10<0,可得y 与x 负相关,
故A错误;
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对于B,C,由表中数据可得

x=
6+6.5+7+7.5+8

5 =7,

y=
90+85+80+75+70

5 =80,

将(7,80)代入ŷ=-10x+̂a,得80=-10×7+̂a,
解得â=150,则经验回归方程为ŷ=-10x+150,
当x=7.5时,̂y=-10×7.5+150=75,故(7.5,75)在经验

回归直线上,故B正确,C错误;

对于D,当x=9.5时,̂y=-10×9.5+150=55,这是一个估

计值,不是精确值,故D错误.
故选B.]

5.ACD [由题意可知,抽取男生人数为600×
100

400+600=60
,

女生抽取的人数为400×
100

400+600=40
,

由等高堆积条形图知,抽取男生感兴趣的人数为60×0.5=
30,抽取男生不感兴趣的人数为60×0.5=30,

抽取女生感兴趣的人数为40×0.3=12,抽取女生不感兴趣

的人数为40×0.7=28,则2×2列联表如下:

单位:人

性别
数学兴趣

感兴趣 不感兴趣
合计

女生 12 28 40

男生 30 30 60

合计 42 58 100

对于A,由此表可知,a=12,c=30,故A正确;

对于B,女生不感兴趣的人数约为400×
28
40=280

,男生不感

兴趣的人数约为600×
30
60=300

,

所以估计该校高一新生中对数学不感兴趣的女生人数比男

生人数少,故B错误;

对于C,零假设为

H0:性别与对数学的兴趣没有差异.

χ2=
100× 12×30-28×30  2

40×60×42×58
≈3.941>3.841=x0.05,

依据小概率值α=0.05的独立性检验,有充分证据推断 H0

不成立,因此可以认为 H0 不成立,即可以认为性别与对数学

的兴趣有差异,故C正确;

对于D,由C项知χ2≈3.941<6.635=x0.01,

依据小概率值α=0.01的 独 立 性 检 验,没 有 充 分 证 据 推 断

H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,即可以认为性别与对数

学的兴趣没有差异,故D正确.
故选ACD.]

6.13.5% [设2025年到该地旅游的游客总人数为a,
由扇 形 图 可 知,游 客 中 青 年 人 所 占 百 分 比 为1-35%-
20%=45%,

则游客中青年人的人数为0.45a,
其中选择自助游的青年人的人数为0.45a×0.3=0.135a,
所以估计2025年到该地旅游的游客中选择自助游的青年人

占总游客人数的13.5%.]

7.解:(1)散点图如下.

(2)由已知得x=55,y=91.7,

∑
10

i=1
(xi-x)(yi-y)=5

 

515,

∑
10

i=1
(xi-x)2=8

 

250,所以b̂=
5

 

515
8

 

250
≈0.668,

â≈91.7-0.668×55=54.96.
所以经验回归方程为ŷ=0.668x+54.96.
(3)关于加工零件的个数与加工时间,我们得到的结论是:加
工的零件越多,所花的时间大致越长.

8.解:(1)由已知得样本中有25周岁及以上组工人60名,25周

岁以下组工人40名,
所以样本中日平均生产件数不足60件的工人中25周岁及以

上组有60×0.05=3(人),分别记为A1,A2,A3,25周岁以下

组有40×0.05=2(人),分别记为B1,B2,
从中随机抽取2人,所有可能的结 果 共10种,分 别 是(A1,

A2),(A1,A3),(A2,A3),(A1,B1),(A1,B2),(A2,B1),
(A2,B2),(A3,B1),(A3,B2),(B1,B2),
其中至少抽到1名25周岁以下组的工人的结果有7种,

故所求概率P=
7
10.

(2)由频率分布直方图可知在抽取的100名工人中,
“25周岁及以上组”中的“生产能手”有60×0.25=15(人),
“25周岁以下组”中的“生产能手”有40×0.375=15(人),
据此可得2×2列联表如下:

单位:人

分组
生产件数

≥80 <80
合计

25周岁及

以上组
15 45 60

25周岁

以下组
15 25 40

合计 30 70 100

零假设为

H0:“生产能手”与工人所在的年龄组无关.

χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

=
100×(15×25-45×15)2

60×40×30×70
≈1.786<2.706=x0.1.
所以依据小概率值α=0.1的独立性检验,没有充分证据推断

H0 不成立,即认为“生产能手”与工人所在的年龄组无关.

课时作业(六十九)

1.B [若A3n=10C2n,则
n!

(n-3)!=10×
n!

2! (n-2)!
,
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整理得
1

(n-3)!=
5

(n-2)!
,

所以1=
5

n-2
,解得n=7.

故选B.]

2.B [7名同学排成一排照相,
则甲、乙不相邻的不同排法种数为A55A26=3

 

600.
故选B.]

3.C [根据题意,个位从3和5中选择一个,百位不能选0,
若含0,则有C12C13=6(个);

若不含0,则有C12A23=12(个).
故符合条件的三位奇数的个数为12+6=18.
故选C.]

4.C [由题意,区域A 有5种涂法,B 有4种涂法,

C,A 不同色,C 有3种,D 有2种涂法,有5×4×3×2=120
(种),

C,A 同色,D 有3种涂法,有5×4×3=60(种),
所以共有120+60=180(种)不同的涂色方法.
故选C.]

5.B [甲、乙、丙、丁四位师范生分配到A,B,C 三所学校实习,
若每所学校至少分到一人,

则可将四人分为1,1,2三组,共有
C14·C13
A22

=6种方法,

再分到三所学校有A33=6(种)分法,
则不同的分配方案的种数是6×6=36.
故选B.]

6.B [由题意,可分两类,第一类:由一个数字组成4位数“回
文数”,在6个数字中任取1个,有C16 种情况.第二类:由两组

相同的数字组成4位数“回文数”,在6个数字中任取2个,这

2个数字互换位置又可以组成另一个数,所以有C26A22 种情

况.综上,由数字1,2,3,4,5,6可以组成4位数的“回文数”的
个数为C16+C26A22=36.故选B.]

7.ABD [对 于 A,左 边 =
n!

(n-m)! +m · n!
(n-m+1)! =

(n-m+1)·n!
(n-m+1)! +m· n!

(n-m+1)!=
(n+1)!
(n-m+1)!=

右 边,

∴A正确;对 于 B,右 边 =
n·(n-1)!

(r-1)! ·(n-r)! =
r
r

·

n!
(r-1)! ·(n-r)!=r

· n!
r! (n-r)!=

左边,∴B正确;对于C,

右边=Cm-1
n +Cm

n=Cm
n+1≠左 边,∴C错 误;对 于 D,右 边=

m+1
n-m

· n!
(m+1)! ·(n-m-1)!

=
(m+1)·n!

(m+1)·m! ·(n-m)·(n-m-1)!

=
n!

m! (n-m)!=
左边,∴D正确.

故选ABD.]

8.BD [对于A,若1班不再分配名额,则20个名额分配到5
个班级,每个班级至少1个,根据挡板法,有C419 种分配方法,
故A错误;对于B,若1班有除劳动模范之外的学生参加,则

20个名额分配到6个班级,每个班级至少1个,根据挡板法,
有C519 种分配方法,故B正确;对于C,D,若每个班至少3人

参加,由于1班有2个劳动模范,故只需先满足其他每个班级

有2个名额,还剩10个名额,再将10个名额分配到6个班

级,每个班级至少1个名额,故只需在10个名额中的9个空

上放置5个挡板即可,故有C59=126(种),故C错误,D正确.
故选BD.]

9.AC [如果甲工序不能放在第一道,则甲有4种安排方式,根
据分步乘法 计 数 原 理,共 有C14A44=96(种)加 工 顺 序,故 A
正确;

甲、乙两道工序必须相邻,将甲和乙捆绑为一道工序,和剩余

3道工序放在一起排序,则共有 A22A44=48(种)加工顺序,故

B错误;

如果甲、丙两道工序必须不相邻,则先安排剩余3道工序,在
形成的4个空中,安排甲、丙,故共有 A33A24=72(种)加工顺

序,故C正确;

现将5道不同的工序全排列,再除以乙、丙两道工序的全排

列,故共有
A55
A22
=60(种)加工顺序,故D错误.故选AC.]

10.15 [因为2
 

025=34×52,所以2
 

025的正因数有(4+1)×
(2+1)=15(个).]

11.16 [法一:可分两种情况:第一种情况,只有1名女生入选,

不同的选法有C12C24=12(种);第二种情况,有2名女生入

选,不同的选法有C22C14=4(种).根据分类加法计数原理知,

至少有1名女生入选的不同的选法共有12+4=16(种).
法二:从6人中任选3人的不同的选法共有C36=20(种),从6人

中任选3人都是男生的不同的选法有C34=4(种),所以至少有1
名女生入选的不同的选法共有20-4=16(种).]

12.(1)96 (2)1
 

728 [(1)由题意可得共 A22A22A44=2×2×
24=96(种)不同的站法.
(2)先排老师和女学生共有 A44 种站法,再排男学生甲有C13
种站法,

最后 排 剩 余 的 3 名 男 学 生 有 A34 种 站 法,所 以 共 有

A44C13A34=24×3×24=1
 

728(种)不同的站法.]

课时作业(七十)

1.A [由题意,f(x)=x4-C14x3+C24x2-C34x+1=C04x4·

(-1)0+C14x3·(-1)1+C24x2·(-1)2+C34x·(-1)3+

C44x0·(-1)4=(x-1)4,

其图象可由偶函数y=x4 的图象向右平移1个单位长度得

到,所以函数f(x)的图象的对称轴方程为x=1.
故选A.]

2.A [ x2+
1
x2-2 

6

= x- 1x 
12

,其 展 开 式 的 通 项 为

Tk+1=Ck
12x12-k· -1x 

k

=(-1)kCk
12x12-2k,0≤k≤12,k

∈N,由12-2k=0,得k=6,则 x2+
1
x2-2 

6

的展开式中

的常数项为(-1)6×C612=924.故选A.]

3.D [对于(1-x)4+(1-x)5 的展开式,

含x2 的项为C24(-x)2+C25(-x)2=16x2,

故该项的系数为16.
故选D.]

4.A [(a- x)7 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1 =Ck
7a7-k ·

(- x)k,k=0,1,2,…,7.令k=4,得 T5=C47a3x2,所 以

C47a3=280,解得a=2.故选A.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

742



5.A [(2-x)4 的展开式的通项为Tk+1=Ck
424-k·(-x)k,k=0,

1,2,3,4,

所以(1+ax)(2-x)4 的展开式中含x4 的项为1×C4424-4·

(-x)4+ax×C3424-3(-x)3=x4-8ax4=(1-8a)x4,
则1-8a=17,解得a=-2.
故选A.]

6.A [对于A,令x=0,可得a0=210,故A正确;

对于B,令x=-1,可得a0-a1+a2-a3+…+a10=1①,故

B错误;
对于C,令x=1,可得a0+a1+a2+a3+…+a10=510②,

联立①②可得a0+a2+a4+…+a10=
1+510

2
,故C错误;

对于D,展开式共有11项,则第6项的二项式系数最大,故D
错误.
故选A.]

7.BC [由题意可得,展开式共有7项,故A错误;

展开式的通项为Tk+1=Ck
6(x2)6-k -2x 

k

=(-2)kCk
6x12-3k,k=0,1,…,6,

令12-3k=0,得k=4,则T5=(-2)4×C46=240,故B正确;

令12-3k=4,得k=
8
3
,不符合题意,故没有含x4 的项,则

C正确;
由二项式系 数 的 性 质 可 知C36 最 大,故 T4=(-2)3C36x3=

-160x3,故D错误.
故选BC.]

8.AB [∵f(x)=x5-5x4+10x3-10x2+5x-1=(x-
1)5,∴f(x)可以被(x-1)3 整除,故A正确;

∵f(x+y+1)=(x+y)5,∴f(x+y+1)可以被(x+y)4

整除,故B正确;

∵f(30)=(30-1)5=(27+2)5=C05×275+C15×274×

2+…+C45×27×24+C55×25=C05×275+C15×274×2

+…+C45×27×24+27+5,∴f(30)被27除的余数为5,故

C错误;

∵f(29)=(29-1)5=(30-2)5=C05×305+C15×304×
(-2)+…+C45×30×(-2)4+(-2)5=C05×305+C15×

304×(-2)+…+C45×30×(-2)4-32,∴个位数为10-
2=8,故D错误.故选AB.]

9.ACD [对于 A,因为 x+
1
2 x  

n

的展开式共有8项,所以

n=7,
故所有项的二项式系数和为27=128,故A正确;

对于B,令x=1,可得所有项的系数和为 1+
1
2  

7

≠
3
2  

8
,

故B错误;

展开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
7·x7-k · 1

2 x  
k

= 1
2  

k
·

Ck
7·x

7-3k2(k=0,1,2,…,7),
对于C,设第k+1项系数最大,

由

1
2  

k
·Ck

7≥
1
2  

k-1
·Ck-1

7 ,

1
2  

k
·Ck

7≥
1
2  

k+1
·Ck+1

7 ,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
k≤

8
3
,

k≥
5
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 则k=2,故第3项的系数最大,故C正确;

对于D,由7-
3k
2

为整数,且k=0,1,2,…,7可知,k 的值可

以为0,2,4,6,
所以二项展开式中,有理项共有4项,故D正确.
故选ACD.]

10.-20 [(x-1)6 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
6x6-k ·

(-1)k=(-1)kCk
6x6-k,令6-k=3,得k=3,所以x3 项的系

数为(-1)3C36=-20.]

11.1
 

260 [把x+
1
x

看成一个整体,则 x+
1
x-y  

10

的展开

式的通 项 为 Tk+1=Ck
10 x+

1
x  

10-k
(-y)k.令k=6,则

T7=C610 x+
1
x  

4

y6,x+
1
x  

4

的 展 开 式 的 通 项 为

Tr+1=Cr
4x4-r 1

x  
r

=Cr
4x4-2r.令4-2r=0,则r=2,所以

在 x+
1
x-y  

10

的展开式中,只含y6 的项的系数为C610×

C24=1
 

260.]

12.5 [ 13+x 
10

的展开式的通项为Tk+1=Ck
10
1
3  

10-k

xk,

0≤k≤10且k∈N,
设展开式中第k+1项系数最大,

则

Ck
10
1
3  

10-k

≥Ck+1
10

1
3  

9-k

,

Ck
10
1
3  

10-k

≥Ck-1
10

1
3  

11-k

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
k≥
29
4
,

k≤
33
4
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 即

29
4≤k≤

33
4
,又k∈N,故k=8,

所以 展 开 式 中 系 数 最 大 的 项 是 第9项,且 该 项 系 数 为

C810
1
3  

2

=5.]

阶段检测(十六)

1.C [要让电路从 A 处到B 处接通,不同的路径条数为2×
1+2×3=8.
故选C.]

2.D [因为(1+x)2+(1+x)3+…+(1+x)9=a0+a1x+
a2x2+…+a9x9,

所以a2=C22+C23+…+C29=C33+C23+…+C29=C34+…+

C29=C310=120.
故选D.]

3.B [先将丙和丁捆绑在一起,有 A22 种排法,再将其与乙、戊

排列,有A33 种排法,最后将甲插入中间两空,有C12 种排法,

根据分步乘法计数原理,共有 A22A33C12=24(种)不同的排列

方式.故选B.]

4.C [甲、乙二人先选1种相同的课外读物,有C16=6(种)情
况,再从剩下的5种课外读物中各自选1本不同的读物,有

C15C14=20(种)情况,由分步乘法计数原理可得共有6×20=
120(种)选法,故选C.]
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5.A [因为二项式系数只有第6项最大,故n=10,

因为Tk+1=Ck
10
1
2x3  

10-k
(-2x-2)k

=Ck
10
1
2  

10-k
(-2)kx30-5k(0≤k≤10,k∈N),

令30-5k=0,则k=6,

故T7=C610×
1
2  

4

×(-2)6=840.

故选A.]

6.B [先从5人中选择1人两天均参加公益活动,有C15 种方

式;再从余下的4人中选2人分别安排到星期六、星期日,有

A24 种安排方式,所以不同的安排方式共有C15·A24=60(种).
故选B.]

7.BD [在 x2+
2
x  

10

的展开式中,所有奇数项的二项式系

数和为
210

2=2
9,A错误;

令x=1,则所有项的系数和为310,B正确;
二项式系数最大的项为第6项,C错误;

Tk+1=Ck
10x20-2k· 2

x  
k

=2kCk
10x

20-5k2,

令20-
5k
2=0

,则k=8,即展开 式 中 的 常 数 项 是 第9项,D

正确.
故选BD.]

8.ABD [A选项,0不能当首位,所以有C15A35=300(个),故 A
正确;

B选项,分为两类:0在末位,则有A35=60(个);

0不在末位,则有C12C14A24=96(个),
所以共有60+96=156(个),故B正确;

C选项,分为两类:0在末位,则有A35=60(个);

5在末位,则有C14A24=48(个),
所以共有60+48=108(个),故C错误;

D选项,首位为1的有 A35=60(个);前两位为20的有 A24=

12(个);前两位为21的有A24=12个,所以第85个数字是前

两位为23的最小数,即为2
 

301,故D正确.
故选ABD.]

9.10 [令x=1,所以(1+1)n=32,即2n=32,解得n=5,
所以(x+1)5 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck

5·x5-k,令5
-k=2,则k=3,
所以T4=C35x2=10x2.
故x2 的系数为10.]

10.1 15 [因 为(1-2x)4=a0-2a1x+4a2x2-8a3x3+

16a4x4,所以令x=0,可得a0=1.再令x=-
1
2
,可得a0+

a1+a2+a3+a4=24=16,所 以a1+a2+a3+a4=16-
a0=16-1=15.]

11.解:(1)从5名男生和4名女生中选出4人参加创新大赛,则

4人中男生和女生各选2人,共有C25·C24=10×6=60(种)
选法.
(2)除 去 甲、乙 之 外,其 余2人 可 以 从 剩 下 的7人 中 任 意

选择,
则男生中的甲和女生中的乙必须在内有C27=21(种)选法.
(3)男生中的甲和女生中的乙不在内的情况,共有C47=35
(种)选法.

则可得男生中的甲和女生中的乙至少有1人在内有C49-
C47=126-35=91(种)选法.
(4)如果4人中必须既有男生又有女生,可以按含有女生的

人数分成三类:1男3女;2男2女;3男1女,
则4人中必须既有男生又有女生有

C15C34+C25C24+C35C14=20+60+40=120(种)选法.
12.解:在(3x-2y)20 的展开式中,
(1)二项式系数最大的项是第11项,
即T11

 =C1020×310×(-2)10x10y10=C1020×610x10y10.
(2)设系 数 绝 对 值 最 大 的 项 是 第(r+1)(0≤r≤20,r∈
N)项,

于是
Cr
20·320-r·2r≥Cr+1

20 ·319-r·2r+1,

Cr
20·320-r·2r≥Cr-1

20 ·321-r·2r-1, 
化简得

3(r+1)≥2(20-r),

2(21-r)≥3r. 解得
37
5≤r≤

42
5
(r∈N),所以

r=8,
即T9=C820×312×28x12y8 是系数绝对值最大的项.
(3)由于系数为正的项为y 的偶次方项,因此可设第2k-1
(1≤k≤11,k∈N)项系数最大,

于是
C2k-220 ·322-2k·22k-2≥C2k-420 ·324-2k·22k-4,

C2k-220 ·322-2k·22k-2≥C2k20·320-2k·22k, 
所以

10k2+143k-1
 

077≤0,

10k2+163k-924≥0,

1≤k≤11,k∈N, 
解得k=5,即 第2×5-1=9项 系 数 最 大,T9=C820×
312×28x12y8.

课时作业(七十一)

1.A [对于 A,甲、乙两人各写一个数字,所有可能的结果为

(奇,偶),(奇,奇),(偶,奇),(偶,偶),则都是奇数或都是偶数

的概率为
1
2
,故游戏是公平的;

对于B,随着试验次数的增加,频率偏离概率的幅度会缩小,
故事件A 发生的频率就是事件A 发生的概率是不正确的;
对于C,某人花100元买福利彩票,中奖或者不中奖都有可

能,但事先无法预料,故C不正确;
对于D,事件B 可能发生也可能不发生,故事件B 是随机事

件,故D不正确.
故选A.]

2.C [由题意,事件A=“击中环数小于8”与事件B=“击中环

数大于8”是互斥事件但不是对立事件,故 A选项错误;事件

B=“击中环数大于8”与事件C=“击中环数不小于8”,能同

时发生,所以不是互斥事件,故B选项错误;事件 A=“击中

环数小于8”与事件C=“击中环数不小于8”是对立事件,故

C选项正确;事件B=“击中环数大于8”与事件D=“击中环

数不大于9”能同时发生,不是互斥事件,故 D选项错误.故

选C.]

3.B [根 据 题 意,事 件 A,B 互 斥,则 P(A∪B)=P(A)+
P(B)=0.2+0.3=0.5.]

4.C [法一:由题意,甲、乙、丙三人在3天节日中值班,每人值

班1天,每天一人的情况有(甲,乙,丙),(甲,丙,乙),(乙,甲,
丙),(乙,丙,甲),(丙,甲,乙),(丙,乙,甲),共6种,其中乙排

在甲前面值 班 的 情 况 有(乙,甲,丙),(乙,丙,甲),(丙,乙,

甲),共3种,故乙排在甲前面值班的概率为
3
6=

1
2.故选C.
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法二:甲、乙、丙三人在3天节日中值班,每人值班1天,每天

一人,共有A33=6(种)等可能结果,设事件A=“乙排在甲前

面值班”,则事件A 包含的可能结果为
1
2A

3
3=3(种),所以事

件A 发生的概率P(A)=
3
6=

1
2.

故选C.]

5.B [根据题意,P(A)=P(AB)+P(AB),变形可得

P(AB)=P(A)-P(AB)=
1
5
,

又P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)=
3
5
,变 形 可 得

P(B)=
2
5.故选B.]

6.A [由 统 计 表 可 知,共 抽 取 了6+9+15+12+8=50名

学生,
阅读时间少于4

 

h的有6+9=15人,

∴从该校随机抽取1名学生,估计其每周的课外阅读时间少

于4
 

h的概率为
15
50=0.3.

故选A.]

7.BC [由题意知事件A 包含的样本点:向上的一面出现的点

数为1,3,5;事件B 包含的样本点:向上的一面出现的点数为

1,2;事件C 包含的样本点:向上的一面出现的点数为4,5,6,
所以AB=“向上的一面出现的点数为2”,故 A错误;BC=
“向上的一面 出 现 的 点 数 为4或5或6”,故B正 确;AB+
BC=“向上的一面出现的点数为3或4或5或6”,故C正确;

ABC=“向上的一面出现的点数为5”,故D错误.故选BC.]

8.ABC [由题意可知,m=100-55-18=27,P(A)=
55
100=

0.55,P(B)=
18
100=0.18

,P(C)=
27
100=0.27.

事件 A,B,C

两两 互 斥,所 以 P(A ∪B)=P(A)+P(B)=0.73,

P(B∪C)=P(B)+P(C)=0.45.故选ABC.]

9.ABD [对 于 A,∵A⊆B,事 件 AB 发 生 就 相 当 于 事 件A
发生,

∴P(AB)=P(A),故A正确;
对于B,∵A,B 是互斥事件,

∴P(A∪B)=P(A)+P(B)=0.6,

∴P(A)=0.4,P(A)=1-P(A)=0.6,故B正确;
对于C,如抛掷一枚骰子,统计抛得的点数,
记事件C=Ω={1,2,3,4,5,6},A={1,3,5},B={1,3},
满足P(A∪C)=P(B∪C),

但P(A)=
1
2>P(B)=

1
3
,故C错误;

对于D,∵A=AB+AB,B=BA+BA,AB,AB 互斥,BA,

BA 互斥,

∴P(A)=P(AB)+P(AB),

P(B)=P(BA)+P(BA),

∵P(AB)=P(AB),∴P(A)=P(B),故D正确.
故选ABD.]

10.0.3 [由题意可知,摸出红球为摸出白球或黑球的对立事

件,所以摸出红球的概率为1-(0.4+0.3)=0.3.]

11.0.9 [在大量重复进行同一试验时,事件A 发生的频率总

是接近于某个常数,在它附近摆动,这个常数就是事件A 的

概率,

观察题表得到某种植物的种子发芽的频率稳定在0.9附近,
所以可估计该植物的种子发芽的概率为0.9.]

12.
3
56 

[从8张卡片中随机抽出3张,则样本空间中总的样本

点个数为C38=56,
因为1+2+3+4+5+6+7+8=36,
所以要使抽出的3张卡片上的数字之和与其余5张卡片上

的数字之和相等,
则抽出的3张卡片上的数字之和应为18,
则抽出的3张卡片上的数字的组合有8,7,3或8,6,4或7,

6,5,共3种,
所以符合抽出的3张卡片上的数字之和为18的样本点有

3个,
所以抽出的3张卡片上的数字之和与其余5张卡片上的数

字之和相等的概率为
3
56.]

课时作业(七十二)

1.B [法一:P(A)=
12
36=

1
3
,P(AB)=

7
36
,

∴P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

7
36
1
3

=
7
12.

法二:事件A 中的样本点个数为12,事件AB 中的样本点个

数为7,故P(B|A)=
7
12.故选B.]

2.C [设甲地降雨为事件A,乙地降雨为事件B,则两地恰有

一地降雨为AB+AB,
所以P(AB+AB)=P(AB)+P(AB)

=P(A)P(B)+P(A)P(B)=0.2×0.7+0.8×0.3=0.38.
故选C.]

3.B [∵P(B)=P(BA)+P(BA),
∴P(BA)=P(B)-P(BA)=0.3-0.1=0.2.
故选B.]

4.C [三个元件T1,T2,T3 正常工作的概率均为
1
3
,且是相互

独立的,

则电路不发生故障的概率为
1
3× 13×23+23×13+13×

1
3 =527.

故选C.]

5.C [因为P(B|A)=
3
4
,所以P(B|A)=1-

3
4=

1
4
,故D

错误;
因为P(AB)=P(B)·P(A|B),

所以P(B|A)=
P(B)·P(A|B)

P(A)

=

5
9P(B)

P(A)=
1
4
,

解得
P(B)
P(A)=

9
20.

又因为P(A)P(B)=
1
5
,

所以P(A)=
2
3
,P(B)=

3
10
,故AB错误;
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P(AB)=P(A)·P(B|A)=
2
3×

1
4=

1
6
,故C正确.

故选C.]

6.C [设“甲乘地铁”为事件A,“甲乘公交车”为事件B,“甲骑

共享单车”为事件C,“甲按时到达文博会”为事件D,

则P(A)=
1
4
,P(B)=

1
4
,P(C)=

1
2
,

P(D|A)=
4
5
,P(D|B)=

3
4
,P(D|C)=

2
3
,

则P(D)=P(A)P(D|A)+P(B)P(D|B)+P(C)P(D|C)=
1
4×

4
5+

1
4×

3
4+

1
2×

2
3=

173
240
,P(CD)=P(C)P(D|

C)=
1
3
,

所以若某一天甲按时到达文博会,

则他骑共享单车的概率为P(C|D)=
P(CD)
P(D)=

80
173.

故选C.]

7.ACD [对于A,P(AB)=P(A)P(B|A)=
1
2×

1
4=

1
8
,所以

A正确;对于B,P(B|A)=1-P(B|A)=1-
1
4=

3
4
,所以

B错误;对于C,P(B|A)=1-P(B|A)=1-
2
3=

1
3
,所以

C正确;对于 D,P(A)=1-P(A)=1-
1
2=

1
2
,则P(B)=

P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)=
1
2×

1
4+

1
2×

1
3=

7
24
,所

以D正确.故选ACD.]

8.BD [对于A,因为A={1,2},B={1,3},则A∩B= 1  ≠
⌀,所以A错误;
对于B,因为B∩C= 1  ,

所以P(BC)=
1
4
,

又P(B)=P(C)=
1
2
,

则P(BC)=P(B)P(C),所以B 与C 相互独立,故B正确;
对于C,因为A∩B∩C= 1  ,

则P(ABC)=
1
4
,

又P(A)=P(B)=P(C)=
1
2
,

所以P(ABC)≠P(A)P(B)P(C),故C错误;

对于D,因为P(A)=P(C)=
1
2
,

又A∩C= 1  ,则P(AC)=
1
4
,

所以P(A|C)=
P(AC)
P(C)=

1
4
1
2

=
1
2
,

P(C|A)=
P(AC)
P(A)=

1
4
1
2

=
1
2
,故D正确.故选BD.]

9.0.18 [∵随机事件A 与B 对立,B 与C 相互独立,P(A)=
0.4,P(C)=0.3,

∴P(B)=1-P(A)=1-0.4=0.6,

P(BC)=P(B)P(C)=0.6×0.3=0.18.]

10.0.957 [设B=“取到合格品”,Ai=“取到的产品来自第i
批”(i=1,2),则P(A1)=0.3,P(A2)=0.7,P(B|A1)=
0.95,

P(B|A2)=0.96,
由全概率公式得P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)·P(B|
A2)=0.3×0.95+0.7×0.96=0.957.]

11.解:根据题意,设A=“机器人是甲品牌”,B=“机器人是合

格品”,C=“机器人是乙品牌”,D=“机器人是丙品牌”.
(1)因为甲品牌的占40%,合格率为95%,则P(A)=40%,

P(B|A)=95%,
所以该机器人是甲品牌 合 格 品 的 概 率 P(AB)=P(A)·

P(B|A)=40%×95%=0.38.
(2)根据题意,乙品牌的占30%,合格率为90%,则P(C)=
30%,P(B|C)=90%,
丙品牌的占30%,合格率为90%,
则P(D)=30%,P(B|D)=90%,
则P(B)=P(A)P(B|A)+P(C)P(B|C)+P(D)P(B|D)=
40%×95%+30%×90%+30%×90%=0.92.

课时作业(七十三)

1.C [选手甲在三次中距离投篮中可能都不中,得0分,中一

次,得2分,中两次,得4分,中三次,得6分,故总得分ξ的所

有可能取值为0,2,4,6,所以总得分ξ的所有可能取值的和

为12.]

2.B [由离散型随机变量ξ 的分布列的性质,得0.2+0.1+
2m+0.25+m=1,

∴3m=0.45,解得m=0.15,

∴P(|ξ|<2)=P(ξ=-1)+P(ξ=1)=0.1+2m=0.1+
2×0.15=0.4.
故选B.]

3.C [因为a+
1
3+3a=1

,所以a=
1
6
,

所以E(X)=0×
1
6+1×

1
3+2×

1
2=

4
3
,

则D(X)= 0-
4
3  

2

×
1
6+ 1-

4
3  

2

×
1
3+ 2-

4
3  

2

×

1
2=

5
9.

故选C.]

4.C [根据离散型随机变量概率分布列的性质可得概率和为

1,即a+
1
3+5a+

1
6=1

,解得a=
1
12.

所以E(X)=0×
1
12+1×

1
3+2×

5
12+3×

1
6=

5
3
,

又因为离散型随机变量Y=2X+1,
所以E(Y)=2E(X)+1,

即E(Y)=2×
5
3+1=

13
3.

故选C.]

5.AC [半小时内经过的车辆数可以一一列举出来,是离散型

随机变量,选项A正确;
体重无法一一列举,选项B错误;
人数可以列举,选项C正确;
某电子元件的寿命可为任意值,不能一一列举出来,选项 D
错误.
故选AC.]
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6.ACD [由离散型随机变量X 的分布列的性质得:

q=1-0.4-0.1-0.2-0.2=0.1,

E(X)=0×0.1+1×0.4+2×0.1+3×0.2+4×0.2=2,

D(X)=(0-2)2×0.1+(1-2)2×0.4+(2-2)2×0.1+
(3-2)2×0.2+(4-2)2×0.2=1.8,

∵离散型随机变量Y 满足Y=2X+1,

∴E(Y)=2E(X)+1=5,D(Y)=4D(X)=7.2.
故选ACD.]

7.2 [由题意,设X 表示1张彩票中奖的金额,则P(X=2)=

1
 

000
10

 

000=0.1
,P(X=10)=

300
10

 

000=0.03
,P(X=50)=

100
10

 

000=0.01
,P(X=100)=

50
10

 

000=0.005
,

P(X=1
 

000)=
5

10
 

000=0.000
 

5,

P(X=0)=1-(0.1+0.03+0.01+0.005+0.000
 

5)=

0.854
 

5,所以X 的分布列为

X
 

0 2 10 50
 

100
 

1
 

000

P
 

0.854
 

5 0.10.03 0.01 0.0050.000
 

5

所以E(X)=0×0.854
 

5+2×0.1+10×0.03+50×0.01+

100×0.005+1
 

000×0.000
 

5=2,即1张彩票中奖金额的均

值是2元.]

8.24 [由题意,可得X 的所有可能取值为190,150,110,

P(X=190)=
C02C23
C25

=
3
10
,P(X=150)=

C12C13
C25

=
3
5
,P(X=

110)=
C22C03
C25
=
1
10
,

所以E(X)=190×
3
10+150×

3
5+110×

1
10=158

,

所以标准差为

(190-158)2×
3
10+

(150-158)2×
3
5+

(110-158)2×
1
10

=24.]

9.解:(1)根据题意,可得甲同学2门课程均未取得优秀成绩的

概率为 1-23 × 1-34  =112.

(2)根据题意,可得X 的可能取值为0,1,2,

P(X=0)= 1-
2
3  1-34  =112,

P(X=1)=
2
3× 1-

3
4  + 1-23  ×34=512,

P(X=2)=
2
3×

3
4=

1
2
,

所以X 的分布列为
 

X
 

0
 

1
 

2
 

P 1
12

5
12

1
2

所以E(X)=0×
1
12+1×

5
12+2×

1
2=

17
12.

10.解:若按“项目一”投资,设获利为 X1 万元,X1 的所有可能

取值为300,-150.则X1 的分布列为

X1 300 -150

P 7
9

2
9

∴E(X1)=300×
7
9+

(-150)×
2
9=200

(万元),

D(X1)=(300-200)2×
7
9+

(-150-200)2×
2
9=35

 

000.

若按“项目二”投资,设获利X2 万元,X2 的所有可能取值为

500,-300,0.则X2 的分布列为

X2 500 -300 0

P 3
5

1
3

1
15

∴E(X2)=500×
3
5+

(-300)×
1
3+0×

1
15=200

(万元),

D(X2)=(500-200)2×
3
5+

(-300-200)2×
1
3+

(0-

200)2×
1
15=140

 

000.

∴E(X1)=E(X2),D(X1)<D(X2),
这说明虽然项目一、项目二获利的期望值相等,但项目一更

稳妥.
综上所述,建议该投资公司选择项目一投资.

课时作业(七十四)

1.C [超几何分布是在 N 个对象(包含 M 个特定对象)中随机

不放回取出n 个对象,
含有特定对象数ξ的概率分布,被取出的n 个对象中特定对

象数ξ是变化的,
任意取出的4个号码,最大号码都只有1个,个数保持不变,

X 不服从超几何分布,故A正确;
取出的黑球个数Y 服从超几何分布,故B正确;

取出2个白球的概率为P=
C26C24
C410

=
3
7
,故C错误;

根据已知 可 得 取 出 四 个 黑 球 的 总 得 分 最 大,概 率 为 P'=
C46
C410
=
1
14
,故D正确.

故选C.]

2.C [∵μ=0,∴P(ξ>2)=P(ξ<-2)=0.023,

∴P(-2≤ξ≤2)=1-2×0.023=0.954.]

3.A [若随机变量X~B 4,
2
3  ,

P(X=3)=C34×
2
3  

3

×
1
3=

32
81.

故选A.]

4.B [因为E(X)+D(X)=
20
9
,

所以4p+4p(1-p)=
20
9
,即(p-1)2=

4
9
,

因为0<p<1,所以p=
1
3.

故P(X≥1)=1-P(X=0)=1- 1-13 
4

=
65
81.]
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5.AC [从袋子中有放回的取球4次,则每次取球互不影响,并
且每次取到的黑球概率相等,
又每次取一个球,取到白球记0分,取到黑球记1分,4次取

球的总分数相当于取到黑球的总个数,

又每次取到黑球的概率为
2
3
,由有放回地取4次球,得 X~

B 4,
2
3  ,故A正确;

P(X=2)=C24
2
3  

2

1-
2
3  

2

=
8
27
,故B错误;

由二项分布期望公式得E(X)=4×
2
3=

8
3
,故C正确;

由二项分布方差公式得D(X)=4×
2
3×

1
3=

8
9
,故D错误.

故选AC.]

6.AC [对于A,因为X 的正态密度曲线比Y 的正态密度曲线

瘦高,说明X 的方差更小,则σ1<σ2,故A正确;

对于B,因 为 流 水 线 的 误 差 X~N(500.01,σ21),均 值 为

500.01,因此P(X≥500)>0.5,

B 流水线的误差Y 的均值为500,则P(Y≥500)=0.5,
因此P(X≥500)>P(Y≥500),故B错误;
因为σ1<σ2,所以P(X≥σ1)>P(X≥σ2),

P(Y≥σ1)>P(Y≥σ2),故C正确,D错误.
故选AC.]

7.0.648 [该同学通过测试的概率为C23×0.62×0.4+C33×

0.63=0.648.]

8.25% [设这12件产品中的次品数为x,

则P(ξ=1)=
C1xC112-x
C212

=
9
22
,且x
12≤40%

,

解得x=3,

故这12件产品的次品率为
3
12=25%.]

9.解:(1)设参赛学生的成绩为X,由题可得X~N(70,100),
所以μ=70,σ=10,

则P(X>90)=P(X<50)=
1
2
[1-P(50≤X≤90)]≈

1
2×

(1-0.954
 

5)=0.0227
 

5,

12÷0.022
 

75≈527(人),
因此,此次参赛学生的总数约为527人.

(2)由P(X≥80)=P(X≤60)=
1
2
[1-P(60<X<80)]≈

1
2×

(1-0.682
 

7)=0.158
 

65,

527×0.158
 

65≈84(人).
因此,此次竞赛成绩为优的学生约为84人.

10.解:(1)每 次 抽 取 后 都 放 回,则 取 到 黄 球 的 个 数 X ~

B 2,
3
8  ,

所以P(X=1)=C12×
3
8×

5
8=

15
32
,

P(X=2)=C22×
3
8  

2

=
9
64
,

所以P(X≥1)=P(X=1)+P(X=2)=
15
32+

9
64=

39
64.

(2)每次抽取后都不放回,则取到黄球的个数Y 的可能取值

为0,1,2,

且P(Y=0)=
C25
C28
=
5
14
,P(Y=1)=

C13C15
C28

=
15
28
,P(Y=2)=

C23
C28
=
3
28.

所以Y 的分布列为

Y 0 1 2

P 5
14

15
28

3
28

所以E(Y)=0×
5
14+1×

15
28+2×

3
28=

3
4.

阶段检测(十七)

1.A [由0.15+0.15+0.15+0.25+m=1,得 m=0.3,所以

P(Y=2)=P(X=4)=0.3.
故选A.]

2.D [甲、乙两人从4门课程中各选修2门,共有C24×C24=36
(种)选法,
甲、乙所选的课程都相同的共有C24=6(种),
故甲、乙所选 的 课 程 中 至 少 有1门 不 相 同 的 概 率 P=1-
6
36=

5
6.

故选D.]

3.A [根据题意,事件A=“三个点数都不同”,B=“至少出现

一个3点”,

则P(AB)=
C25A33
63

=
5
18
,

P(A)=
6×5×4
63

=
5
9
,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

5
18
5
9

=
1
2.

故选A.]

4.C [对于A,因为B,C 不一定互斥,即使P(B)+P(C)=1,
也无法得到C 与B 相互对立,A错误;
对于B,若A⊆B,则P(AB)=P(A)=0.3,B错误;
对于C,事件A 与B 相互独立,则 P(AB)=P(A)P(B)=
0.15,
则P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)=0.3+0.5-0.15=
0.65,C正确;
对于D,若事件A 与B 相互独立,则A,B 相互独立,
则P(AB)=P(A)P(B)=0.35,D错误.故选C.]

5.C [根 据 题 意 可 知,单 个 篮 球 的 质 量 X 服 从 正 态 分 布

N(600,42),则μ=600,σ=4,
由所给公式P(μ-σ≤X≤μ+σ)=0.682

 

7⇒P(600-4≤X≤
600+4)=0.682

 

7,

即P(596≤X≤604)=0.682
 

7⇒P(596≤X≤600)=
1
2×

0.682
 

7=0.341
 

35,
所以P(X≥596)=P(596≤X<600)+P(X≥600)=0.341

 

35+
0.5=0.841

 

35,
因此被抽检的篮球的质量不小于596克的个数约为0.841

 

35×
300≈252.
故选C.]
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6.D [因为X~B(n,p),E(X)=4,

所以E(X)=np=4,因为Y=2X+3,

D(Y)=3.2,
所以D(Y)=4D(X)=4np(1-p)=4×4(1-p)=3.2,解得

p=0.8,n=5.
对于A,E(Y)=2E(X)+3=2×4+3=11,故A错误;

对于B,因为D(Y)=4D(X)=3.2,

所以D(X)=
3.2
4 =0.8

,故B错误;

对于C,由前面求得p=0.8,故C错误;

对于D,因为X~B(5,0.8),

所以P(X=2)=C25×0.82×(1-0.8)3=10×0.64×

0.008=
32
625
,故D正确.

故选D.]

7.ACD [对于A,由题知,抽奖箱共有五张卡片,写有“联”字的

卡片只有一张,

由古典概型概率公式可知,从五张中取一张卡片,中一等奖

的概率为
1
5
,故A正确;

对于B,由题知甲同学中二等奖的概率为P=
2
5×

1
2=

1
5
,

故B错误;

对于C,记事件E=“甲同学中奖”,事件F=“甲同学中一等

奖”,

则P(E)=
1
5+

2
5×

1
2=

2
5
,

P(EF)=
1
5
,

所以P(F|E)=
P(EF)
P(E)=

1
5
2
5

=
1
2
,

故C正确;

对于D,因为三位同学都中奖,则甲、乙、丙三人抽到的三张卡

片为:“联”“欢”“会”,

且抛掷一枚质地均匀的1元硬币两次,硬币均数字一面朝上,

所以三位同学都中奖的概率为P=
A33
A35
×
1
2×

1
2=

1
40
,故D

正确.
 

故选ACD.]

8.BC [对于选项A,因为ξ~N(20,σ2),且P(ξ≥22)=0.1,
所以P(ξ≤18)=P(ξ≥22)=0.1,

所以P(18<ξ<22)=1-0.1-0.1=0.8,故A错误;

对于选项B,由A知,ξ不在区间(18,22)的概率为0.2,则 X
~B(3,0.2),所以E(X)=0.6,

所以E(3X+2)=3E(X)+2=3×0.6+2=3.8,故B正确;

对于选项C,由B知,D(X)=3×0.2×0.8=0.48,

因此D(5X)=5D(X)=2.4,故C正确;

对于选项D,P(X≥1)=1-P(X=0)=1-(1-0.2)3=1-
0.83=0.488,故D错误.
故选BC.]

9.
1
221 

1
17 

[由题意,设第一次抽到 A的事件为B,第二次抽

到A的事件为C,

则P(BC)=
4
52×

3
51=

1
221
,P(B)=

4
52=

1
13
,

所以P(C|B)=
P(BC)
P(B)=

1
221
1
13

=
1
17.]

10.0.85 [由题意知,A,B,C 题库的比例为5∶4∶3,
 

各占比

分别为
5
12
,4
12
,3
12
,则 根 据 全 概 率 公 式 知 所 求 正 确 率 P=

5
12×0.92+

4
12×0.86+

3
12×0.72=0.85.

]

11.解:(1)设事件A,B,C 分别为甲、乙、丙三台机床各自加工

的零件是一等品,

由题知

P(AB)=
1
4
,

P(BC)=
1
12
,

P(AC)=
2
9
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

即

P(A)[1-P(B)]=
1
4
,

P(B)[1-P(C)]=
1
12
,

P(A)P(C)=
2
9.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

又P(A),P(B),P(C)均大于0,

所以P(A)=
1
3
,P(B)=

1
4
,P(C)=

2
3.

即甲、乙、丙三台机床各自加工的零件是一等品的概率分别

是
1
3
,1
4
,2
3.

(2)记事件D 为从甲、乙、丙加工的零件中各取一个检验,至少

有一个一等品,则P(D)=1-P(􀭿D)=1-[1-P(A)][1-

P(B)][1-P(C)]=1-
2
3×

3
4×

1
3=

5
6.

故从甲、乙、丙加工的零件中各取一个检验,至少有一个一等

品的概率为
5
6.

12.解:(1)记“摸出一球,放回后再摸出一个球,两球颜色不同”

为事件A,摸出一球是白球的概率为
2
5
,摸出一球是黑球的

概率为
3
5
,

所以P(A)=
2
5×

3
5+

3
5×

2
5=

12
25.

(2)记事件B 为“第一次摸到黑球”,事件C 为“第二次摸到

黑球”,依题意知P(B)=
3
5
,P(BC)=

3×2
5×4=

3
10
,

所以在第一次摸到黑球的条件下,第二次摸到黑球的概率

为P(C|B)=
P(BC)
P(B)=

1
2.

(3)由题意知,X 的取值为0,1,2,则

P(X=0)=
3
5×

3
5=

9
25
,

P(X=1)=
2
5×

3
5+

3
5×

2
5=

12
25
,

P(X=2)=
2
5×

2
5=

4
25.
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X 的分布列为

X 0 1 2

P 9
25

12
25

4
25

所以E(X)=0×
9
25+1×

12
25+2×

4
25=

4
5
,

D(X)= 0-45 
2

×
9
25+ 1-45 

2

×
12
25+ 2-45 

2

×

4
25=

12
25.

(4)由题意,Y 的取值为0,1,2,则

P(Y=0)=
3
5×

2
4=

3
10
,

P(Y=1)=
3
5×

2
4+

2
5×

3
4=

3
5
,

P(Y=2)=
2
5×

1
4=

1
10.

Y 的分布列为

Y 0 1 2

P 3
10

3
5

1
10

所以E(Y)=0×
3
10+1×

3
5+2×

1
10=

4
5
,

D(Y)= 0-45 
2

×
3
10+ 1-45 

2

×
3
5+ 2-45 

2

×

1
10=

9
25.

【阶段二】

课后限时练(一)

1.B [因为f(x)为定义在 R上的奇函数,则f(0)=0,

又因为f 12+x =f 12-x ,则f(x+1)=f(-x)=

-f(x),
可得f(x+2)=-f(x+1)=f(x),可知2为f(x)的一个

周期,所以f(7)=f(1)=-f(0)=0.
故选B.]

2.A [∵函数f(x)的图象关于点(-2,0)对称,

∴f(x-4)=-f(-x).
又f(x)为定义在 R上的奇函数,

∴-f(-x)=f(x),∴f(x-4)=f(x),即函数f(x)是周

期函 数 且 周 期 是4,则 f(11)=f(-1),f(12)=f(0),

f(21)=f(1),

∵f(x)为奇函数,且在[0,2)上单调递增,
则f(x)在(-2,2)内单调递增,∴f(-1)<f(0)<f(1),即

f(11)<f(12)<f(21).故选A.]

3.BC [因 为 f(x+1)为 奇 函 数,所 以 f(-x+1)=
-f(x+1),即函数f(x)的图象关于点(1,0)对称,C正确;
由函 数 f(x)的 图 象 关 于 点 (1,0)对 称 可 知 f(-x)

=-f(2+x),
又因为f(x+2)为偶函数,所以f(-x+2)=f(x+2),即函

数f(x)的图象关于直线x=2对称,则f(-x)=f(x+4),
所以f(x+4)=-f(x+2),即f(x+2)=-f(x),
所以f(x+4)=-f(x+2)=f(x),所以f(x)是周期为4

的周期函数,所以f(2
 

025)=f(4×506+1)=f(1).
又f(1)=0,所以f(2

 

025)=0,B正确;
 

f(-x)=-f(2+x)=f(x),故f(x)是偶函数,A错误;

对任意的x1,x2∈(1,2),且x1≠x2,都有
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>

0,不妨设x1>x2,
则f(x1)-f(x2)>0,由单调性的定义可得函数f(x)在(1,

2)内单调递增,
又由函数f(x)的图象关于点(1,0)对称,所以f(x)在(0,2)
内单调递增.
又f(π)=f(π-4)=f(4-π),f(e)=f(e-4)=f(4-e),

0<4-π<4-e<2,
所以f(4-π)<f(4-e),得f(π)<f(e),D错误.
故选BC.]

4.[-1,0] [因为函数f(x)满足f(2+x)=f(2-x),
则f(x)的图象关于直线x=2对称.
又因为f(x)在(-∞,2]上单调递减,则f(x)在[2,+∞)上
单调递增,
则由f(2x+3)≤f(1),得|2x+3-2|≤|1-2|,
即|2x+1|≤1,解得-1≤x≤0,则该不等式的解集为[-1,

0].]

5.2
 

499 [因为f(x)的图象关于点(1,1)对称,所以f(-x)+
f(x+2)=2,
则f(-x)-2(-x)+f(x+2)-2(x+2)=-2,
即g(-x)+g(x+2)=-2,
又g(x)的图象关于直线x=2对称,则g(x+4)=g(-x),
所以g(x+4)+g(x+2)=-2,即g(x+2)+g(x)=-2,
可得g(x+4)=g(x),则g(x)是以4为周期的周期函数.
因为g(0)=f(0)-2×0=0,
由f(-x)+f(x+2)=2,令x=-1,得f(1)=1,
所以g(1)=f(1)-2=-1,g(2)=-2-g(0)=-2,g(3)=
g(1)=-1,
所以f(1)+f(2)+…+f(50)=g(1)+g(2)+…+
g(50)+2(1+2+…+50)

=-4×12-1-2+2
 

550=2
 

499.]

课后限时练(二)

1.BCD [对于A,f(x)=cos(2x+3),
则f'(x)=-2sin(2x+3),故A错误;

对于B,f(x)=3f'(1)x-x2+ln
 

x+
1
2
,

求导得f'(x)=3f'(1)-2x+
1
x
,

当x=1时,f'(1)=3f'(1)-2×1+
1
1
,解得f'(1)=

1
2
,故

B正确;

对于C,f(x)=
x
ex
,则f'(x)=

x'·ex-x·(ex)'
(ex)2

=
1-x
ex

,故

C正确;

对于D,f(x)= x,则f'(x)=
1
2 x

,

故lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
2Δx =

1
2f'(1)=

1
2×

1
2=

1
4
,故D正

确.故选BCD.]

2.A [因为f(x)=
x-1
ex

,则f'(x)=
ex-ex(x-1)

e2x
=
2-x
ex

,
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所以曲线y=f(x)在点(0,-1)处的切线斜率为f'(0)=2,

故所求切线方程为y=2x-1,该直线交x 轴于点 12,0 ,
交y 轴于点(0,-1),

因此,切线与两 坐 标 轴 围 成 的 三 角 形 面 积 为
1
2×

1
2×1=

1
4.故选A.]

3.B [f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=
1
x+2x-a

,

因为函数f(x)=ln
 

x+x2-ax 在其定义域内单调递增,

所以
1
x+2x-a≥0

在(0,+∞)上恒成立,即1
x +2x≥a

在

(0,+∞)上恒成立,

因为
1
x+2x≥2

1
x

·2x=22,当且仅当x=
2
2

时,等号

成立,

所以 1x+2x min
=22,所以a≤22.

故选B.]

4.0,
1
2   [函数f(x)=aln

 

x-
x-1
x+1

,

则f'(x)=
a
x -

2
(x+1)2

=
ax2+2(a-1)x+a

x(x+1)2
(x>0),

当a≤0时,则f'(x)<0,f(x)在(0,+∞)上单调递减,不存

在极值,不符合题意;

当a>0时,因为f(x)有两个极值 点,所 以 关 于x 的 方 程

ax2+2(a-1)x+a=0在(0,+∞)上 有 两 个 不 相 等 的 实

数根,

所以

-
2(a-1)
2a >0,

Δ=4(a-1)2-4a2>0,

a>0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得0<a<
1
2
,

故实数a 的取值范围为 0,
1
2  .]

5.解:(1)f'(x)=a-sin
 

x,

由题意得
f(0)=b+1=2,

f'(0)=a=
1
2
, 

所以a=
1
2
,b=1.

(2)由(1)得f'(x)=
1
2-sin

 

x,f(x)=
1
2x+1+cos

 

x,

因为x∈[0,2π],

当0≤x≤
π
6

时,f'(x)≥0,函数f(x)单调递增,当π
6<x<

5π
6

时,f'(x)<0,函 数f(x)单 调 递 减,当5π
6 ≤x≤2π时,

f'(x)≥0,函数f(x)单调递增,

故当x=
π
6

时,函数f(x)取得极大值f
π
6  =1+π12+ 32,

又f(0)=2,f(2π)=2+π,

故函数f(x)在[0,2π]上的最大值为2+π.

课后限时练(三)

1.解:(1)函 数 的 定 义 域 为 (0,+ ∞),f'(x)=2x-
2
x

=
2(x+1)(x-1)

x
,

当x∈(0,1)时,f'(x)<0,f(x)单调递减,当x∈(1,+∞)
时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
则当x=1时,函数f(x)取得极小值,且极小值为f(1)=1,
无极大值.

(2)证明:要证f(x)≤x2+
2
x -2

,即证-2ln
 

x≤
2
x -2

,即

证ln
 

x+
1
x-1≥0

,

设g(x)=ln
 

x+
1
x-1

(x>0),则g'(x)=
1
x-

1
x2=

x-1
x2 ,

易知当x∈(0,1)时,g'(x)<0,g(x)单调递减,当x∈(1,

+∞)时,g'(x)>0,g(x)单调递增,

则g(x)≥g(1)=0,即ln
 

x+
1
x-1≥0

,即得证.

2.解:(1)g(x)=2x+ln
 

x-
a
x
(x>0),

 

g'(x)=2+
1
x +

a
x2

(x>0).
∵函数g(x)在[1,2]上单调递增,

∴g'(x)≥0在[1,2]上恒成立,

即2+
1
x+

a
x2≥0在[1,2]上恒成立,

∴a≥-2x2-x 在[1,2]上恒成立,

∴a≥(-2x2-x)max,x∈[1,2].
在[1,2]上,(-2x2-x)max=-3,

∴a≥-3.
∴实数a 的取值范围是[-3,+∞).
(2)g(x)在[1,2]上存在单调递增区间,
则g'(x)>0在[1,2]上有解,
即a>-2x2-x 在[1,2]上有解,

∴a>(-2x2-x)min,

又(-2x2-x)min=-10,

∴a>-10.
∴实数a 的取值范围为(-10,+∞).

3.解:由函数f(x)=ln
 

x-mx2+(2-m)x,x>0,

知f'(x)=
1
x-2mx+2-m=-

(mx-1)(2x+1)
x

,

当m≤0时,mx-1<0,2x+1>0,那么f'(x)>0,
此时f(x)在(0,+∞)上单调递增,不可能有两个零点,不符

合题意;

当m>0时,2x+1>0,令导函数f'(x)=0,得x=
1
m
,

当x>
1
m

时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,

当0<x<
1
m

时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,

又x→+∞时,f(x)→-∞,x→0时,f(x)→-∞,

要使函 数f(x)有 两 个 零 点,那 么f 1m =ln1m -
1
m +

(2-m)·
1
m=ln

1
m+

1
m-1>0

恒成立,
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设函数g(x)=ln
 

x+x-1,x>0,那么g'(x)=
1
x+1>0

,

因此g(x)在(0,+∞)上单调递增,又因为g(1)=0,

则
1
m>1

,解得0<m<1.

综上所述,m 的取值范围为(0,1).

课后限时练(四)

1.A [因为角α的终边在射线y=-2x(x≤0)上,

所以tan
 

α=-2,可 得sin
 

2α=
2sin

 

αcos
 

α
sin2α+cos2α

=
2tan

 

α
tan2α+1

=

-
4
5
,cos

 

2α=
cos2α-sin2α
cos2α+sin2α

=
1-tan2α
1+tan2α

=-
3
5
,

则sin 2α-π4 =sin 

2αcos
π
4-cos

 

2αsin
π
4= -45 ×

2
2- -35 × 22=- 210.

故选A.]

2.ABD [sin -11π6 =sin -2π+π6 =sinπ6=12.

对于A,2sin
 

15°sin
 

75°=2sin
 

15°cos
 

15°=sin
 

30°=
1
2
;

对于 B,cos
 

18°cos
 

42°-sin
 

18°sin
 

42°=cos(18°+42°)=

cos
 

60°=
1
2
;

对 于 C,由 辅 助 角 公 式 可 得,sin
 

70°+ 3cos
 

70°
4cos

 

490° =

2 12sin 

70°+
3
2cos

 

70° 
4cos

 

130° =
2sin

 

130°
4cos

 

130°=
1
2tan

 

130°≠
1
2
;

对于D,因为tan
 

45°=
2tan

 

22.5°
1-tan222.5°

=1,

可得
tan

 

22.5°
1-tan222.5°

=
1
2.

故选ABD.]

3.C [由题意知g(x)=4cos 2x-π3 ,g(x)不是奇函数,故

A错误;

g π12 =4cos -π6 =23≠±4,g(x)的图象不关于直线

x=
π
12

对称,故B错误;

由x∈ -
π
6
,π
3  ,得2x-π3∈ -

2π
3
,π
3  ,则4cos 2x-

π
3 ∈ -2,4  ,故C正确;

当x∈ 0,
π
2  时,2x-

π
3 ∈ -

π
3
,2π
3  ,而y=cos

 

x 在

-
π
3
,2π
3  上不单调,

所以g(x)在 0,
π
2  上不单调,故D错误.故选C.]

4.BCD [由题图知,A=2,f(0)=-1,则2sin
 

φ=-1,

即sin
 

φ=-
1
2
,

因为-π<φ<-
π
2
,所以φ=-

5π
6
,

因为x=
5π
6

为f(x)的零点,则5πω
6 -

5π
6=kπ

(k∈Z),得ω=

1+
6k
5
,

由题图知,
T>
5π
6
,

3
4T<

5π
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 即

2π
ω>

5π
6
,

3
4

·2π
ω<

5π
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
9
5<ω<

12
5
,

所以k=1,ω=
11
5
,从而f(x)=2sin

11
5x-

5π
6  .

由题设,g(x)=2sin 115×1011x-5π6 =2sin2x-5π6  ,
则g x+π3 =2sin 2 x+π3 -5π6 
=2sin 2x-π6 既不是奇函数也不是偶函数,所以A错误;

g(x)的最小正周期T=
2π
2=π

,所以B正确;

当x=
2π
3

时,2x-
5π
6=

π
2
,则g(x)的图象关于直线x=

2π
3

对称,所以C正确;

将g(x)图象向左平移
5π
12

个单位长度后,得到

h(x)=2sin 2x+
5π
12  -5π6 =2sin

 

2x 的图象,

当x∈ 3π
8
,7π
12  时,2x∈ 3π

4
,7π
6  ⊆ π

2
,3π
2  ,所以h(x)在

3π
8
,7π
12  上单调递减,故D正确.

故选BCD.]

5.-
37
40 

[由2sin
 

α+sin
 

β=
25
5
,

得sin
 

α+
1
2sin

 

β=
5
5
,

又cos
 

α+
1
2cos

 

β=
2
4
,

所以 cos 

α+
1
2cos

 

β 
2

+ sin 

α+
1
2sin

 

β 
2

=
5
4+cos

 

αcos
 

β+

sin
 

αsin
 

β
 

=
5
4+cos

(α-β)= 24 
2

+ 55 
2

=
13
40
,

所以cos(α-β)=-
37
40.]

6.- 3 [由函数f(x)=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)的部分图

象易知A=2,

可得
3T
4=

13π
12-

π
3=

3π
4
,得到T=π,

又ω>0,

所以
2π
ω=π

,解得ω=2,

又函数图象经过点 13π12,2 ,
则有2×

13π
12+φ=

π
2 +2kπ

,k∈Z,解 得φ=-
5π
3 +2kπ

,

k∈Z,
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所以f(x)=2sin 2x-5π3 ,
则f 2

 

025π
2  =2sin 2 

025π-
5π
3 =- 3.]

课后限时练(五)

1.B [由题意可知,x1 为f(x)的最小值点,x2 为f(x)的最大

值点,

则|x1-x2|min=
T
2=

π
2
,即T=π,

又ω>0,所以ω=
2π
T=2.

故选B.]

2.B [当 x∈ -
π
6
,π
4  时,ωx+

π
6 ∈ -ωπ

6 +
π
6
,ωπ
4 +

π
6 ,若f(x)在 -

π
6
,π
4  上单调递增,

则
-
ωπ
6+

π
6≥-

π
2
,

ωπ
4+

π
6≤

π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 结 合 ω>0,解 得0<ω≤

4
3
,即 ω

∈ 0,
4
3  .

故选B.]

3.C [依 题 意 可 得ω>0,因 为 x∈(0,π),所 以ωx+
π
3 ∈

π
3
,ωπ+

π
3  ,又y=sin

 

x,x∈ π
3
,3π  的图象如图所示,

要使函数在区间(0,π)内恰有三个极值点、两个零点,

则
5π
2<ωπ+

π
3≤3π

,解得
13
6<ω≤

8
3
,即ω∈ 13

6
,8
3  .故

选C.]

4.ACD [若ω=2,φ=
π
2
,则f(x)=sin2x+

π
2  =cos 

2x,

所以f(x)是最小正周期为
2π
2=π

的偶函数,A正确;

若ω=2,则f(x)的最小正周期为
2π
2=π

,

若x0 为f(x)的一个零点,则x0+
π
4

为f(x)的一个极大值

点或极小值点,B错误;

若φ=-
π
4
,x=

π
2

是f(x)图象的一条对称轴,

则f
π
2  =sin π

2ω-
π
4  =±1,

所以
π
2ω-

π
4=

π
2+kπ

(k∈Z),即ω=
3
2+2k

(k∈Z),

又ω>0,所以ω 的最小值为
3
2
,C正确;

若φ=-
π
4
,则f(x)=sinωx-

π
4  (ω>0),由正弦函数的

单调性,

令-
π
2 +2kπ≤ωx-

π
4 ≤

π
2 +2kπ

(k∈Z),解 得-
π
4ω+

2kπ
ω ≤x≤

3π
4ω+

2kπ
ω
(k∈Z),

又f(x)在 0,
π
6  上 单 调,所 以 当 k=0时, 0,π6 ⊆

 -π4ω,3π4ω ,即π6≤3π4ω,解得ω≤
9
2
,则ω 的最大值为

9
2
,D

正确.故选ACD.]

5.C [根 据 题 意 可 知,函 数f(x)=sinωx-
π
6  (ω>0)在

-
π
3
,π
6  上单调递增,得2π

ω≥2
π
6- -

π
3    =π,

解得0<ω≤2,由f(x)的图象关于点 π
3
,0  对称,得π

3ω-

π
6=kπ

,k∈N,

解得 ω=3k+
1
2
,k∈N,于 是 k=0,ω=

1
2
,f(x)=

sin 1
2x-

π
6  ,

所以f
2π
3  =sin 1

2×
2π
3-

π
6  =sinπ6=12.故选C.]

6.[2,3) [法一:函数f(x)=cos
 

ωx-1在区间[0,2π]有且仅

有3个零点,即cos
 

ωx=1在区间[0,2π]有且仅有3个根,因
为ω>0,x∈[0,2π],所以ωx∈[0,2ωπ],则由余弦函数的图

象可知,4π≤2ωπ<6π,解得2≤ω<3,即ω 的取值范围是[2,

3).
法二:函数f(x)=cos

 

ωx-1在区间[0,2π]有且仅有3个零

点,即cos
 

ωx=1在区间[0,2π]有且仅有3个根,根据函数

y=cos
 

x 在[0,2π]上的图象可知,cos
 

x=1在区间[0,2π]有

2个根,所以若cos
 

ωx=1在区间[0,2π]有且仅有3个根,则
函数y=cos

 

ωx 在[0,2π]内至少包含2个周期,但小于3个

周期,即
2×
2π
ω≤2π

,

3×
2π
ω>2π

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 又ω>0,所以2≤ω<3,即ω 的取值范

围是[2,3).]

课后限时练(六)

1.B [因为a∶b∶c=4∶5∶6,设a=4k,k>0,则b=5k,c=
6k,由余弦定理的推论得

cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
25k2+36k2-16k2

2×5k×6k =
3
4
,

由正弦定理得,sin
 

A∶sin
 

C=a∶c=2∶3,

则
2acos

 

A
c =2×

a
c ×cos

 

A=2×
2
3×

3
4=1.

故选B.]

2.C [在△ABC 中,BC=
ABsin

 

∠BAC
sin

 

∠ACB

=
100sin

 

15°
sin(45°-15°)=50

(6- 2),

在△BCD 中,sin∠BDC=
BCsin

 

∠CBD
CD

=
50(6- 2)

50 ×
2
2= 3-1

,

又∵cos
 

θ=sin∠BDC,∴cos
 

θ= 3-1.故选C.]
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3.BC [因为sin
 

A∶sin
 

B∶sin
 

C=2∶3∶4,
所以由正弦定理知a∶b∶c=2∶3∶4,
令a=2t,b=3t,c=4t(t>0),
对于选项A,(a+b)∶(b+c)∶(c+a)=5t∶7t∶6t=5∶
7∶6,故A错误;

对于 选 项 B,因 为cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab =
4t2+9t2-16t2

2×2t×3t =

-
1
4<0

,所以角C 为钝角,故B正确;

对于选项C,由选项B知sin
 

C= 1-cos2C=
15
4
,

由正弦定理得
c
sin

 

C=2R
,所以2R=

4t
15
4

=
16t
15
,得到R=

8t
15
=
8 15t
15

,

又
1
2absin

 

C=
1
2
(a+b+c)r,得 到r=

15t
6
,所 以5R=

16r,故C正确;
对于选项D,a+b+c=9t=18,得到t=2,所以a=4,b=6,

又sin
 

C=
15
4
,

所以△ABC 的面积为S=
1
2absin

 

C=
1
2×4×6×

15
4 =

3 15,故D错误.故选BC.]

4.1或2 [由
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,得sin

 

C=
csin

 

A
a =

3·sin
π
6

1 =

3
2
,所以C=

π
3

或C=
2π
3.当C=

π
3

时,B=
π
2
,所以b=2;

当C=
2π
3

时,B=
π
6
,所以b=1.综上所述,b=2或b=1.]

5.解:(1)若选择①②,由b+c=2a,可知b≤a≤c或c≤a≤b,
因此B≤A≤C

 

或C≤A≤B,

结合A=
2π
3
,可知△ABC 中有两个钝角,与三角形内角和定

理矛盾,所以△ABC 不存在;
若选择②③,由3csin

 

B=4asin
 

C,
得3sin

 

Csin
 

B=4sin
 

Asin
 

C,

结合sin
 

C≠0,可得sin
 

B=
4
3sin

 

A=
4
3×

3
2=

23
3 >1,与

sin
 

B≤1矛盾,所以△ABC 不存在;

若选择①③,根据正弦定理得sin
 

B=
4
3sin

 

A,即b=
4
3a
,

结合b+c=2a,解得c=
2
3a
,此时△ABC 存在.

综上所述,选择①③,可得

cos
 

B=
a2+c2-b2

2ac =
a2+

4
9a

2-
16
9a

2

2a·2
3a

=-
1
4.

(2)若a=2,结合(1)的结论可得c=
4
3
,

由cos
 

B = -
1
4
,可 得 sin

 

B = 1-cos2B = 1-
1
16

=
15
4 .

所以△ABC 的 面 积S=
1
2acsin

 

B=
1
2 ×2×

4
3 ×

15
4

=
15
3 .

6.解:(1)因为sin
 

2B=
3
7bcos

 

B=2sin
 

Bcos
 

B,

因为A 为钝角,所以B 为锐角,cos
 

B≠0,

所以sin
 

B=
3
14b

,

在△ABC 中,由正弦定理得
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,

因为a=7,所以sin
 

A=
3
2
,

因为A 为钝角,所以A=
2π
3.

(2)若选条件①,因为b=7,a=7,

所以B=A=
2π
3
,与A+B+C=π矛盾,

此时△ABC 不存在,故条件①不符合要求,不选①.

若选 条 件②,因 为cos
 

B=
13
14
,所 以sin

 

B= 1-cos2B

=
33
14
,

在△ABC 中,由正弦定理得
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,

所以b=
a
sin

 

A
·sin

 

B=
7

sin
2π
3

×
33
14=3

,

又sin
 

C=sin(A+B)=sin
 

Acos
 

B+cos
 

Asin
 

B=
3
2×

13
14+

 -12 ×3314=5314,
所以△ABC 的 面 积 为S=

1
2absin

 

C=
1
2 ×7×3×

53
14

=
153
4 .

若选条件③,由(1)知A=
2π
3
,

因为csin
 

A=
5
2 3,所以c=5,

由余弦定理得a2=b2+c2-2bccos
 

A,

即72=b2+52-2b×5×cos
2π
3
,解得b=3(负值舍去),

所以 △ABC 的 面 积 为 S=
1
2bcsin

 

A =
1
2 ×3×5×

sin
2π
3=

153
4 .

课后限时练(七)

1.A [因 为△ABC 的 面 积 为63,

A=60°,AB=3,

S△ABC =
1
2AB ·AC ·sin

 

A =

1
2 ×3×AC×

3
2 =6 3

,解 得

AC=8,
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由余弦定理得BC2=AB2+AC2-2AB·AC·cos
 

A=9+
64-2×3×8cos

 

60°=49,得BC=7,

因为 BD 平 分∠ABC,所 以 由 角 平 分 线 的 性 质 可 得
AD
CD

=
AB
BC
,

即
AD

AC-AD=
AB
BC
,即 AD
8-AD=

3
7
,解得AD=

12
5.

故选A.]

2.A [已知BC 边上的高AD= 3,a=4,A=
π
3
,

由S△ABC=
1
2a

·AD=
1
2bcsin

 

A=
1
2bc

· 3
2
,

可得
1
2×4× 3=

3
4bc

,则bc=8,

由余弦定理a2=b2+c2-2bccos
 

A,

即42=b2+c2-2bccos
 π
3
,即16=b2+c2-bc,

可得16=(b+c)2-2bc-bc,即16=(b+c)2-3bc=(b
+c)2-24,

解得b+c= 40=2 10.故选A.]

3.7 [由题意可得2AM→=AB→+AC→,
两边平方可得4AM→2=AB→2+AC→2+2AB→·AC→

=c2+b2+2cbcos
 

A=c2+b2+c2+b2-a2=2×(49+81)-
64=196,

解得|AM→|=7.所以AM 的长为7.]

4.2 [由 余 弦 定 理 的 推 论,得cos
 

60°=
AC2+4-6
2×2AC

,整 理 得

AC2-2AC-2=0,得AC=1+ 3.

因为S△ABC=S△ABD+S△ACD,所 以
1
2×2ACsin

 

60°=
1
2×

2ADsin
 

30°+
1
2AC·ADsin

 

30°,

所以AD=
23AC
AC+2=

23×(1+ 3)

3+ 3
=2.]

5.解:法一:(1)在△ABC 中,A+B=π-C,

因为A+B=3C,所以3C=π-C,所以C=
π
4.

因为2sin(A-C)=sin
 

B,

所以2sinA-
π
4  =sin3π4-A  ,

展开并整理得2(sin
 

A-cos
 

A)=
2
2
(cos

 

A+sin
 

A),

得sin
 

A=3cos
 

A,
又sin2A+cos2A=1,且sin

 

A>0,

所以sin
 

A=
3 10
10 .

(2)由正弦定理
BC
sin

 

A=
AB
sin

 

C
,

得BC=
AB
sin

 

C
·sin

 

A=
5
2
2

×
3 10
10 =35,

由余弦定理AB2=AC2+BC2-2AC·BCcos
 

C,

得52=AC2+(35)2-2AC·35cos
 π
4
,

整理得AC2-3 10AC+20=0,

解得AC= 10或AC=2 10.

由(1)得,tan
 

A=3> 3,所以
π
3<A<

π
2
,

又A+B=
3π
4
,所以B>

π
4
,

即C<B,所以AB<AC,所以AC=2 10.

设AB 边上的高为h,则
1
2

·AB·h=
1
2

·AC·BCsin
 

C,

即5h=2 10×35×
2
2
,

解得h=6,
所以AB 边上的高为6.
法二:(1)在△ABC 中,A+B=π-C,

因为A+B=3C,所以3C=π-C,所以C=
π
4.

因为2sin(A-C)=sin
 

B,
所以2sin(A-C)=sin[π-(A+C)]=sin(A+C),
所以2sin

 

Acos
 

C-2cos
 

Asin
 

C=sin
 

Acos
 

C+cos
 

Asin
 

C,
所以sin

 

Acos
 

C=3cos
 

Asin
 

C,
易得cos

 

Acos
 

C≠0,

所以tan
 

A=3tan
 

C=3tan
 π
4=3

,又sin
 

A>0,

所以sin
 

A=
3 10
10 .

(2)由(1)知sin
 

A=
3 10
10

,tan
 

A=3>0,所以A 为锐角,

所以cos
 

A=
10
10

,

所以sin
 

B=sin3π4-A  = 22(cos 

A+sin
 

A)

=
2
2×

10
10 +

3 10
10  =255 ,

由正弦定理
AC
sin

 

B=
AB
sin

 

C
,

得AC=
AB·sin

 

B
sin

 

C =
5×
25
5
2
2

=2 10,

故AB 边上的高为AC·sin
 

A=2 10×
3 10
10 =6.

课后限时练(八)

1.A [设AB=x,x>0,由余弦定理的推论可得

cos
 

B=
AB2+BC2-AC2

2AB·BC =
x2+8
8x =

x
8+

1
x

≥2
x
8

·1
x =

2
2
,当且仅当x=22时,等号成立.

因为0<B<π,则0<B≤
π
4.

故选A.]

2.C [由 正 弦 定 理,得AB
AC=

sin
 

C
sin

 

B=
sin

 

2B
sin

 

B =
2sin

 

Bcos
 

B
sin

 

B =

2cos
 

B.因为△ABC 为锐角三角形,

则

0<B<
π
2
,

0<C=2B<
π
2
,

π
2<B+C=3B<π

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

所以
π
6<B<

π
4
,
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所以2cos
 

B∈(2,3),即
AB
AC

的 取 值 范 围 是(2,3).故

选C.]

3.CD [对于A,因为△ABC 中,c=4,A=
π
3
,a=23,

由正弦定理
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,得23

3
2

=
4
sin

 

C
,

故sin
 

C=1,所以C=
π
2
,故△ABC 有一解,故A错误;

对于B,因为A=
π
3
,c=4,△ABC 为钝角三角形,

当B 为钝角时,b2>a2+c2>c2=16,即b>4,故B错误;
对于C,因为△ABC 为锐角三角形,

则
0<C<

π
2
,

0<
2π
3-C<

π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

可得C∈ π
6
,π
2  ,sin 

C∈ 1
2
,1  ,1sin 

C∈
(1,2),

又因为
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,即a
3
2

=
4
sin

 

C
,

可得a=
4
sin

 

C×
3
2=

23
sin

 

C∈
(23,43),故C正确;

对于D,由正弦定理可得
b
a =

sin
 

B
sin

 

A=
2
3
sin

 

B≤
23
3
,

当B=
π
2

时,b
a

的最大值是
23
3
,故D正确.

故选CD.]

4.BCD [对于A,由(a+b)(sin
 

B-sin
 

A)=c(sin
 

B-sin
 

C),
结合正弦定 理 可 得(a+b)(b-a)=c(b-c),整 理 得b2

+c2-a2=bc,

所以cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
1
2
,结合A∈(0,π),得A=

π
3
,故

A项错误;

对于 B,因 为 a= 3,根 据 余 弦 定 理 得 a2 =b2 +c2 -
2bccos

 

A=3,

即b2+c2-bc=3,所以(b+c)2=3+3bc≤3+
3
4
(b+c)2,

解得(b+c)2≤12,故0<b+c≤23,当且仅当b=c时,等号

成立.

所以△ABC 的周长a+b+c≤33,当b=c= 3时,△ABC

的周长的最大值为33,故B项正确;

对于C,由正弦定理得
b
sin

 

B=
a
sin

 

A=
3
3
2

=2,

所以b=2sin
 

B≤2,

当且仅 当 B=
π
2

时,b 取 最 大 值,此 时c= b2-a2 =

4-3=1,S△ABC=
1
2ac=

3
2
,故C项正确;

对于D,由 前 面 的 结 论,可 得b=2sin
 

B,c=2sin
 

C.所 以

b-c=2sin
 

B-2sin
 

C=2sin
 

B-2sin(B+A)=2sin
 

B-

2 12sin 

B+
3
2cos

 

B =sin 

B- 3cos
 

B=2sin B-π3 ,

因为0<B<
2π
3
,即-

π
3<B-

π
3<

π
3
,

所以sin B-π3 ∈ - 32,32 ,
可得b-c=2sin B-π3 ∈(- 3,3),故D项正确.

故选BCD.]

5.6 4 [若a=4,h=
3
2
,则△ABC 的面积S=

1
2ah=3

,

由S△ABC=
1
2bcsin

 

A=3,可得bc=
6

sin
 

A≥6
,

当sin
 

A=1,即A=
π
2

时,等号成立,

所以bc的最小值为6.

若h=
3
6a,则 S△ABC =

1
2bcsin

 

A=
1
2ah=

3
12a

2,可 得

bc=
3a2

6sin
 

A.

根据余弦 定 理a2=b2+c2-2bccos
 

A,得b2+c2=a2+
2bccos

 

A,

所以
b2+c2

bc =
a2+2bccos

 

A
bc =

a2

bc +2cos
 

A =
a2

3a2

6sin
 

A

+

2cos
 

A=23sin
 

A+2cos
 

A=4sin A+π6 ,
当A+

π
6=

π
2

时,即A=
π
3

时,b
2+c2

bc
取得最大值4.]

6.解:(1)由 余 弦 定 理 的 推 论,得a2+b2-c2

2ab =
2b+c
2a

,即a2+

b2-c2=2b2+bc,

整理得b2+c2-a2=-bc,所以cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =-
1
2
,

又0<A<π,所以A=
2π
3.

(2)因 为 S△ABC =
1
2bcsin

2π
3 =

1
2b·ADsin

π
3 +

1
2c·

ADsin
π
3
,

所以bc=3b+3c.因为bc=3b+3c≥6 bc,即bc≥36,
当且仅当b=c=6时等号成立,

所以S△ABC=
3
4bc≥93

,故△ABC 面积的最小值为93.

课后限时练(九)

1.B [因为等差数列{an}中,a2=a1+d=2,

S5=5a4-10,
所以5a1+10d=5a1+15d-10,
解得a1=0,d=2,则a5=8.
故选B.]

2.B [由 bn+
1
2  为“对 奇 数 列”,得bn+1+

1
2 =3 bn+

1
2 -1,可化为bn+1=3bn,

由b1=3,可得数列{bn}是首项和公比均为3的等比数列,

则b2 

025=3×32
 

024=32
 

025.
故选B.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

162



3.ABD [由题意得an+1+2n+1=3an+2n+2n+1=3an+3·

2n=3(an+2n),

又a1+2=4≠0,
an+1+2n+1

an+2n =3,所以数列{an+2n}是以4为

首项,3为公比的等比数列,

所以an+2n=4×3n-1,an=4×3n-1-2n,Sn=
4(1-3n)
1-3 -

2(1-2n)
1-2 =2(3n-2n),故A正确,C错误,D正确;

an+1

2n+1+1=
3an+2n

2n+1 +1=
3
2

·an

2n+
3
2=

3
2

an

2n+1  ,
又因为

a1
21
+1=2≠0,故数列

an

2n+1  是以2为首项,3
2

为公

比的等比数列,B正确.故选ABD.]

4.ACD [对 于 A,由a3=a1q2,a2=a1q,可 得2a1q2=a1+

a1q,由于a1>0,所以2q2-q-1=0,得q=-
1
2
(q=1舍

去),A正确;

对于B,Sn=
a1(1-qn)
1-q

=
2a1
3 1- -

1
2  

n

  ,当n 为 偶 数

时,0<1- -
1
2  

n

<1,又a1>0,所以
2a1
3 1- -

1
2  

n

  <
2a1
3
,B错误;

对于C,因为Sn+2=Sn+an+1+an+2,Sn+1=Sn+an+1,所以

2Sn+2-Sn+1-Sn=an+1+2an+2=an+1(1+2q),由 A可知,

q=-
1
2
,故an+1(1+2q)=0,故2Sn+2=Sn+1+Sn,C正确;

对于 D,记 Tn= ∑
n

k=1
Sk,由 于 Sk=

2a1
3 1- -

1
2  

k

  ,则

Tn=
2na1
3 -

2a1
3 ∑

n

k=1
-
1
2  

k

=
2na1
3 +

2a1
9 1- -

1
2  

n

  ,显
然1- -

1
2  

n

>0,故Tn>
2na1
3
,D正确.故选ACD.]

5.
41
78 

[Sn,Tn 分别是等差数列{an},{bn}的前n 项和,

则b3+b18=b6+b15=b10+b11,

故
a10

b3+b18
+

a11
b6+b15

=
a10

b10+b11
+

a11
b10+b11

=
a10+a11
b10+b11

=

S20

T20
=
2×20+1
4×20-2=

41
78.]

6.2或6 [∵在等比数列中,a3=2,S12=4S6,

∴若公比q=1,则S12≠4S6,

∴q≠1,

∵S12=4S6,

∴
a1(1-q12)
1-q

=4×
a1(1-q6)
1-q

,

即1-q12=4(1-q6)=(1+q6)(1-q6),
即(1-q6)(q6-3)=0,

∴q6=1或q6=3,又q≠1,
∴q=-1或q6=3,
当q=-1时,a9=a3q6=2×1=2,
当q6=3时,a9=a3q6=2×3=6.]

7.解:(1)证明:由 an+1+an =3×2n,可 得 an+1-2n+1=
-(an-2n).因为a1=1,所以a1-2=-1.从而an+1-2n+1=

-(an-2n)≠0.于是
an+1-2n+1

an-2n
=-1,所以{an-2n}是首项和

公比均为-1的等比数列.
(2)设 数 列 {an -2n}的 前 n 项 和 为 Tn,则 Tn =
(-1)×[1-(-1)n]

2 =
(-1)n-1
2 .故 Sn =Tn + (2+22

+…+2n)=
(-1)n-1
2 +2n+1-2=

(-1)n

2 +2n+1-
5
2.

当n 为偶数时,Sn=
1
2+2

n+1-
5
2=2

n+1-2;

当n 为奇数时,Sn=
-1
2 +2

n+1-
5
2=2

n+1-3.

综上所述,Sn=
2n+1-2,n 为偶数,

2n+1-3,n 为奇数. 
课后限时练(十)

1.C [因为数列{an}满足
an+1

an
=

n
n+2

,

所以当n≥2时,an=
an

an-1
·an-1

an-2
·an-2

an-3
·…·a3

a2
·a2
a1

·a1

=
n-1
n+1

·n-2
n

·n-3
n-1

·…·2
4

·1
3

·1=
2

n(n+1)
,

当n=1时,a1=1也满足上式,

所以an=
2

n(n+1)=2 1n- 1
n+1 ,

则{an}的前6项和为2 1-12+12-13+…+
1
6-

1
7 

=2 1-17 =127.

故选C.]

2.ABD [在数列{an}中,an=an+1-
1
4an+2,a1=2,a2=8,

Sn 是数列{log2an}的前n 项和.

由an=an+1-
1
4an+2,得an+2-2an+1=2(an+1-2an),

则数列{an+1-2an}是首项为a2-2a1=4,公比为2的等比

数列,A正确;

an+1-2an=4·2n-1=2n+1,即an+1=2an+2n+1,则an+1

2n+1=

an

2n+1,

所以 数 列
an

2n  是 首 项 为
a1
21
=1,公 差 为1的 等 差 数 列,B

正确;

an

2n=1+(n-1)×1=n,即
an

n =2
n,

所以a1 +
a2
2 +

a3
3 +

… +
a10
10=2+4+8+

… +210 =

2(1-210)
1-2 =2

 

046,C错误;

由log2an=log2(n·2n)=n+log2n,
可得S5=1+2+3+4+5+log2(1×2×3×4×5)=15+
log2120<15+7=22,D正确.
故选ABD.]

3.an=
2

n(n+1) 
[在 数 列{an}中,1

a1
+
1
2a2

+
1
3a3

+…+

1
nan

=
n(n+3)
4

,
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当 n ≥ 2 时,1
a1

+
1
2a2

+
1
3a3

+ … +
1

(n-1)an-1

=
(n-1)(n+2)

4
,

两式相减得
1

nan
=
n+1
2
,解得an=

2
n(n+1)

,

而
1
a1
=1,即a1=1满足上式,

所以{an}的通项公式为an=
2

n(n+1).
]

4.解:(1)由题意可得
S5=5a3=15,

a24=a2a8, 
即

a1+2d=3,

(a1+3d)2=(a1+d)(a1+7d), 且d≠0,解得a1=d=

1,所以数列{an}的通项公式an=1+n-1=n.

(2)由(1)可得bn=
n,n 为奇数,

2n,n 为偶数, 所以T2n=b1+b2+…+

b2n=(b1+b3+…+b2n-1)+(b2+b4+…+b2n)=(1+

3+…+2n-1)+(22+24+…+22n)=
n(1+2n-1)

2 +

4(1-4n)
1-4 =n2+

4
3
(4n-1),所以T2n=n2+

4
3
(4n-1).

5.解:(1)因为S1=2a2-3,且S1=a1=
3
2
,所以a2=

9
4
,

 

由Sn=2an+1-3,可得Sn-1=2an-3(n≥2),
两式相减得an=Sn-Sn-1=2an+1-2an,

因为an≠0,所以当n≥2时,an+1

an
=
3
2
,

又
a2
a1
=
3
2
,综上,当n≥1时,an+1

an
=
3
2
,

所以数列{an}是 首 项 和 公 比 均 为
3
2

的 等 比 数 列,即an=

a1qn-1= 32 
n

.

(2)由题意,bn=(n+1) 32 
n

,

所以Tn=2× 32 
1

+3× 32 
2

+4× 32 
3

+…+(n+

1)× 32 
n

,①

3
2Tn=2× 32 

2

+3× 32 
3

+4× 32 
4

+…+(n+1)×

 32 
n+1

,②

①-②,得-
1
2Tn=3+ 32 

2

+ 32 
3

+…+ 32 
n

-

(n+1)× 32 
n+1

=3+

9
4× 1- 32 

n-1

  
1-

3
2

-(n+1) 32 
n+1

=-
3
2+

9
2× 32 

n-1

-(n+1) 32 
n+1

=-
3
2+

(1-n) 32 
n+1

,

所以Tn=3+2(n-1) 32 
n+1

.

课后限时练(十一)

1.AC [数列{an}满足a1=2,an+1=an+2n,

可得an=a1+(a2-a1)+(a3-a2)+…+(an-an-1)=2+

2+4+…+2(n-1)=2+n(n-1)=n2-n+2,
对n=1上式也成立,故A正确;

bn=∑
n

k=1
(-1)k+1ak=a1-a2+a3-a4+…+(-1)n+1an,

当n 为偶 数 时,bn=(a1-a2)+(a3-a4)+…+(an-1-

an)=-2-6-…-2(n-1)=-
n2

2
,故C正确;

当n 为 奇 数 时,bn =bn-1+an = -
(n-1)2

2 +n2-n+

2=
n2+3
2
,

由n 为奇数和偶数的通项公式bn,可得{bn}不存在周期性,
故B错误;

当n 为奇数时,bn=
n2+3
2
,

即有b2n-1=
(2n-1)2+3

2 =2(n2-n+1),

可得{bn}的前2n 项中奇数项的和为b1+b3+…+b2n-1=

2× n(n+1)(2n+1)
6 -

1
2n
(n+1)+n  =2n

(n2+2)
3

,故D

错误.
故选AC.]

2.BCD [对于A,a1=1,且an+1=2an+1(n∈N*),则an+1+

1=2(an+1)(n∈N*),即数列{an+1}是以a1+1=2为首

项,2为 公 比 的 等 比 数 列,故an+1=2n,即an=2n-1,则

an+1=2n+1-1,故 A 错 误;对 于 B,bn =log2(an +1)=

log22n=n,故B正确;对于C,新数列{cn}为1,1,1,3,2,2,2,

2,7,…,因为
2(1-29)
1-2 =1

 

022,
2(1-210)
1-2 =2

 

046,所以数列

{cn}从a1=1到a10=1
 

023共有1
 

022+10=1
 

032(项),到

a11 共有2
 

046+11=2
 

057(项).又a10 和a11 之间有210 个

10,故c2 

024=10,故 C 正 确;对 于 D,由 C 可 得 S2
 

024=

2(1-210)
1-2 -10+(1×21+2×22+…+9×29)+(2

 

024-

1
 

032)×10=2
 

036+8
 

194+9
 

920=20
 

150,故D正确.
故选BCD.]

3.D [依题意,由a1=1,a2=2及anan+1an+2=8,可得当n=1
时,a1a2a3=1×2×a3=8,解得a3=4,当n=2时,a2a3a4=
2×4×a4=8,解得a4=1,当n=3时,a3a4a5=4×1×a5=
8,解得a5=2,当n=4时,a4a5a6=1×2×a6=8,解得a6=
4,……,所以数列{an}是以3为最小正周期的周期数列,所以

an+an+1+an+2=1+2+4=7,n∈N*,因为2
 

025÷3=675,
所以a1+a2+a3+a4+…+a2 

025=7×675=4
 

725.故

选D.]

4.819 [因为Sn=2n2+3n,当n=1时,a1=5;当n≥2时,

an=Sn-Sn-1=(2n2+3n)-[2(n-1)2+3(n-1)]=4n+1
(n≥2).又a1=5也满足an=4n+1,所以an=4n+1.
因为2Tn=3bn-3,当n=1时,2b1=3b1-3,解得b1=3;当

n≥2时,
2Tn=3bn-3,

2Tn-1=3bn-1-3, 两式相减,得2bn=3bn-3bn-1,

即bn=3bn-1,所以{bn}是以b1=3为首项,3为公比的等比
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数列,则bn=3n.因为b1=3,b2=9=4×2+1=a2,b3=27,

b4=81=4×20+1=a20,b5=243,b6=729=4×182+1=

a182,所以c1=9,c2=81,c3=729,故c1+c2+c3=819.]

5.解:(1)
 

当n=1时,a2+a1=12,所以a2=8;

当n≥2时,an+an-1=8n-4,所以an+1-an-1=8,

则当n 为偶数时,an=8+
n-2
2 ×8=4n;

当n 为奇数时,an=4+
n-1
2 ×8=4n,

综上,an=4n.
(2)

 

设{an}的前n 项和为Sn,{bn}的前n 项和为Hn,

由(1)可知a200=800,b9=29=512,

当n≤200时,{an}与{bn}的公共项为4,8,16,…,512,共8
项,所 以 数 列{cn}的 前192项 和 T192=S200-(H9-2)=

200×(4+800)
2 - 2×(1-29)

1-2 -2  =80
 

400-1
 

020=79
 

380.

课后限时练(十二)

1.B [∵几何体是从棱长为2的正方体中截去以正方体某个

顶点为球心,2为半径的
1
8

球后的剩余部分,

∴表面积=正方体表面积-三个半径为2的
1
4

圆+2为半径

的
1
8

球面,

则S=6×22-3×
1
4×π×2

2+
1
8×4×π×2

2=24-π.

故选B.]

2.BCD [因为圆柱内有一个棱长为2的正方体,正方体的各个

顶点在圆柱的上、下底面圆周上,

所以作出示意图,

正 方 体 ABCD-A1B1C1D1 和

圆 柱 O1O2,正 方 体 ABCD -

A1B1C1D1 的中心为O.
对于选项 A,由题意可知,AC=

22,AA1=2,

所以圆柱的轴截面不为正方形,

故A错误;

对于选项B,因为正方体ABCD-A1B1C1D1 的中心O 也为

圆柱O1O2 的中心,

根据对称性可知,过正方体中心的平面将圆柱分成体积相等

的两部分,故B正确;

对于选项C,可知圆柱的底面半径为 2,母线长为2,

所以圆柱的表面积为2×π×(2)2+2π×2×2=4(2+1)π,故

C正确;

对于选项D,可知该球的球心为O,

则OA= O2A2+O2O2= 3,即球的半径为 3,

所以该球的体积是
4
3π
(3)3=43π,故D正确.

故选BCD.]

3.D [设△ABC 外接圆的半径为r,圆心为

O1,设 外 接 球 球 心 为 O,半 径 为 R.因 为

BC= 3,∠BAC=
π
3
,在△ABC 中,由正

弦定理有
BC

sin∠BAC=
3
3
2

=2=2r⇒r=1,

则O1A=r=1,OO1=
1
2AA1= 3,

所以R2=r2+OO2
1=1+3=4⇒R=2,

所以外接球的体积V=
4
3πR

3=
4
3π×2

3=
32π
3 .

故选D.]

4.AC [由 题 意 可 知 AB,AC,AP 两 两 垂 直,且 PA=AB=
AC=2,

∴三 棱 锥 P-ABC 外 接 球 的 半 径R 满 足(2R)2=AB2+
AC2+AP2=12,

∴三棱锥P-ABC 外接球的表面积为4πR2=12π,

∴A选项正确,B选项错误;

由题意可 得 三 棱 锥 P-ABC 的 体 积V=
1
3 ×

1
2 ×2×2×

2=
4
3
,

三棱锥P-ABC 的表面积S=
1
2×2×2×3+

3
4×

(22)2=

6+23,

设三棱锥P-ABC 内切球的半径为r,

根据等体积法可得V=
1
3Sr,

∴r=
3V
S =

4
6+23

=
3- 3
3

,∴C选项正确,D选项错误.

故选AC.]

5.C [如图,过点P 作PO⊥平面AB-
CD,则O 为 正 方 形ABCD 的 中 心,

连接 OA.因 为 AB=6,所 以 OA=

32,所 以 OP = PA2-OA2 =

25-18= 7,则 四 棱 锥 P-ABCD

的体积V=
1
3×6

2× 7=127,四棱锥P-ABCD 的表面积

S=6×6+
1
2×6× 25-9×4=84.设四棱锥P-ABCD 内

切球的 半 径 为r,内 切 球 的 球 心 为 O',由 V=VO'-ABP +

VO'-BCP+VO'-CDP +VO'-ADP +VO'-ABCD,可 得V=
1
3S·r,即

127=
1
3×84r

,解得r=
37
7
,故四棱锥P-ABCD 内切球的

表面积是4πr2=
36π
7 .

故选C.]

6.
37π
3  

[设 球 O 的 半 径 为R,由 题 意 知 球 O 的 表 面 积S=

4πR2=100π,所以R=5.
设圆台的上底面圆半径为3r,则下底面圆半径为4r.
易知圆台的外接球球心O 必在其旋转轴上.
记圆台的旋转轴与上底面的交点为 M.
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如图1,当球心O 在圆台外时,设圆

台的高为h,

则

(3r)2+OM2=52,
(4r)2+(OM-h)2=52,

h2+(4r-3r)2=(2)2,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

消 去 OM 和 h 得 25-9r2 =

25-16r2+ 2-r2,

解得r=1,此时h=1,圆台的体积为
1
3π×1×

(32+3×4+

42)=
37π
3 .

如图2,当球心 O 在圆台内时,设
圆台的高为h',

则

(3r)2+OM2=52,
(4r)2+(h'-OM)2=52,

h'2+r2=(2)2,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

可 得 25-16r2 = 2-r2 -

25-9r2,该 方 程 无 解,不 满 足

题意.

综上,该圆台的体积为
37π
3 .]

课后限时练(十三)

1.D [在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AA1⊥平面ABCD,
所以∠A1CA 是 A1C 与 平 面 ABCD
所成的角,
连接AC,
且AC⊂平面ABCD,
则AA1⊥AC,
又 AB=1,BC=2,AA1 =5,所 以

AC= AB2+BC2= 5,

在Rt△A1CA 中,tan∠A1CA=
AA1

AC =
5
5
= 5,即A1C 与平

面ABCD 所成角的正切值为 5.]

2.B [取 MN 的中点E,连接OE,PE,
因为OM=ON,
所以OE⊥MN,
因为PM=PN,
所以PE⊥MN,
所以∠PEO 是二面角P-MN-O 的

平面角,
因为PO⊥平面OMN,OE⊂平面OMN,

所以PO⊥OE,因为∠MON=
π
3
,OM=2,

所以OE=OM·cos
π
6=2×

3
2= 3

,

因为PO=1,

所以PE= PO2+OE2= 1+3=2,

所以cos∠PEO=
OE
PE=

3
2
,

所以结合图知∠PEO=
π
6.

所以二面角P-MN-O 的大小为
π
6.]

3.2 [∵PA⊥平面ABC,BC⊂平面ABC,∴PA⊥BC.
∵BC⊥AB 且AB∩PA=A,∴BC⊥平面PAB,

∴BC⊥PB.

∵PA=AB=BC=2,∴AC=PB=22.

∴S△ABC=
1
2×2×2=2

,S△PBC=
1
2×2×22=22.

设点A 到平面PBC 的距离为h.

∵VA-PBC =VP-ABC,∴
1
3S△PBC ·h=

1
3S△ABC ·PA,解 得

h= 2.

即点A 到平面PBC 的距离为 2.]

4.2 [如图,连接A1C1,分别交EF,MN 于点H,Q,连接AQ.
连接AC 交BD 于点G,连接 HG.
因为平面ABCD∥平面A1B1C1D1,

BD,EF 分别是平面ABCD、平面

A1B1C1D1 与平面BDEF 的交线,
所以EF∥BD.因为平面AMN∥平

面BDEF,
平面AMN、平面BDEF 分别与

平面A1B1C1D1 交于直线 MN,

EF,与平面 ACC1A1 交 于 直 线 AQ,GH,所 以 EF∥MN,

AQ∥GH,
则四边形AGHQ 为平行四边形,AG=HQ.
又因为 EF=MN,所 以 点 M,F,E,N 分 别 为 棱 A1B1,

B1C1,C1D1,A1D1 的中点,

在Rt△AQA1 中,AQ= 32+ 32
4  

2

=
92
4
,

平面AMN 与平面BDEF 间的距离即为Q 到平面BDEF 的

距离,即为Q 到GH 的距离,设为h,
在平行四边形AGHQ 中,AG·AA1=AQ·h,

则h=

32
2 ×3

92
4

=2,即两个截面间的距离为2.]

5.证明:(1)如图,取PC 的中点

E,连 接 ME,BE,由 M 为

DP 的 中 点,N 为 AB 的 中

点,得 ME ∥DC,ME =
1
2DC,又 BN∥CD,BN =

1
2CD,则 ME∥BN,ME=BN,因此四边形BEMN 为平行

四边 形,于 是 MN∥BE,又 MN ⊄平 面 PBC,BE⊂平 面

PBC,所以 MN∥平面PBC.
(2)过 点 P 作PQ⊥BC,垂 足 为 Q,连 接 DQ,由∠DCB=

∠PCB=
π
4
,DC=PC,QC=QC,得△QCD≌△QCP,

则∠DQC=∠PQC=
π
2
,即 DQ⊥BC,而 PQ=DQ= 2,

PQ2+DQ2=4=PD2,

因此PQ⊥DQ,又 DQ∩BC=Q,DQ,BC⊂平面 ABCD,则

PQ⊥平面ABCD,又PQ⊂平面PBC,

所以平面PBC⊥平面ABCD.
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课后限时练(十四)(A)

1.B [如 图,设 AA1
→=c,AB→=a,

AC→=b,棱长均为1,

则a·b=
1
2
,b·c=

1
2
,a·c

=
1
2
,

∵AB1
→=a+c,BC1

→=b-a+c,

∴AB1
→·BC1

→=(a+c)·(b-a+c)=12-1+
1
2+

1
2-

1
2 +1=1

,|AB1
→|= (a+c)2 = a2+2a·c+c2 =

1+1+1= 3,

|BC1
→|= (b-a+c)2= 1+1+1-1+1-1= 2,

∴cos<AB1
→,BC1

→>= 1
3× 2

=
6
6
,

∴异面直线AB1 与BC1 所成角的余弦值为
6
6.

故选B.]

2.D [设AE 的中点为点O,连接OD1,OB,由题意知AD1=

D1E,所以OD1⊥AE,

又平 面 AED1⊥平 面 ABCE,平

面AED1∩平面ABCE=AE,所

以 OD1 ⊥ 平 面 ABCE,易 知

OB⊥AE.
建立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐 标

系,则 A(1,0,0),B(0,3,0),

D1(0,0,3),

所以AB→=(-1,3,0),BD1
→=(0,- 3,3).

设平面ABD1 的法向量为n=(x,y,z),

则
AB→·n=-x+ 3y=0,

BD1
→·n=- 3y+ 3z=0, 不妨设y=1,得n=(3,1,

1)为平面ABD1 的一个法向量.
易知平面ABC 的一个法向量为m=(0,0,1),由图易知二面

角D1-AB-C 为锐二面角,

所以二面角D1-AB-C 的余弦值为
|m·n|
|m||n|=

5
5.]

3.
3 17
17  [以O 为坐标原点,OB→,

OC→,OA→ 分别为x 轴、y 轴、z 轴的

正方向 建 立 空 间 直 角 坐 标 系,如

图所示,则A(0,0,3),B(2,0,0),

C(0,3,0),AB→=(2,0,-3),AC→=
(0,3,-3),OB→=(2,0,0).设m=(x,y,z)是平面ABC 的法

向量,

则
AB→·m=2x-3z=0,

AC→·m=3y-3z=0, 令y=1,则m= 32,1,1 为平面

ABC 的 一 个 法 向 量,所 以|cos<OB→,m>|=|OB
→·m|

|OB→||m|
=

3

2×
17
2

=
3 17
17

,故直线OB 与平面ABC 所成角的正弦值

为
3 17
17 .]

4.解:(1)证明:设PC 的中点为F,连接NF,BF,

因为N 为PD 的中点,所以NF∥DC,且NF=
1
2DC,

又AB∥CD,且AB=
1
2CD

,所以NF∥AB,且NF=AB,

所以四边形ANFB 为平行四边形,则AN∥BF,
又AN⊄平面PBC,BF⊂平面PBC,
所以AN∥平面PBC.
(2)记 CD 的 中 点 为 E,连

接AE,

因为 AB∥CD,CE=
1
2CD=

1=AB,AB⊥BC,
所以 四 边 形 ABCE 是 矩 形,则

AE=BC=1,AE⊥AB.
以A 为原点,以AE,AB,AP 所

在直线为x,y,z 轴建立空间直角坐标系,如图,
则A(0,0,0),D(1,-1,0),C(1,1,0),P(0,0,2),

则CD→=(0,-2,0),PD→=(1,-1,-2),AP→=(0,0,2),
设平面PAD 的法向量为n=(a,b,c),

则
AP→⊥n,

PD→⊥n, 
所以

AP→·n=2c=0,

PD→·n=a-b-2c=0, 
令a=1,则n=(1,1,0)为平面PAD 的一个法向量,
设平面PCD 的法向量为u=(r,s,t),

则
CD→⊥u,

PD→⊥u, 所以
CD→·u=-2s=0,

PD→·u=r-s-2t=0, 
令t=1,则u=(2,0,1)为平面PCD 的一个法向量,

所以cos<n,u>=
n·u
|n||u|=

2
2× 5

=
10
5
,

由图可知,二面角C-PD-A 为锐角,

所以二面角C-PD-A 的余弦值为
10
5 .

(3)依题意,设 M(0,0,k)(0≤k≤2),则CM→=(-1,-1,k),
又由(2)得平面PAD 的一个法向量为n=(1,1,0),
记直线CM 与平面PAD 所成的角为β,

所以sin
 

β=|cos<n,CM→>|=|n
·CM→|

|n||CM→|

=
2

2· 2+k2
=
6
3
,

解得k=1(负值舍去),

所以 M(0,0,1),则 MP→=(0,0,1),
而由(2)得平面PCD 的一个法向量为u=(2,0,1),

所以点 M 到平面PCD 的距离为
|MP→·u|
|u| =

1
5
=
5
5.
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课后限时练(十四)(B)

1.解:(1)证明:因为AB=BC,O 为AC 的中点,所以BO⊥AC,
因为平面PAC⊥平面ABC,交线为AC,

BO⊂平面ABC,
所以BO⊥平面PAC.
因为PA=AC=CP=2,
所以PO⊥AC,AO=1,

PO= AP2-AO2= 3,

故S△OPA=
1
2OP·AO=

1
2× 3×1=

3
2
,

由勾股定理得BO= AB2-AO2= 2-1=1,
又BO⊥平面PAC,

三棱 锥 B-OPA 的 体 积V=
1
3S△OPA ·BO=

1
3 ×

3
2 ×1

=
3
6.

(2)由(1)知,BO⊥平面PAC,OC,

OP⊂平面PAC,
所以BO⊥OC,BO⊥OP,又 PO⊥
AC,故OB,OC,OP 两两垂直,
以O 为坐标原点,OB,OC,OP 所在

直线分别为x,y,z 轴,建立如图所

示的空间直角坐标系,

则B(1,0,0),P(0,0,3),C(0,1,

0),A(0,-1,0),

BP→=(-1,0,3),PC→=(0,1,- 3),
设平面BPC 的法向量为m=(x,y,z),

则
m⊥BP→,

m⊥PC→, 
则

m·BP→=(x,y,z)·(-1,0,3)=-x+3z=0,

m·PC→=(x,y,z)·(0,1,-3)=y-3z=0, 
令z=1,得x=y= 3,故m=(3,3,1)为平面BPC 的一

个法向量,
易知平面PCA 的一个法向量为n=(1,0,0),
由图可知,二面角B-PC-A 为锐角,设其为θ,

故cos
 

θ=cos<m,n>=
m·n
|m||n|

=
(3,3,1)·(1,0,0)

3+3+1
=
3
7
=
21
7
,

sin
 

θ= 1-cos2θ= 1-
21
49=

27
7
,

故二面角B-PC-A 的正弦值为
27
7 .

2.解:(1)证明:取线段CE 的中点H,连接FH,BH,

在△CDE 中,F 为DE 的中点,则FH∥CD,FH=
1
2CD.

因为AB∥CD,AB=2OB=CD,
所以FH∥OB,FH=OB,
所以四边形FHBO 为平行四边形,
则OF∥HB,
因为OF⊄平面BCE,HB⊂平面BCE,
所以OF∥平面BCE.

(2)连接AE,因为AB 是圆O 的

直径,所以AE⊥BE,
过点 E 作 圆 柱 的 母 线EQ,则

EQ⊥平面ABE,
所以AE,BE,EQ 两两垂直,

以E 为原点,EA→,EB→,EQ→ 分别

为x,y,z 轴 的 正 方 向,建 立 如

图所示的空间直角坐标系,
不妨设AE=a(0<a<2),BE=b(0<b<2),则a2+b2=4,

E(0,0,0),C(0,b,2),D(a,0,2),

所以EC→=(0,b,2),ED→=(a,0,2),
设m=(x,y,z)为平面CDE 的法向量,

所以
ED→·m=ax+2z=0,

EC→·m=by+2z=0, 
令z=ab,则m=(-2b,-2a,ab),
易知直线BE 的一个方向向量为n=(0,1,0),
记直线BE 与平面CDE 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|

=
2a

4b2+4a2+a2b2
=
2 19
19

,

化简得15a2=4b2+a2b2.

结合a2+b2=4,解得a=1,b= 3,

所以BE= 3.

课后限时练(十五)(A)

1.解:(1)证明:连接OC,则OC= OD2+CD2

= (3)2+32=23,

因为PC= 13,OP=OA=1,
所以OC2+OP2=PC2,即OC⊥OP,
翻折前,OA⊥OD,
翻折后,OP⊥OD,
又OC∩OD=O,OC,OD⊂平面OBCD,
所以PO⊥平面OBCD.
(2)以O 为原点,建立如图所示的空间直角坐标系,

则B(1,0,0),P(0,0,1),C(3,3,0),D(0,3,0),

所以PC→=(3,3,-1),BP→=(-1,0,1),DP→=(0,- 3,1),

DC→=(3,0,0),
设PE→=λPC→=λ(3,3,-1),λ∈[0,1],则BE→=BP→+PE→=
(3λ-1,3λ,1-λ),
设平面PDC 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·DP→=- 3y+z=0,

n·DC→=3x=0, 
取y=1,则x=0,z= 3,所以n=(0,1,3)为平面PDC 的

一个法向量,
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因为直线BE 与平面PDC 所成角的正弦值为
15
5
,

所以
15
5 =|cos<BE→,n>|=|BE

→·n|
|BE→||n|

=
|3λ+ 3(1-λ)|

(3λ-1)2+(3λ)2+(1-λ)2×2
=

3
13λ2-8λ+2×2

,

整理得52λ2-32λ+3=0,

解得λ=
1
2

或λ=
3
26
,

所以
PE
PC

的值为
1
2

或
3
26.

2.解:(1)证明:取CB1 的中点P,连接 NP,MP,

由 N 是B1C1 的中点,故 NP∥CC1,且 NP=
1
2CC1.

由 M 是DD1 的中点,故D1M=
1
2DD1=

1
2CC1,且 D1M∥

CC1,则有D1M∥NP,D1M=NP,
故四边形D1MPN 是平行四边形,故D1N∥MP.
又 MP⊂平面CB1M,D1N⊄平面CB1M,
故D1N∥平面CB1M.
(2)由题意知,AA1,AB,AD 两两垂直,以A 为原点,建立如

图所示的空间直角坐标系,

则A(0,0,0),B(2,0,0),B1(2,0,2),M(0,1,1),C(1,1,0),

C1(1,1,2),

则有CB1
→
=(1,-1,2),CM

→
=(-1,0,1),BB1

→
=(0,0,2).

设平面CB1M 与平面BB1C1C 的法向量分别为m=(x1,y1,

z1),n=(x2,y2,z2),

则有
m·CB1

→
=x1-y1+2z1=0,

m·CM
→
=-x1+z1=0, 

n·CB1
→
=x2-y2+2z2=0,

n·BB1
→
=2z2=0, 

分别取x1=x2=1,则有y1=3,z1=1,y2=1,z2=0,
即m=(1,3,1),n=(1,1,0)分 别 为 平 面 CB1M 与 平 面

BB1C1C 的一个法向量,
设平面CB1M 与平面BB1C1C 的夹角为θ,

则cos
 

θ=|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|

=
|1+3|

1+9+1× 1+1
=
2 22
11

,

所以平面CB1M 与平面BB1C1C 夹角的余弦值为
2 22
11 .

(3)由BB1
→
=(0,0,2),平面CB1M 的一个法向量为m=(1,

3,1),

则有
|BB1
→·m|
|m| =

2
1+9+1

=
2 11
11

,

即点B 到平面CB1M 的距离为
2 11
11 .

课后限时练(十五)(B)

1.解:(1)证明:在题图1中,由题意可知四边形 ABCD 为正方

形,且CD=DQ=AD=2,
则在题图2中,有CD⊥PD,CD⊥AD,且PD∩AD=D,则
CD⊥平面PAD,
又AB∥CD,∴AB⊥平面PAD,而DM⊂平面PAD,
则AB⊥DM.
又PD=AD,且 M 为PA 的中点,

∴DM⊥PA,

∵AB∩PA=A,AB,PA⊂平面PAB,

∴DM⊥平面PAB,又PB⊂平面PAB,∴DM⊥PB.
(2)由(1)知,CD⊥平面PAD,

∵CD⊂平面ABCD,∴平面ABCD⊥平面PAD,
由已 知 可 得 ∠ADP 为 二 面 角 A-CD-P 的 平 面 角,则

∠ADP=60°,
可得△PAD 是等边三角形,则PA=AD=PD=2.
取AD 的中点为O,连接PO,则PO⊥AD,
又平面ABCD∩平面PAD=AD,PO⊂平面PAD,

∴PO⊥平面ABCD,且PO= 3.

以O 为坐标原点,OA,OP 所在直线分别为x,z 轴,
在平面ABCD 内,过O 作AD 的垂线为y 轴建立空间直角坐

标系,

则O(0,0,0),P(0,0,3),D(-1,0,0),B(1,2,0),

C(-1,2,0),A(1,0,0),

则DB→=(2,2,0),DC→=(0,2,0),CP→=(1,-2,3),BP→=
(-1,-2,3).

设CN→=λCP→=(λ,-2λ,3λ)(0≤λ≤1),
则DN→=DC→+CN→=(λ,2-2λ,3λ),
设平面BDN 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·DN→=λx+(2-2λ)y+ 3λz=0,

m·DB→=2x+2y=0, 
取y= 3λ,得m=(- 3λ,3λ,3λ-2),
记直线PB 与平面BDN 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<BP→,m>|

=
3λ-23λ+33λ-23

22× 3λ2+3λ2+(3λ-2)2

=
3(λ-1)

2× 15λ2-12λ+4
=
1
4
,

即
3(λ-1)2

2(15λ2-12λ+4)
=
1
16
,解得λ=

2
3
,
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因此CN→=23CP→,则CN
CP=

2
3.

(3)由(2)知,m= -233 ,23
3
,0 ,

则平面BDN 的一个法向量可以为n=(-1,1,0),且BA→=
(0,-2,0),

则点A 到平面BDN 的距离d=
|BA→·n|
|n| =

|-2|
1+1+0

=2.

2.解:(1)证明:在△ACD 中,由DA=DC= 2,∠ADC=90°,
得∠CAD=45°,AC=2,
在△AB'C 中,∠B'AC=∠BAC=105°-45°=60°,而AB=
AB'=4,
由余弦 定 理,得 B'C2=AB'2+AC2-2AB'·ACcos

 

60°
=12,
则AC2+B'C2=AB'2,

即AC⊥B'C,由DB'= 14,
得DB'2=DC2+B'C2,则DC⊥B'C,
又AC∩DC=C,AC,DC⊂平面ACD,
因此B'C⊥平面ACD,而B'C⊂平面B'AC,
所以平面B'AC⊥平面ACD.
(2)连接OP,由O,P 分别为AC,AB'的中点,得OP∥B'C,
由(1)得OP⊥平面ACD,

由DA=DC= 2,得 OD⊥AC,则 直 线 OA,OD,OP 两 两

垂直,
以点O 为原点,OA,OD,OP 所在直线分别为x,y,z 轴建立

空间直角坐标系,

则O(0,0,0),A(1,0,0),C(-1,0,0),D(0,1,0),P(0,0,

3),CA→=(2,0,0),
由点 M 在PD 上,令OM→=λOD→+(1-λ)OP→=(0,λ,3-
3λ),0≤λ≤1,
设平面ACM 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·CA→=2x=0,

n·OM→=λy+(3- 3λ)z=0, 
取z=λ,得n=(0,3λ- 3,λ)为平面ACM 的一个法向量,
易知平面ACD 的一个法向量为m=(0,0,1),

则|cos<m,n>|=
|m·n|
|m||n|=

λ
λ2+3(λ-1)2

=
1
2
,

解得λ=
1
2
,于是n= 0,- 32,12 ,

而OP→=(0,0,3),

则点P 到平面ACM 的距离d=
|OP→·n|
|n| =

3
2
,

所以点P 到平面ACM 的距离为
3
2.

课后限时练(十六)

1.B [若直线2x+y-2m=0与直线4x-my-3=0平行,

则m≠0且
4
2=

-m
1
≠
-3
-2m

,解得m=-2.

所以两条直线方程分别为2x+y+4=0与4x+2y-3=0,
在直线2x+y+4=0上取点 P(-2,0),点 P 到直线4x+

2y-3=0的距离d=
|-8+0-3|
42+22

=
115
10

,

所以直线2x+y+4=0与直线4x+2y-3=0之间的距离为

115
10 .

故选B.]

2.C [因为a,b,c 成等差数列,所以2b=a+c,c=2b-a,代
入直线方程ax+by+c=0得

ax+by+2b-a=0,即 a(x-1)+b(y+2)=0,令

x-1=0,

y+2=0, 得
x=1,

y=-2, 
故直线恒过点(1,-2),
设P(1,-2).
圆 化 为 标 准 方 程 得 x2 +
(y+2)2=5,
设圆心为C,画出直线与圆的图形,
由图 可 知,当 PC⊥AB 时,|AB|
最小,

|PC|=1,|AC|= 5,此时|AB|=

2|AP|=2 AC2-PC2=2 5-1=4.
故选C.]

3.CD [A项,整理直线l:(m+1)x+2y-1+m=0(m∈R),
可得出m(x+1)+x+2y-1=0,

解方程组
x+1=0,

x+2y-1=0, 
可得

x=-1,

y=1, 直线l过定点A(-1,1),

圆C:(x+2)2+y2=4的圆心为C(-2,0),半径r=2,

则|AC|= (-2+1)2+(0-1)2= 2<2,
所以点A 在圆内,即直线l过圆内一定点,
所以直线l与圆C 一定相交,故A错误;

B项,当m=0时,直线l方程化为

x+2y-1=0,
此时圆心C(-2,0)到直线l的距

离d=
|-2×1-1|
12+22

=
35
5
,且1<

d<2,
因此圆C 上只有两个点到直线l的距离等于1,故B错误;

C选项,因为(m+1)×2-2(m+1)=0,
所以直线l与直线2x-(m+1)y=0垂直,故C正确;

D选项,要使圆C 与圆x2+y2-2x+8y+a=0恰有三条公

切线,则应满足两圆外切,
圆x2+y2-2x+8y+a=0可化为(x-1)2+(y+4)2=
17-a(a<17),

圆心为 M(1,-4),半径为R= 17-a,
因为两圆外切,所以|MC|=r+R,
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即 17-a+2= (-2-1)2+(0+4)2=5,

整理可得 17-a=3,化简可得17-a=9,
解得a=8,故D正确.
故选CD.]

4.BC [对于A,因为(2m+1)x+(m+1)y-7m-4=0,
即m(2x+y-7)+x+y-4=0,

令
2x+y-7=0,

x+y-4=0, 解得
x=3,

y=1, 
所以直线恒过定点(3,1),又因为32+12>4,所以定点(3,1)
在圆O 外,所以直线(2m+1)x+(m+1)y-7m-4=0与圆

O 可能相离、相切、相交,即交点可能为0个、1个、2个,故 A
错误.
对于B,因为圆O 与动圆C 有4条公切线,所以圆O 与圆C
相离,又因为圆O 的圆心O(0,0),半径r1=2,圆C 的圆心C
(k,3k),半径r2=2,所以|OC|>r1+r2,

即 k2+(3k)2>4,解得|k|>2,故B正确.

对于C,S四边形PAOB=2S△OAP=2×
1
2×|OA|×|PA|=2×

1
2×|OA|× |OP|2-|OA|2=2 |OP|2-4,又因为点

O 到点P 的距离的最小值为点O 到直线x+y-4=0的距

离,即|OP|min=
|-4|
2
=22,所以四边形 PAOB 的面积的

最小值为2 (22)2-4=4,故C正确.
对于D,因为圆O 的圆心O(0,0),半径r1=2,则圆心O 到直

线x+y-2=0的距离为d=
2
2
= 2,所以r1-d=2- 2<

1,所以圆O 上存在两点到直线x+y-2=0的距离为1,故D
错误.故选BC.]

5.0 [法一(几何法):由题知圆心为(2,2),半径为2,又直线与

圆相切,则圆心(2,2)到直线ax+y=0的距离等于半径,即

|2a+2|
a2+1

=2,解得a=0.

法二(判别式 法):由ax+y=0,得y=-ax,代 入 圆(x-
2)2+(y-2)2=4,化简,整理,得(a2+1)x2+(4a-4)x+
4=0.因为直线与圆相切,所以Δ=(4a-4)2-16(a2+1)=
0,解得a=0.]

6. 1
3
,3
2   [法一:由题意知点A(-2,3)关于直线y=a 的

对称点为A'(-2,2a-3),

所以kA'B=
3-a
2
,

所以直线A'B 的方程为y=
3-a
2 x+a,

即(3-a)x-2y+2a=0.
由题意知直线A'B 与圆(x+3)2+(y+2)2=1有公共点,
易知圆心坐标为(-3,-2),半径为1,

所以
|-3(3-a)-2×(-2)+2a|

(3-a)2+(-2)2
≤1,

整理得6a2-11a+3≤0,解得
1
3≤a≤

3
2
,所以实数a 的取

值范围是 1
3
,3
2  .

法二:易知(x+3)2+(y+2)2=1关于y 轴对称的圆的方程

为(x-3)2+(y+2)2=1,

由题意知该对称圆与直线AB 有公共点.直线AB 的方程为

y=
a-3
2 x+a,即(a-3)x-2y+2a=0,

又对称圆的圆心坐标为(3,-2),半径为1,

所以
|3(a-3)-2×(-2)+2a|

(a-3)2+(-2)2
≤1,

整理得6a2-11a+3≤0,解得
1
3≤a≤

3
2
,

所以实数a 的取值范围是 1
3
,3
2  .

法三:易知(x+3)2+(y+2)2=1关于y 轴对称的圆的方程

为(x-3)2+(y+2)2=1,
由题意知该对称圆与直线AB 有公共点.
设直线AB 的方程为y-3=k(x+2),
即kx-y+3+2k=0,
因为对称圆的圆心坐标为(3,-2),半径为1,

所以
|5k+5|
k2+(-1)2

≤1,解得-
4
3≤k≤-

3
4
,

又k=
a-3
2
,所以-

4
3≤

a-3
2 ≤-

3
4
,

解得
1
3≤a≤

3
2
,

所以实数a 的取值范围是 1
3
,3
2  .]

7.1 [圆(x-a)2+(y+a-2)2=r2 的圆心坐标为(a,2-a),
半径为r;
圆x2+y2=1的圆心坐标为(0,0),半径R=1,
由两圆有公共点,

可得|r-1|≤ (a-0)2+(2-a-0)2≤r+1,

先化简两圆圆心距d= a2+(2-a)2= a2+4-4a+a2=

2a2-4a+4= 2(a-1)2+2,

当a=1时,d 取得最小值 2,此时r取最小值 2-1,满足两

圆有公共点的条件,
所以当r取最小值时a=1.]

课后限时练(十七)

1.B [抛物线y2=2px(p>0)的准线方程为x=-p
2
,

根据抛物线的定义可知,点 M 到点F 的距离与到直线x=

-p
2

的距离相等.

又点 M 到点F 的距离与到直线y=-
p
2

的距离相等,

所以x0+
p
2=4+

p
2
,解得x0=4,即 M(4,4),

所以42=2p×4,解得p=2.
故选B.]

2.A [双曲线C:y
2

4-
x2

b2
=1(b>0)的渐近线方程为y=±

2
bx,

直线y=2x 是双曲线C:y
2

4-
x2

b2
=1(b>0)的一条渐近线,

因此2=
2
b
,故b=1,

故离心率为e=
c
a =

4+b2

2 =
5
2.故选A.]
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3.D [由题意可得△AF1B 的周长为43,即4a=43,可得

a= 3,

由题意可得 M(-a,0),N(a,0),设 A(x1,y1),可得
x2
1

a2
 

+
 

y2
1

b2
 

=
 

1,可得y2
1

 =
 

b2 1-x
2
1

a2 ,

则kAM ·kAN =
y1

x1+a
· y1

x1-a
=

y2
1

x2
1-a2

=
b2 1-x

2
1

a2 
x2
1-a2

=

-
b2

a2
=-

2
3
,可得b2=

2
3a

2=
2
3×3=2

,

所以椭圆的标准方程为
x2

3+
y2

2=1.
故选D.]

4.ACD [由曲线C:mx2+ny2=1,

当m>n>0时,得x2

1
m

+y2

1
n

=1,此时
1
n>

1
m>0

,曲线C 是椭

圆,其焦点在y 轴上,故A正确;

若m=n>0,则C 是圆,其半径为
1
n
,故B错误;

若mn<0,则C 是双曲线,当 m>0,n<0时,方程化为
x2

1
m

-

y2

-
1
n

=1,

则a=
1
m
,b= -

1
n
,渐近线方程为y=± -

m
nx,

当m<0,n>0时,方程化为y2

1
n

-
x2

-
1
m

=1,

则a=
1
n
,b= -

1
m
,渐近线方程为y=± -

m
nx,

综上可知,其渐近线方程为y=± -
m
nx,故C正确;

若m=0,n>0,则方程化为y2=
1
n
,即y=±

1
n
,C 是两

条直线,故D正确.
故选ACD.]

5.BC [对于A选项,双曲线C1:
x2

a2
-y

2

b2
=1的实轴长为2a,

双曲线C2:
y2

b2
-
x2

a2
=1的实轴长为2b,∴A选项错误;

对于B选项,∵双曲线C1:
x2

a2
-y2

b2
=1和C2:

y2

b2
-
x2

a2
=1的

焦距均为2c=2 a2+b2,∴B选项正确;

对于C选 项,双 曲 线 C1:
x2

a2
-y2

b2
=1的 渐 近 线 方 程 为 y

=±
b
ax,

双曲线C2:
y2

b2
-
x2

a2
=1的渐近线方程为y=±

b
ax,

∴C选项正确;

对于 D 选 项,双 曲 线 C1:
x2

a2
-y2

b2
=1的 离 心 率 为e1=

c
a =

a2+b2

a
,

双曲线C2:
y2

b2
-
x2

a2
=1的离心率为e2=

c
b =

a2+b2

b
,

∵a≠b,∴e1≠e2,故D选项错误.故选BC.]

6.20 [由椭圆的定义得|AF1|+|AF2|=2a=10,|BF1|+
|BF2|=2a=10,所以△AF1B 的周长为|AF1|+|AF2|+
|BF1|+|BF2|=4a=20.]

7.x2=-5y [因 为 圆 心 在y 轴 上 移

动,且该圆过点A(0,5)和C(0,y),则
线 段 AC 是 圆 的 直 径,圆 心

O1 0,
y+5
2  ,而点B(x,0)在圆上,

则|O1B|=
1
2|AC|

,

即 x2+ y+5
2  

2

=
1
2|y-5|

,化简

整理得x2=-5y,所 以 点 M (x,y)的 轨 迹 方 程 为 x2=
-5y.]

课后限时练(十八)

1.B [由题意,|F2Q|=c,|F1F2|=2c,
因为直线F1P 与以F2 为圆心、OF2 为半径的圆相切,所以

∠F2QF1=90°,

因此由勾股定理可得|F1Q|= 4c2-c2= 3c,

又F1Q
→=3QP→,所以|QP|=

3
3c
,因此|F1P|= 3c+

3
3c=

43
3c,

由勾股定理可得|PF2|=
3c2

9 +c
2=
23
3c,

根据椭圆定义得|PF1|+|PF2|=2a,得
43
3c+

23
3c=2a,

则e=
c
a =

3
3.

故选B.]

2.B [由椭圆的定义得|PF1|+|PF2|=2a,

又|PF1|=
3
2|PF2|,所以|PF1|=

6a
5
,|PF2|=

4a
5
,

由|PF1|-|PF2|=
2a
5≤2c

,得e=
c
a ≥

1
5
,

又椭圆的离心率0<e<1,则e∈ 1
5
,1  .

故选B.]

3.D [由已知,点P 是以OA2 为直径的圆x(x-a)+y2=0

与椭圆
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)的交点,解得xP=

ab2

c2
<a,所

以b2<c2,即a2-c2<c2,即
c2

a2
>
1
2
,c
a >

2
2
,又椭圆的离心

率e∈(0,1),所以得e∈ 2
2
,1  .]
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4.C [因为PQ→=25PF2
→,则|PQ|

|QF2|
=
2
3
,

由角平分线的性质可得
|PF1|
|F1F2|

=
2
3
,

因为|F1F2|=2c,

所以|PF1|=
4
3c
,

由椭圆的定义可知|PF2|=2a-|PF1|=2a-
4
3c
,

在△PF1F2 中,∠PF1F2=120°,

由余弦定理可得|PF2|2=|F1F2|2+|PF1|2-2|F1F2|·

|PF1|cos∠PF1F2,

即 2a-
4
3c  

2

=(2c)2+ 4
3c  

2

-2·2c·4
3c

· -
1
2  ,

整理可得5e2+4e-3=0,解得e=
-2± 19
5

,

因为e∈(0,1),所以e=
19-2
5 .故选C.]

5.A [椭圆C 以A,B 为焦点,
即c=1,b2=a2-1,

故可设椭圆方程为
x2

a2
+ y2

a2-1
=1(a>1),

联立方程

x2

a2
+ y2

a2-1
=1,

y=x+3, 
消去y 得(2a2-1)x2+6a2x+10a2-a4=0,
由题意易知Δ=36a4-4(2a2-1)(10a2-a4)≥0,
即a4-6a2+5≥0,

得a2≥5或a2≤1(舍去),解得a≥ 5,

所以0<e=
c
a =

1
a≤

5
5
,

所以e的最大值为
5
5.

故选A.]

6.(1,2) [若△ABE 是 锐 角 三 角 形,只 需∠AEF<45°,在

Rt△AFE 中,|AF|=
b2

a
,|FE|=a+c,则

b2

a<a+c
,即b2<

a2+ac,即2a2-c2+ac>0,则e2-e-2<0,解得-1<e<
2,又e>1,则1<e<2.]

7.(1,5] [如图,

由题意知,四边形PF1QF2 为矩形,所以|PF2|=|F1Q|,且

PF1⊥PF2,所以|PF2|≥2|PF1|,

因为
|PF2|-|PF1|=2a,

|PF2|2+|PF1|2=4c2, 
所以

|PF1|= 2c2-a2-a,

|PF2|= 2c2-a2+a, 
所以 2c2-a2+a≥2( 2c2-a2-a),即 2c2-a2≤3a,
所以2c2-a2≤9a2,即2c2≤10a2,所以e2≤5,又e>1,所以

1<e≤ 5.]

课后限时练(十九)

1.解:(1)由 题 意 可 知 S△F1B1B2
=
1
2 ×2b×c=bc= 3,且

|B1B2|=2b=23,

所以b= 3,c=1,则a= b2+c2=2,

故椭圆C 的标准方程为
x2

4+
y2

3=1.

(2)设点P(x,y),则-2≤x≤2,y2=3-
3x2

4
,F1(-1,0),

F2(1,0),
易知|PF1|∈[1,3],
设t=|PF1|,则1≤t≤3,
且|PF2|=2a-|PF1|=4-t,

所以|PF1|·|PF2|=t(4-t)=-t2+4t=-(t-2)2+4,

因为函数f(t)=-(t-2)2+4在[1,2]上单调递增,在[2,3]
上单调递减,
所以f(t)max=f(2)=4,f(t)min=f(1)=f(3)=3,
故|PF1|·|PF2|的最小值为3,最大值为4.

2.解:设A(x1,y1),B(x2,y2),C(x3,y3),D(x4,y4),

联立

x2

2-
y2

2=1
,

y=kx+2, 可得(1-k2)x2-4kx-6=0,

∴1-k2≠0,Δ=16k2+24(1-k2)>0,又k>0,

解得k∈(0,1)∪(1,3),

∴x1+x2=
4k
1-k2

,x1x2=-
6

1-k2
,

双曲线E 的渐近线方程为y=±x,不妨设C 为直线y=x 与

直线l的交点,

联立
y=x,

y=kx+2, 可得x3=-
2

k-1
,同理x4=-

2
k+1

,
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∴
|AB|
|CD|=

|x1-x2|
|x3-x4|

=
(x1+x2)2-4x1x2

|x3-x4|

=
 4k
1-k2 

2

+
24
1-k2

-
2

k-1+
2

k+1

=

22 3-k2

|k2-1|
4

k2-1

=
2
2 3-k2,

∵k∈(0,1)∪(1,3),

∴
2
2 3-k2∈(0,1)∪ 1,62 ,

∴
|AB|
|CD|

的取值范围为(0,1)∪ 1,62 .

3.解:(1)设C 的半焦距为c(c>0),

因为椭圆的长轴长为23,△PF1F2 面积的最大值为
3
2
,

所以a= 3,
1
2×2c×b=bc=

3
2
,

解得b2=
3
2
,

则椭圆C 的方程为
x2

3+
2y2

3 =1.

(2)证明:设P(x1,y1),Q(x2,y2),

联立
y=px+q,

x2+2y2=3, 消去y 并整理得(2p2+1)x2+4pqx+

2q2-3=0,
此时Δ=16p2q2-4(2p2+1)(2q2-3)=4(6p2-2q2+
3)>0,

由根与系数的关系得x1+x2=-
4pq
2p2+1

,x1x2=
2q2-3
2p2+1

,

因为OP→·OQ→=0,
所以x1x2+y1y2=x1x2+(px1+q)(px2+q)=(p2+1)·

x1x2+pq(x1+x2)+q2=(p2+1)·
2q2-3
2p2+1

-
4p2q2

2p2+1
+

q2=0,
整理得q2=p2+1,
此时满足Δ>0,证毕.

课后限时练(二十)

1.解:(1)点A 的横坐标为22,代入圆O 得y=2,

所以A(22,2),
代入抛物线方程解得p=2,所以抛物线的方程为x2=4y.

(2)证明:抛物线C:y=
x2

4
,

则y'=
x
2
,设 M(x1,y1),N(x2,y2),

所以切线PM 的方程为y-y1=
x1

2
(x-x1),

即y=
x1

2x-
x2
1

4
,

同理切线PN 的方程为y=
x2

2x-
x2
2

4
,

联立解得点P
x1+x2

2
,x1x2

4  .

设直线 MN 的方程为y=kx+1,代入x2=4y,
得x2-4kx-4=0,所以x1x2=-4,
所以点P 在定直线y=-1上,结论得证.

2.解:(1)因为2b=23,所以b= 3,

将 1,32 代入
x2

a2
+y

2

3=1
,得1

a2
+
3
4=1

,

解得a2=4,

故椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1.

(2)证明:由(1)可得F(1,0),
由题意可设l:x=ty+1,P(x1,y1),Q(x2,y2),

由

x=ty+1,

x2

4+
y2

3=1
, 可得(3t2+4)y2+6ty-9=0,

易知Δ>0,

所以y1+y2=-
6t

3t2+4
,y1y2=-

9
3t2+4

,

因为A(-2,0),

所以直线AP 的方程为y=
y1

x1+2
(x+2),

令x=4,则y=
6y1

x1+2
,

故 M 4,6y1

x1+2 ,同理可得 N 4,6y2

x2+2 .

所以k1=

6y1

x1+2
4-1=

6y1

3(ty1+3)
=
2y1

ty1+3
,

k2=

6y2

x2+2
4-1=

6y2

3(ty2+3)
=
2y2

ty2+3
,

故k1k2=
4y1y2

(ty1+3)(ty2+3)

=
4y1y2

t2y1y2+3t(y1+y2)+9

=
-
36

3t2+4

-
9t2

3t2+4
-
18t2

3t2+4
+9
=-1.得证.

3.解:(1)因为 A(2,0),B(0,1)分别为椭圆C 的右顶点和 上

顶点,

所以a=2,b=1,所以椭圆C 的方程为
x2

4+y
2=1.

(2)证明:由题意知,直线 MN 的斜率存在.设直线 MN 的方

程为y=mx+n,设 M(x1,y1),N(x2,y2),P(x0,y0),由条

件得kAB=-
1
2
,kAB ·kMP=-1,直 线 AB 的 方 程 为y=

-
1
2x+1,即x+2y-2=0.

所以点 M,P 关于直线AB 对称,则

x1+x0

2 +2·
y1+y0

2 =2,

y1-y0

x1-x0
=2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 即

x0=
4+3x1-4y1

5
,

y0=
8-4x1-3y1

5
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

又AP→=(x0-2,y0),AN→=(x2-2,y2),

且AN→∥AP→,

所以y2· 4+3x1-4y15 -2 =(x2-2)·8-4x1-3y15
,

又y1=mx1+n,y2=mx2+n,
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所以(mx2+n)· 4+3x1-4mx1-4n
5 -2 

=(x2-2)·
8-4x1-3mx1-3n

5
,

整理得(-4m2+6m+4)x1x2-(4mn+6m+8-3n)(x1+
x2)-4(n2+3n-4)=0.

联立

x2

4+y
2=1,

y=mx+n, 消去y 得(4m2+1)x2+8mnx+4n2-4=

0,Δ>0,即4m2-n2+1>0.

所以x1+x2=
-8mn
4m2+1

,x1x2=
4n2-4
4m2+1

,

所以(-4m2+6m+4)·
4n2-4
4m2+1

-(4mn+6m+8-3n)·

-8mn
4m2+1

-4(n2+3n-4)=0,

化简得20m2+3n2+16mn-6m-3n=0,即(2m+n)·
[10m+3(n-1)]=0,则n=-2m 或10m+3n=3.
若n=-2m,则点M 与点A 重合,不符合题意(舍);

若10m+3n=3,则直线 MN 过定点 103,1 .

课后限时练(二十一)

1.D [从2至8的7个整数中随机取2
 

个不同的数,共有C27=
21(种)不同的取法,
若两数不互质,不同的取法有(2,4),(2,6),(2,8),(3,6),(4,

6),(4,8),(6,8),共7种,

故所求概率P=
21-7
21 =

2
3.故选D.]

2.AB [ 2x-x2 
5

的展开式的通项为

Tk+1=Ck
525-k(-1)kx3k-5,

由n=5,得各二项式系数之和为25=32,故A正确;
令x=1,则各项系数的和为1,故B正确;
又展开式一共有6项,则二项式系数最大的是第3项和第4
项,故C错误;
当3k-5=4,则k=3,则x4 的系数为C3522(-1)3=-40,故

D错误.故选AB.]

3.ACD [记“从甲袋中取出2个球有i个红球”为事件Ai,i=
0,1,2,“从 乙 袋 中 取 出 2 个 球 均 为 红 球”为 事 件 B,则

P(A0)=
C22
C25
=
1
10
,P(A1)=

C13C12
C25

=
3
5
,P(A2)=

C23
C25
=
3
10
,

P(B|A0)=
C22
C26
=
1
15
,P(B|A1)=

C23
C26
=
1
5
,P(B|A2)=

C24
C26
=
2
5.

对于A,从甲袋中任取2个球是1个红球1个白球的概率为

P(A1)=
3
5
,故A正确;

对于 B,从 甲、乙 两 袋 中 取 出 的2个 球 均 为 红 球 的 概 率 为

P(A2)P(B|A2)=
3
10×

2
5=

3
25
,故B错误;

对于C,从 乙 袋 中 取 出 的2个 球 是 红 球 的 概 率 P(B)=

∑
2

i=0
P(Ai)P(B|Ai)=

1
10×

1
15+

3
5×

1
5+

3
10×

2
5=

37
150
,故

C正确;

对于D,从乙袋中取出的是2个红球,则从甲袋中取出的也是

2个红球的概率为P(A2|B)=
P(A2B)
P(B)

=
P(B|A2)P(A2)

P(B) =

2
5×

3
10

37
150

=
18
37
,故D正确.故选ACD.]

4.A [对于A,P(AB)=
6
10×

5
9=

1
3
,故A错误;

对于B,P(A)=
6
10=

3
5
,P(B|A)=

P(AB)
P(A)=

1
3
3
5

=
5
9
,故B

正确;
对于C,事件B 可分为两种情况:
第一位出场的是男生且第二位出场的是女生;第一位出场的

是女生且第二位出场的是女生,

∴P(B)=
4
10×

6
9+

6
10×

5
9=

3
5
,∴P(A)=P(B),故C

正确;

对于D,P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)=
3
5+

3
5-

1
3=

13
15
,故D正确.

故选A.]

5.90 [将6个人平均分成三组,有C
2
6C24C22
A33

种方法,

再进行 全 排,有
C26C24C22
A33

×A33=C26C24C22=15×6=90(种)

排法.]

6.
1
2 

[记事件A=“考生答对”,事件B=“考生知道答案”,

由全概 率 公 式 得 P(A)=P(B)P(A|B)+P(B)·

P(A|B)=
1
5×1+

4
5×

1
4=

2
5
,他答对了,则他确实知道正

确答案的概率P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

1
5
2
5

=
1
2.]

课后限时练(二十二)(A)

1.C [由题意可知,X 的所有可能取值为0,1,2,

则P(X=0)=
C12C12C12C12
C48

=
8
35
,

P(X=1)=
C14C23C12C12
C48

=
24
35
,

P(X=2)=
C24
C48
=
3
35
,

所以E(X)=0×
8
35+1×

24
35+2×

3
35=

6
7.

故选C.]

2.AD [对于A,B,由分布列的性质,可得a+b+
1
6=1①

,因

为E(ξ)=
5
3
,所以a+2b+3×

1
6=

5
3②

,联立①②,解得

a=
1
2
,b=

1
3
,故A正确,B错误;对于C,D,因为η=3ξ+1,
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所以E(η)=3E(ξ)+1=6,D(η)=9D(ξ)=9×
5
9=5

,故C

错误,D正确.故选AD.]

3.ABC [由分布列的性质可得 m+n+0.3+0.2=1,则 m+
n=0.5,故A正确;
由E(X)=2.7,则E(3X-1)=3E(X)-1=8.1-1=7.1,
故B正确;
由E(X)=m+0.6+3n+0.8=2.7,得m+3n=1.3,又m+
n=0.5,
解得 m=0.1,n=0.4,则 P(X>2)=P(X=3)+P(X=
4)=0.4+0.2=0.6,故D错误;

D(X)=(1-2.7)2×0.1+(2-2.7)2×0.3+(3-2.7)2×
0.4+(4-2.7)2×0.2=0.81,故C正确.
故选ABC.]

4.
35
12 

[随机变量X 的分布列为P(X=k)=
1
6
,k=1,2,3,4,

5,6,则E(X)=
7
2
,∑
6

k=1 k2×16 =16×(12+22+32+42+
52+62)=

91
6
,

所以D(X)=∑
6

k=1 k2×16 - 72 
2

=
35
12.]

5.解:(1)设“游戏停止时小队有人投中”为事件A,
由题意得P(A)=(1-p)(1-q)(1-r)=0.336,
则游戏停止时小队有人投中的概率为 P(A)=1-P(A)=
0.664.
(2)(i)X 的所有可能取值为1,2,3,

P(X=1)=p,P(X=2)=(1-p)q,

P(X=3)=(1-p)(1-q),
所以X 的分布列为

X 1 2 3

P p (1-p)q (1-p)(1-q)

E(X)=p+2q(1-p)+3(1-p)(1-q)=3-2p-q+pq.
(ii)设 采 用 方 案 二 所 需 派 出 的 人 员 数 目 为 Y,同 理 可 得

E(Y)=3-2r-p+rp,
因为1>p>q>r>0,所以E(Y)-E(X)=2(p-r)+(q-
p)+p(r-q)=2(p-r)+(q-r)+(r-p)+p(r-q)=
(p-r)+(1-p)(q-r)>0,
所以E(Y)>E(X),所以采用方案一可使所需派出人员数目

的期望更小.

课后限时练(二十二)(B)

1.解:(1)设甲学校在三个项目中获胜的事件依次记为A,B,C,
所以甲学校获得冠军的概率为

P=P(ABC)+P(ABC)+P(ABC)+P(ABC)

=0.5×0.4×0.8+0.5×0.4×0.8+0.5×0.6×0.8+0.5×
0.4×0.2=0.16+0.16+0.24+0.04=0.6.
(2)依题意可知,X

 

的可能取值为0,10,20,30,

P(X=0)=0.5×0.4×0.8=0.16,

P(X=10)=0.5×0.4×0.8+0.5×0.6×0.8+0.5×0.4×
0.2=0.44,

P(X=20)=0.5×0.6×0.8+0.5×0.4×0.2+0.5×0.6×
0.2=0.34,

P(X=30)=0.5×0.6×0.2=0.06.

所以X 的分布列为

X 0 10 20 30

P 0.16 0.44 0.34 0.06

E(X)=0×0.16+10×0.44+20×0.34+30×0.06=13.

2.解:(1)依题意有,P(C)=C13×
13
15× 1-

13
15  

2

=
52
1

 

125
,

P(D)=
9
10×

1
4×

1
4+

1
10×C

1
2×
1
4×

3
4=

3
32.

又事件C 与D 相互独立,

则P(CD)=P(C)P(D)=
52
1

 

125×
3
32=

13
3

 

000.

(2)设 A 组 中 服 用 甲 种 中 药 康 复 的 人 数 为 X1,则 X1~

B 3,
13
15  ,

所以E X1  =3×
13
15=

13
5
,

设A 组的积分为X2,则X2=2X1,

所以E X2  =E(2X1)=2E X1  =
26
5.

设B 组中服用乙种中药康复的人数为Y1,则Y1 的可能取值

为0,1,2,3,

P Y1=0  =
1
10×

1
4×

1
4=

1
160
,

P Y1=1  =
9
10×

1
4×

1
4+

1
10×C

1
2×
1
4×

3
4=

3
32
,

P Y1=2  =C12×
9
10×

3
4×

1
4+

1
10×

3
4×

3
4=

63
160
,

P Y1=3  =
9
10×

3
4×

3
4=

81
160
,

故Y1 的分布列为

Y1 0 1 2 3

P 1
160

3
32

63
160

81
160

所以E Y1  =0×
1
160+1×

3
32+2×

63
160+3×

81
160=

12
5
,

设B 组的积分为Y2,则Y2=2Y1,

所以E Y2  =E 2Y1  =2E Y1  =
24
5.

因为
26
5>

24
5
,所以甲种中药药效更好.

课后限时练(二十三)

1.B [盲盒中有大小相同的3个红球、2个黑球,随机有放回地

摸两次球,记X 为摸到黑球的个数,

则X~B 2,25 ,
所以E(X)=2×

2
5=

4
5
,D(X)=2×

2
5×

3
5=

12
25
,

随机无放回地摸两次球,记Y 为摸到黑球的个数,则Y 的所

有可能取值为0,1,2,

则P(Y=0)=
C23C02
C25
=
3
10
,

P(Y=1)=
C13C12
C25
=
3
5
,

P(Y=2)=
C03C22
C25
=
1
10
,
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所以E(Y)=0×
3
10+1×

3
5+2×

1
10=

4
5
,

D(Y)= 0-45 
2

×
3
10+ 1-45 

2

×
3
5+ 2-45 

2

×

1
10=

9
25
,

所以E(X)=E(Y),D(X)>D(Y).
故选B.]

2.BCD [设样本数据x1,x2,…,xn 的平均数为x,则x1+1,

x2+1,…,xn+1的平均数等于x+1,故A错误;

样本数据1,1,1,0,2的均值为
1+1+1+0+2

5 =1,

故其方差为
(1-0)2+(1-2)2

5 =0.4,标准差为 0.4>0.4,

故B正确;

D(ξ)=9×
2
3×

1
3=2

,C正确;

根据正态曲线的对称性有P(ξ≥4)=P(ξ≤0)=0.21,
因此P(ξ>0)=1-P(ξ≤0)=0.79,故D正确,
故选BCD.]

3.ACD [由题意得E(X)=3,D(X)=1,E(Y)=6×
1
2=3

,

D(Y)=6×
1
2×

1
2=

3
2
,故A正确,B错误;

又根据正态 曲 线 的 对 称 性 可 得 该 曲 线 关 于μ=3对 称,则

P(X≤1)=P(X≥5),故C正确;

又P(Y≤1)=P(Y=0)+P(Y=1)=C06× 12 
6

+C16×

1
2× 12 

5

=
7
64
,

P(Y≥5)=P(Y=5)+P(Y=6)

=C56× 12 
5

×
1
2+C

6
6× 12 

6

=
7
64
,

则P(Y≤1)=P(Y≥5),故D正确.
故选ACD.]

4.2.1 [∵X~N(90,σ2),且P(X<70)=0.2,

∴P(X>110)=0.2,

∴P(90≤X≤110)=0.5-0.2=0.3,

∴Y~B(10,0.3),

Y 的方差为10×0.3×(1-0.3)=2.1.]

5.0.26 0.98 [设A=“甲中靶”,B=“乙中靶”,则A=“甲脱

靶”,B=“乙脱靶”.由于两个人射击的结果互不影响,所以A
与B 相互独立,A 与B,A 与B,A 与B 都相互独立.由已知

可得,P(A)=0.8,P(B)=0.9,P(A)=0.2,P(B)=0.1.
“恰好有一人中靶”=AB∪AB,且AB 与AB 互斥,根据概率

的加法公式和事件的独立性定义,得P(AB∪AB)=P(AB)+
P(AB)=P(A)P(B)+P(A)P(B)=0.8×0.1+0.2×
0.9=0.26.事 件“至 少 有 一 人 中 靶”=AB∪AB∪AB,且

AB,AB 与 AB 两 两 互 斥,所 以 P(AB∪AB∪AB)=
P(AB)+P(AB)+P(AB)=P(AB)+P(AB∪AB)=
0.72+0.26=0.98.]

6.解:(1)样本中一共有3+4+7+5+1=20(件)产品,包装质

量在[495,510)克的产品有4+7+5=16(件),故从该流水线

任取一件产品为一等品的概率P=
16
20=

4
5.

(2)依题意X 的可能取值为0,1,2,

P(X=0)=
C24
C220
=
3
95
,P(X=1)=

C116C14
C220

=
32
95
,P(X=2)=

C216
C220
=
12
19
,

故X 的分布列为

X 0 1 2

P 3
95

32
95

12
19

(3)由(2)可得E(X)=0×
3
95+1×

32
95+2×

12
19=

8
5.

依题意Y~B 2,45 ,则Y 的可能取值为0,1,2,

P(Y=2)= 45 
2

=
16
25
,

P(X=1)=C12× 1-45 ×45=825,
P(X=0)= 1-45 

2

=
1
25
,

故Y 的分布列为

Y 0 1 2

P 1
25

8
25

16
25

所以E(Y)=2×
4
5=

8
5.

所以E(Y)=E(X).

课后限时练(二十四)

1.解:(1)零假设为

H0:这次考核结果与经验丰富无关.

由题意得χ2=
500×(200×50-150×100)2

350×150×300×200
≈3.968<6.635=x0.01,
根据小概率值α=0.01的 独 立 性 检 验,没 有 充 分 证 据 推 断

H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,即认为这次考核结果与

经验丰富无关.

(2)由题意,10名教师中经验丰富的教师人数为10×
300
500=6

,

经验不丰富的教师人数为10×
200
500=4

,

则X 的所有可能取值为0,1,2,3,4,

P(X=0)=
C46
C410
=
1
14
,

P(X=1)=
C36C14
C410

=
8
21
,

P(X=2)=
C26C24
C410

=
3
7
,

P(X=3)=
C16C34
C410

=
4
35
,

P(X=4)=
C44
C410
=
1
210
,

X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
14

8
21

3
7

4
35

1
210
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所以E(X)=0×
1
14+1×

8
21+2×

3
7 +3×

4
35+4×

1
210

=
8
5.

2.解:(1)设样本平均数的估计值为x,则x=10(40×0.01+
50×0.02+60×0.03+70×0.024+80×0.012+90×
0.004)=62.
所以样本平均数的估计值为62.
(2)由题图可知,前三组的频率和为0.1+0.2+0.3=0.6,第
四组 的 频 率 为 0.24,所 以 样 本 的 80% 分 位 数 为 65+
0.8-0.6
0.24 ×10=65+

25
3
≈73.

(3)由(1)可知,样本平均数的估计值μ=62,
所以μ+2σ≈62+2×14=90,

则P(X ≥90)=P(X ≥μ+2σ)=
1
2
(1-0.954

 

5)=

0.022
 

75.
所以估计能参加复试的人数为2

 

000×0.022
 

75≈46.
3.解:(1)每个小组投进的次数之和不少 于3的 称 为“神 投 小

组”,
则可能的情况有①甲投中一次,乙投中两次;②甲投中两次,
乙投中一次;③甲投中两次,乙投中两次.

∵p1=
1
2
,p2=

2
3
,

∴他们在第一轮游戏中获得“神投小组”称号的概率为C12×

1
2×

1
2 ×

2
3  

2

+ 1
2  

2

×C12 ×
2
3 ×

1
3 +

1
2  

2

×

2
3  

2

=
4
9.

(2)(i)由题意得他们在一轮游戏中获得“神投小组”称号的概

率为P=C12·p1(1-p1)p2
2+p2

1C12·p2(1-p2)+p2
1·

p2
2=2p1p2(p1+p2)-3p2

2p2
1.

∵p1+p2=
6
5
,∴P=

12
5p1p2-3p2

2p2
1.

又0≤p1≤1,0≤p2≤1,p1+p2=
6
5
,∴
1
5≤p1≤1.

令m=p1p2=-p2
1+
6
5p1=- p1-

3
5  

2

+
9
25
,

则m∈ 1
5
,9
25  ,

∴P=f(m)=-3m2+
12
5m

=-3m-
2
5  

2

+
12
25.

∵f(m)=-3m2+
12
5m 在 1

5
,9
25  上单调递增,

∴Pmax=f(m)max=f
9
25  =297625,

此时p1=p2=
3
5.

(ii)他们小组在n 轮游戏中获得“神投小组”称号的次数ξ满

足ξ~B n,
297
625  ,

∵np=297,则n=
297
297
625

=625,

∴他们平均要进行625轮游戏.

4.解:(1)由答对概率p=
2
3
,得答错概率为1-p=

1
3
,X 的可

能取值为3,4,5,6,

P(X=3)=C03 13 
3

=
1
27
,

P(X=4)=C13×
2
3× 13 

2

=
2
9
,

P(X=5)=C23 23 
2

×
1
3=

4
9
,

P(X=6)=C33 23 
3

=
8
27
,

所以随机变量X 的分布列为

X 3 4 5 6

P 1
27

2
9

4
9

8
27

E(X)=3×
1
27+4×

2
9+5×

4
9+6×

8
27=5.

(2)(i)证明:对n≥2,得分n+1的事件是答最后一题之前,
已得n 分且最后一题答错的事件与答最后一题之前已得n-

1分且最后一题答对的事件和,则Pn+1=
2
3Pn+

1
3Pn-1.

于是Pn+1-Pn=-
1
3
(Pn-Pn-1),而P1=

2
3
,P2=

1
3+

 23 
2

=
7
9
,即P2-P1=

1
9
,

所以 Pn+1-Pn  是以
1
9

为首项,-
1
3

为公比的等比数列.

(ii)由(i)得,当n≥2时,Pn=P1+∑
n

k=2
(Pk-Pk-1)=

2
3+

1
9×

1- -13 
n-1

1- -13 
=
3
4-

1
12× -13 

n-1
,

而P1=
2
3

满足上式,因此Pn=
3
4-

1
12× -13 

n-1
,

当n 为正偶数时,Pn=
3
4+

1
12× 13 

n-1
,数列{Pn}递减,

因此Pn≤P2;

当n 为正奇数时,Pn=
3
4-

1
12× 13 

n-1
,数列{Pn}递增,

因此P1≤Pn<
3
4
,而P2=

7
9>

3
4
,

所以Pn 的最大值为
7
9.

小题满分练(一)

1.C [因为i(z-1)=1,所以z=
1
i+1=1-i.

故选C.]

2.A [根据题意,集合A={x|x2-3x+2<0}=(1,2),B=
{x|0<x<6}=(0,6),
则A∩B=(1,2).故选A.]

3.B [因为a=5,b=4,C=
π
3
,由余弦定理可得c2=a2+b2-

2abcos
 

C=25+16-2×5×4×
1
2=21

,所以c= 21.故

选B.]
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4.C [设A(x1,y1),B(x2,y2),
由题意可知A2B2 为△FA1B1 的中位线,
则|A1B1|=2|A2B2|=|y1-y2|=4,

过F p
2
,0  且斜率为 3的直线方程为y= 3 x-p

2  ,联
立

y= 3 x-p
2  ,

y2=2px, 消 去x 整 理 得y2-
23
3 py-p2=0,

Δ>0,则y1+y2=
23
3p,y1y2=-p2,

则|y1-y2|=4= (y1+y2)2-4y1y2=
4p2

3 +4p
2

=
43
3p,解得p=3.故选C.]

5.C [设事件 D 为这个人患流感,事件 A1,A2,A3 表示这个

人来自A,B,C 三个地区,

这三个地区人口数量的比为3∶2∶1,P(A1)=
3

3+2+1=

1
2
,P(A2)=

2
3+2+1=

1
3
,P(A3)=

1
3+2+1=

1
6
,

又P(D|A1)=6%,P(D|A2)=5%,P(D|A3)=4%,
故P(D)=P(A1)·P(D|A1)+P(A2)·P(D|A2)+P(A3)·

P(D|A3)=6%×
1
2+5%×

1
3+4%×

1
6=

4
75.

故选C.]

6.B [根据题意,cos
π
3=sin

2π
3+φ  =12,由于0≤φ<π,

所以
2π
3≤

2π
3+φ<

5π
3
,所以

2π
3+φ=

5π
6
,解得φ=

π
6
,

所以f(x)=sin2x+
π
6  ,

令-
π
2+2kπ≤2x+

π
6≤

π
2+2kπ

,k∈Z,

解得-
π
3+kπ≤x≤

π
6+kπ

,k∈Z,所以函数f(x)的单调递

增区间为 -
π
3+kπ

,π
6+kπ  ,k∈Z,

当k=0时,一个单调递增区间为 -π3,π6 ,当k=1时,一

个单调递增区间为 2π
3
,7π
6  ,当k=-1时,一个单调递增区

间为 -4π3,-5π6 .故选B.]

7.B [设 N(x,y),P(x0,y0),点F(0,1),

由 N 为PF 的中点,则可得
2x=x0,

2y=y0+1, 即
x0=2x,

y0=2y-1. 
又 因 为 P(x0,y0)在 圆 M:

x2+(y+1)2=1上,
所 以 (2x)2 + (2y)2 =1,即

x2+y2=
1
4
,即圆心 N 的轨迹

是以(0,0)为圆心,1
2

为半径的

圆,而M(0,-1),则|MN|的取

值 范 围 为 |MO|-
1
2
,

|MO|+
1
2 ,即 12,32 ,

又当P(0,0)时,圆心 N 0,
1
2  ,半径为

1
2
,此时圆 N 与x

轴相切,不符合题意,此时|MN|=
3
2.

故|MN|的取值范围为 1
2
,3
2  .

故选B.]

8.B [在 正 四 棱 锥 P-ABCD 中,令 各 棱 长 为2,O 为 正 方 形

ABCD 的中心,M,Q 分别为边AB,CD 的中点,过点P,M,Q
的平面截正四棱锥P-ABCD 得等腰△PMQ,截球O1、球O2、球

O3,得对应球的截面大圆,如图所示.

显然OM=1,PM= PA2-AM2=3,
令N 为圆O1 与PM 相切的切点,则O1N⊥PM,设球O1 的

半径为R1,即O1N=R1,

因为sin∠MPO=
NO1

PO1
=
OM
PM=

1
3
,

则PO1= 3R1,

显然,PO=PO1+OO1=(3+1)R1,

设球O1 与球 O2 相切于点 T,则 PT=PO-2R1=(3-
1)R1,

设球O2 的半径为R2,同理可得PT=(3+1)R2,即(3-

1)R1=(3+1)R2,

即R2=
3-1
3+1

R1,即R2=(2- 3)R1,

设球O2 与球O3 相切于点S,

则PS=PT-2R2=(33-5)R1,

设球O3 的半径为R3,同理可得PS=(3+1)R3,

即R3=(7-43)R1,

所以S3=4πR2
3=4π(97-563)R2

1,

所以
S3

S1
=
4π(97-563)R2

1

4πR2
1

=97-563.故选B.]

9.AB [A项,将原来30个数从小到大排列,30×22%=6.6,
则30个数的22%分位数为30个数中的第7个数,
去掉其中最大和最小两个数据后,28×22%=6.16,故剩下的

28个数据的22%分位数为28个数中的第7个数,
也是30个数中的第8个数,故两者不相等,故A项正确;
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B项,P(AB)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B),所以 A,B
相互独立,因此A,B 也相互独立,故B项正确;

C项,因为P(X≤4)=0.6,则 P(3<X<4)=P(X≤4)-
P(X≤3)=0.6-0.5=0.1,故C项错误;

D项,将(m,3.2)代 入y=0.4x-2m,则3.2=0.4m-2m,
故m=-2,故D项错误.
故选AB.]

10.ABD [对 于 A,当 a=1时,f(x)=x3+x+2,此 时

f'(x)=3x2+1>0,f(x)单调递增,无极值点,故A正确;
对于B,因 为f(x)+f(-x)=x3+ax+2-x3-ax+
2=4,
所以函数f(x)的图象关于点(0,2)中心对称,故B正确;
对 于 C,设 切 点 (x1,f (x1)),则 切 线 方 程 为 y -
f(x1)=f'(x1)(x-x1),
因为过点(0,2),
所以2-f(x1)=f'(x1)(-x1),

即2-x3
1-ax1-2=-3x3

1-ax1,

即2x3
1=0,所以x1=0,

即只有一个切点,即只有一条切线,故C错误;
对于D,f'(x)=3x2+a,当a<-3时,令f'(x)=0,

即3x2+a=0,解得x=- -
a
3

或x= -
a
3
,

当x∈ -∞,- -
a
3  时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

当x∈ - -
a
3
, -

a
3  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

当x∈ -
a
3
,+∞  时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

又f(x)有极大值为f - -
a
3  >f(0)=2>0,所以若

函数f(x)有3个零点,

则f(x)有极小值为f -
a
3  =2a3 -

a
3 +2<0

,得到

a<-3,故D正确.
故选ABD.]

11.ACD [如图,

设F(c,0),则以 AF 为直径的圆的方程为 x-
c-a
2  

2

+

y2= a+c
2  

2

,

令x=0,解得y2=ac,所以点D(0, ac),B(-a, ac),

对于A,由上述分析,|AB|2=ac,

|OA||OF|=ac,所以
|AB|2

|OA|·|OF|=1
,故A正确;

对于 B,|DF|2=|OD|2+|OF|2=ac+c2,
|DF|2

|OD|2
=

ac+c2

ac =1+
c
a =1+e

≠e,故B错误;

对于C,|OD|2=ac,|AO|2=a2,所以
|OD|2

|AO|2
=

c
a =e

,故C

正确;

对于D,由C选项知,e=
|OD|2

|AO|2
=
|AB|2

|AO|2
=k2,故D正确.

故选ACD.]

12.-3 [因为向量a=(1,-2),b=(m,1),
所以a+b=(m+1,-1).
因为a⊥(a+b),
所以m+1+2=0,解得m=-3.]

13.-160 [由于 x2-
2
3x  

n

的展开式中只有第4项的二项式

系数最大,
则展开式中共有7项,故n+1=7,解得n=6,

所以 x2-
2
3x  

6

的 展 开 式 通 项 为 Tk+1=Ck
6 ·x2(6-k)·

-
2
3x  

k

=Ck
6·(-2)k·x

12-7k3,

令12-
7k
3 =5,解 得 k =3,因 此 所 求 即 为 C36 ·

(-2)3=-160.]

14.-1 [因为函数f(x)=x3+2ax2+a2x,则f'(x)=3x2+
4ax+a2,
又f(x)在x=1处取得极小值,
则f'(1)=3+4a+a2=0,解得a=-1或a=-3,
当a=-1时,f'(x)=3x2-4x+1=(3x-1)(x-1),

令f'(x)=0,则x=
1
3

或x=1,

当x∈ 1
3
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
则在x=1处取得极小值,
故当a=-1时符合题意;
当a=-3时,f'(x)=3x2-12x+9=3(x-3)(x-1),
令f'(x)=0,则x=3或x=1,
当x∈(-∞,1)时,f'(x)>0,f(x)单调递增;
当x∈(1,3)时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
则在x=1处取得极大值,故a=-3时不符合题意.]

小题满分练(二)

1.D [由题意集合P={(x,y)|y=x2},Q={(x,y)|y= x}
表示点集,

解方程组
y=x2,

y= x, 得
x=0,

y=0 
 

或
x=1,

y=1. 故 P∩Q={(0,0),

(1,1)}.故选D.]

2.B [因为(z-i)(1+i)=4,

所以z=
4
1+i+i=

4(1-i)
(1+i)(1-i)+i=

4(1-i)
2 +i=2-i.故

选B.]

3.D [当m=1时,得到an+1=a1+an,所以{an}是以a1 为首

项,以a1 为公差的等差数列,
所以an=na1,因为a3=6,所以a1=2,所以S10=110.故

选D.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

972



4.C [平均数x=
40
100×30+

60
100×25=27

,

方差s2=
40
100
[18+(30-27)2]+

60
100
[12+(25-27)2]=20.

4.故选C.]

5.A [函 数 的 定 义 域 为(-1,1),因 为 f(x)=(2x+a)·

ln1-x1+x  是奇函数,

所以 f(-x)=(-2x+a)ln1+x1-x  =-(2x-a)·

-ln1-x1+x  = - (2x + a)· ln1-x1+x  =

-f(x)恒成立,所以a=-a,解得a=0.故选A.]

6.C [当n=0时,m,l可以是任意向量,因此是不充分条件;
当m∥l时,若l=0,显然m·(n·l)=(m·n)·l成立;
当l≠0时,因为m∥l,所以m=kl,
因此m·(n·l)=kl·(n·l)=k(n·l)·l,(m·n)·l
=(kl·n)·l=k(l·n)·l,又n·l=l·n,
因此m·(n·l)=(m·n)·l成立.
故“m·(n·l)=(m·n)·l”是“m∥l”的必要条件.故选C.]

7.A [作出示意图如图所示,根据题意

可得圆 锥 的 内 切 球 和 外 接 球 球 心 重

合且在高线SH 上,H 为底面圆的圆

心,记球心为O,
则∠OSA=∠OAS=∠OAH=30°,
所 以 外 接 球 半 径 R =OA =OS
=2OH,

因为
3
2R=SH=33,所以R=23.

因此圆锥外接球的表面积为48π.
故选A.]

8.D [如图所示,

设l:y=
1
2x+m,

∴C(-2m,0),D(0,m),

由题意得B -m,
m
2  ,

A(2m,2m),

∴

m2

a2
-

m2

4b2
=1,

4m2

a2
-
4m2

b2
=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

∴
1
a2
-
1
4b2
=
4
a2
-
4
b2
,∴

b2

a2
=
5
4
,

∴e2=1+
b2

a2
=
9
4
,∴e=

3
2.]

9.ABD [由题意得P(A)=P(B)=P(C)=
2
4=

1
2
,

P(AB)=P(AC)=P(BC)=P(ABC)=
1
4
,所以P(AB)=

P(A)P(B),P(AC)=P(A)P(C),P(BC)=P(B)P(C),

P(ABC)≠P(A)P(B)P(C).故选ABD.]

10.BD [因为Sn=3n+r,

所以an=
S1=3+r,n=1,

Sn-Sn-1=2·3n-1,n≥2. 
 

当r=3时,a1=a2=6,所以数列{an}不是递增数列;
若数列{an}是等比数列,则3+r=2,所以r=-1;

因为a2n=2·32n-1,所以数列{a2n}一定是等比数列;
当r≠-1时,数列{a2n-1}不是等比数列.故选BD.]

11.ABD [因 为tan
 

x1=cos
 

x1,所 以sin
 

x1=cos2x1=1-

sin2x1,解得sin
 

x1=
5-1
2

,故A选项正确;

作出函数y=tan
 

x 与y=cos
 

x 的图象,

通过图象可以得到这两个函数有4个交点,故B选项正确;

又4个交点关于点 3
2π
,0  两两对称,

所以∑
n

i=1
xi=2×

3π
2+2×

3π
2=6π

,

∑
n

i=1
(xi+yi)=6π+0=6π,因此D选项正确,C选项错误.故

选ABD.]

12.2 [由题意得焦点坐标 p
2
,0  ,准线方程x=-p

2
,焦点关

于准线方程对称点的坐标为 -
3p
2
,0  ,因此-

3p
2=-3

,所

以p=2.]

13.2+ 3 [由随机变量ξ~N(2,4),得正态曲 线 关 于 直 线

x=2对称,P(ξ≥a)+P(ξ>2b)=1,因为1-P(ξ≥a)=

P(ξ<a),所以 P(ξ>2b)=P(ξ<a),所 以
a+2b
2 =2,得

a+2b=4,又a>0,b>0,

则
2
a+

3
b=

1
4
(a+2b)2a+

3
b  

=
1
4 8+4ba +3ab ≥2+ 3,

当且仅当
4b
a =

3a
b
,即a=23-2,b=3- 3时取等号,

所以
2
a+

3
b

的最小值为2+ 3.]

14.(32-3,33-3) [因为A=2B,
则sin

 

A=sin
 

2B=2sin
 

Bcos
 

B,所以a=2bcos
 

B.

由a+b=3得,b=
3

2cos
 

B+1
,

又sin
 

C=sin(π-A-B)=sin(π-3B)=sin
 

3B
=sin

 

Bcos
 

2B+cos
 

Bsin
 

2B
=sin

 

B(1-2sin2B)+2sin
 

B(1-sin2B)=3sin
 

B-4sin3B,

所以c=
bsin

 

C
sin

 

B =
3(3sin

 

B-4sin3B)
(2cos

 

B+1)sin
 

B =
3(4cos2B-1)
2cos

 

B+1
,化简

得c=6cos
 

B-3,

由锐角△ABC,得

0<B<
π
2
,

0<A=2B<
π
2
,

0<C=π-3B<
π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

可得
π
6<B<

π
4
,即 2
2<cos

 

B<
3
2
,

因此边c的取值范围是(32-3,33-3).]
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小题满分练(三)

1.B [由A∩B=B,得B⊆A,

因为B={1,m},所以m≠1,

因为集合A={1,2,m},

所以m=2或m= m,

解得m=2或m=0(m=1不合题意舍去),

所以m=0或2.
故选B.]

2.B [∵z(1-i)=|1+ 3i|= 1+3=2,

∴z=
2
1-i=

2(1+i)
2 =1+i.

故选B.]

3.D [由a2+a6=15-a10 可得3a6=15,即a6=5,则S11=

11(a1+a11)
2 =11a6=11×5=55.故选D.]

4.C [成绩落在[60,70)的频率为0.01×10=0.1,

成绩落在[70,80)的频率为0.03×10=0.3,

成绩落在[80,90)的频率为0.04×10=0.4,

因为0.1+0.3=0.4<0.5,0.1+0.3+0.4=0.8>0.5,所以

中位数落在[80,90)内,

设中位数为x,则0.1+0.3+(x-80)×0.04=0.5,解 得

x=82.5.故选C.]

5.B [由共面向量的基本定理可知,若三个非零向量a,b,c满

足c=λa+μb(λ,μ∈R),则a,b,c共面,反之,若三个非零向

量a,b,c共面,当a,b共线,c与a,b 不共线时,就不存在实

数λ,μ 使得c=λa+μb,

故“a,b,c 共 面”是“c=λa+μb(λ,μ∈R)”的 必 要 不 充 分

条件.
故选B.]

6.B [设 上 底 面 的 半 径 为r,则 下 底 面 的 半 径 为2r,母 线 长

为3r,

故4= 9r2-(2r-r)2=22r,故r= 2,故圆台的体积为

1
3×4×

[π(2)2+π(22)2+π× 2×22]=
56π
3 .

故选B.]

7.A [由题意得t>0,令f(x)=0,

则ex+ln
 

t+2(x+ln
 

t)=eln
 

x+2ln
 

x,

令g(x)=ex+2x,

因为函数y=ex,y=2x 均在 R上单调递增,所以g(x)在 R
上单调递增,

所以由g(x+ln
 

t)=g(ln
 

x),得x+ln
 

t=ln
 

x,

即ln
 

t=ln
 

x-x,

令h(x)=ln
 

x-x,x>0,则h'(x)=
1-x
x
,

当x∈(0,1)时,h'(x)>0,h(x)单调递增,

当x∈(1,+∞)时,h'(x)<0,h(x)单调递减,

所以h(x)max=h(1)=-1,当x→0时,h(x)→-∞,

所以ln
 

t≤-1,解得0<t≤
1
e
,即t的取值范围为 0,1e .

故选A.]

8.C [设|AB|=|AF1|=m,
则|AF2|=m-2a,|BF2|=2a.
因为|BF1|-|BF2|=2a,
所以|BF1|=4a,在△ABF1 中,

cos∠BAF1=
m2+m2-16a2

2m2

=
7
8
,解得m=8a.

在△AF1F2 中,cos∠BAF1=
64a2+36a2-4c2

2×8a×6a =
7
8
,解 得c2=

4a2,所以离心率e=
c
a =2.

故选C.]

9.AD [由题图可知,A=2,
T
4=

π
4
,得T=π,

所以ω=2,
即f(x)=2sin(2x+φ),

将点 π
6
,2  代入可得2×

π
6+φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,又|φ|<

π
2
,所以φ=

π
6
,

所以f(x)=2sin2x+
π
6  ,

对于A,当x=
13π
6

时,f(x)=2sin 2×13π6 +π6 =2,故y=

f(x)的图象关于直线x=
13π
6

对称,故A正确;

对于B,当x∈ 0,
π
2  时,2x+

π
6∈

π
6
,7π
6  ,

则2sin2x+
π
6  ∈[-1,2],故B错误;

对于C,当x∈ -
π
2
,0  时,2x+

π
6∈ -

5π
6
,π
6  ,

正弦函数在 -
5π
6
,π
6  上不单调,故C错误;

对于D,y=f x+
5π
12  =2sin 2x+5π6+π6 =-2sin 

2x,易

知是奇函数,故D正确.故选AD.]

10.BD [由题意知直线AB 的斜率存在,设直线AB 的方程为

y=kx+3,A(x1,y1),B(x2,y2),

联立
y=kx+3,

x2=2py, 可得x2-2pkx-6p=0,Δ>0,

所以x1+x2=2pk,x1x2=-6p,故y1y2=
x2
1x2

2

4p2 =9,因

为|AF|=2,|BF|=10,

所以y1=2-
p
2
,y2=10-

p
2
,

则 2-p
2  10-p

2  =9,解得p=2或p=22,

因为2-p
2>0

,所以p=2,则E 的准线方程为y=-1,故B

正确,A错误;
又y1=1,y2=9,不妨取A(-2,1),B(6,9),所以|AB|=

82+82=82,

S△BFC

S△AFC
=
|BC|
|AC|=

y2

y1
=9,故C错误,D正确.

故选BD.]
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11.ABD [对于A,因为f(x-1)为奇函数,
故f(-x-1)+f(x-1)=0,令x=0,则f(-1)=0,
因为g(x)=(x+1)f(x),
故g'(x)=f(x)+(x+1)f'(x),
故g'(-1)=f(-1)+0=0,故A正确;
对于B,因为f(-x-1)+f(x-1)=0,则-f'(-x-1)+
f'(x-1)=0,
故f'(x-1)=f'(-x-1),故B正确;
对于C,因为g(x-1)=xf(x-1),

g(-x-1)=-xf(-x-1)=xf(x-1),
故g(x-1)=g(-x-1),
故g'(x-1)=-g'(-x-1),故C错误;
对于D,因为f(x)为 R上的增函数,
故f'(x)≥0,
而f(-1)=0,故当x>-1时,f(x)>0,当x<-1时,

f(x)<0,
故当x>-1时,g'(x)>0,当x<-1时,g'(x)<0,
故g(x)在(-∞,-1)上单调递减,在(-1,+∞)上 单 调

递增,
而g(x-1)=g(-x-1),故x=-1为g(x)的图象的对称

轴,

故g(-1- 1.04)=g(-1+ 1.04),

设s(x)=-1+ 1+2x -ln(1+x),其 中0<x<1,

s'(x)=
1
1+2x

-
1

x+1=
x+1- 1+2x
(x+1) 1+2x

=
x2+2x+1- 1+2x
(x+1) 1+2x

>0,

故s'(x)在(0,1)上单调递增,
故s(x)>s(0)=0,

故-1+ 1+2x>ln(1+x),故-1+ 1+2×0.02

>ln(1+0.02),故-1+ 1.04>ln
 

1.02,

故g(ln
 

1.02)<g(-1+ 1.04),

即g(ln
 

1.02)<g(-1- 1.04),故D正确.
故选ABD.]

12.-
1
9 

[依题意,tan
 

αtan
 

β=
sin

 

αsin
 

β
cos

 

αcos
 

β
=2,则sin

 

αsin
 

β=

2cos
 

αcos
 

β,

由cos(α-β)=
1
3
,得cos

 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β=
1
3
,

解得cos
 

αcos
 

β=
1
9
,

所以cos(α+β)=cos
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=-cos
 

αcos
 

β=-
1
9.]

13.
2
5 

[由题意可知从甲袋中任取2个球有两种情况,2个白

球或1个白球1个红球.

①从甲袋中取出2个白球的概率为
C24
C25
=
6
10=

3
5
,

放入乙袋后,乙袋此时有4个白球,2个红球,取到红球的概

率为
2
6=

1
3.

②从甲 袋 中 取 出1个 白 球1个 红 球 的 概 率 为
C14C11
C25

=
4
10

=
2
5
,

放入乙袋后,乙袋此时有3个白球,3个红球,取到红球的概

率为
3
6=

1
2
,

综上两种情况可知,从甲袋中任取2个球放入乙袋,再从乙

袋中任取一球为红球的概率P=
3
5×

1
3+

2
5×

1
2=

2
5.]

14.-4 [设F,G 分别为BC,DE 的中点,连接AF,FG,
因为正三角形ABC 和正方形BCDE 的边长均为4,

所以AF⊥BC,AF= 42-22=23,
在 正 方 形 BCDE 中,FG∥CD,

FG⊥BC,FG=CD=4,
所以∠AFG 为二面角A-BC-D
的平面角,
又因为二面角A-BC-D 的大小

为
π
6
,

所以∠AFG=
π
6
,所以AC→·BD→= AF→+12BC→  ·(BC→+

FG→)

=AF→·BC→+AF→·FG→+12BC→2+
1
2BC→·FG→=23×4×

-cos
π
6  +12×42=-4.]

小题满分练(四)

1.D [因为i(-2-3i)=3-2i,所以对应的点为(3,-2),在第

四象限.故选D.]

2.A [由x2-x-12<0,得-3<x<4,所以B={x|-3<
x<4}.
由 A = {-4,-3,-2,-1,0,1,2},得 A ∩B =
{-2,-1,0,1,2}.故选A.]

3.B [根 据 OA→·AC→=-1,OC→·AC→=1可 得 OC→·AC→-
OA→·AC→=(OC→-OA→)·AC→=|AC→|2=2,解得|AC→|= 2,

在△ABC 中,由正弦定理可知
AB

sin∠ACB=
AC

sin∠ABC
,

即sin∠ABC=
2
2sin∠ACB≤

2
2.

因为 2<2,即AC<AB,所以∠ABC<∠ACB,所以∠ABC

为锐角,所以∠ABC 的最大值为
π
4.故选B.]

4.A [因为tan(α-2β)=1,tan(α+2β)=2,
所以tan

 

2α=tan[(α-2β)+(α+2β)]

=
tan(α-2β)+tan(α+2β)
1-tan(α-2β)·tan(α+2β)

=
1+2
1-1×2=-3.

故选A.]

5.A [由 题 意 有 a=30.2>1,b=log52=
1

log25
,c=log32

=
1

log23
,

又y=log2x 在(0,+∞)上单调递增,

所以1<log23<log25,所以1>
1

log23
>
1

log25
,所以1>c>b,

所以a>1>c>b,即a>c>b.故选A.]

6.B [由题意知,f(x)在(1,+∞)上单调递增,可得a>1,

f(x)在(-∞,1]上单调递增,
可得f'(x)=3x2-6x+a≥0在(-∞,1]上恒成立,
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即a≥-3x2+6x=-3(x-1)2+3在(-∞,1]上恒成立,
又当x=1时,-3(x-1)2+3取最大值为3,所以a≥3,

又f(x)=
x3-3x2+ax+2a-5,x≤1,

alogax+2a,x>1 
 

是 定 义 在 R 上 的 增

函数,
所以1-3+a+2a-5≤2a,解得a≤7,
综上,实数a 的取值范围为[3,7],故选B.]

7.C [设|AF2|=m,
则|BF2|=m,由 双 曲 线 定 义 可

知|AF1|=m +2a,|BF1|
=m-2a,
则|AB|=|AF1|-|BF1|=4a,
又△ABF2 为等腰直角三角形,

则|AB|=2|AF2|,

即4a= 2m,得m=22a,

则|AF2|=22a,|AF1|=(22+2)a,
在△AF1F2 中,由余弦定理的推论得

cos∠F1AF2=
|AF1|2+|AF2|2-|F1F2|2

2|AF1|·|AF2|
,

即
2
2=

[(22+2)a]2+(22a)2-4c2

2·(22+2)a·22a
,

整理可得c2=3a2,所以e2=
c2

a2
=3,e= 3.故选C.]

8.B [函 数y=x3,y=x 均 为 奇 函 数 且 为 增 函 数,则 函 数

f(x)=x3+x 为奇函数且 为 增 函 数,由 数 列{an}是 等 差 数

列,得a1+a2 

025=2a1 

013<0,即a1<-a2 

025,
于是f(a1)<f(-a2 

025)=-f(a2 

025),
即f(a1)+f(a2 

025)<0,同理f(a2)+f(a2 

024)<0,

f(a3)+f(a2 

023)<0,…,f(a1 

012)+f(a1 

014)<0,

f(a1 

013)<0,
因此f(a1)+f(a2)+f(a3)+…+f(a2 

024)+f(a2 

025)<0.
故选B.]

9.ABD [给定数据由小到大排列为5.5,8.0,8.0,8.5,8.5,8.5,

9.0,对于A,平均数x=
5.5+2×8.0+3×8.5+9.0

7 =8.0,中位

数为8.5,A正确;
对于B,由7×80%=5.6,得这组数据的80%分位数为8.5,B
正确;
对于C,这组数据的众数为8.5,C错误;

对于D,新数据组的平均数为
2×8.0+3×8.5

5 =8.3,D正确.

故选ABD.]

10.AC [由题意知,等边△ABC 的面积为
1
2×6×6×

3
2 =

93,

等边△A1B1C1 的面积为
1
2×2×2×

3
2= 3

,又正三棱台

形容器ABC-A1B1C1 的高为2,所以正三棱台形容器ABC-

A1B1C1 的 体 积 为
1
3 ×2×

(9 3+ 3+ 93× 3)

=
263
3
,

故A正确;

设BC的中点为M,B1C1 的中点为

M1,△ABC的中心为O,△A1B1C1
的中 心 为 O1,则 MM1 为 侧 面

梯形的高,如图所示,
在截面 AA1M1M 中,OO1=2,

AM = 33,A1M1 = 3,又

AO→=2OM→,A1O1
→=2O1M1

→,

所以 MM1= 22+ 23
3  

2

=
43
3
,

所以正三棱台形容器 ABC-A1B1C1 的侧 面 积 为3×
1
2×

(2+6)×
43
3 =163,故B错误;

设 等 边 △DEF 的 边 长 为 x,由 △ABC∽ △DEF,所 以

2-
3
2
2 =

x-2
6-2

,解得x=3,即DE=3,故C正确;

等边△DEF 的 面 积 为
1
2 ×3×3×

3
2 =

93
4
,正 三 棱 台

ABC-DEF 的高为
3
2
,

所 以 水 的 体 积V正三棱台ABC-DEF =
1
3 ×

3
2 × 9 3+934 +

93×
93
4  =6338 ,故D错误.

故选AC.]

11.BCD [如图,P(x0,y0)是正方形

ABCD 边上的动点,故|OP|≤ 2,
又a>2,
所以 P(x0,y0)在圆:x2+y2=a
的内部,即x2

0+y2
0<a,

所以圆 心(0,0)到 直 线l:x0x+

y0y=a 的 距 离 d =
a

x2
0+y2

0

> a,

所以直线l与圆x2+y2=a 相离,故A错误;

若P(1,0),此时l:x=a,
当x0=1,-1≤y0≤1且y0≠0时,直线l:x+y0y=a 过定

点T(a,0),

由-1≤y0≤1且y0 ≠0,可 得-
1
y0
∈(-∞,-1]∪[1,

+∞),

所以直线l的倾斜角的取值范围为 π4,π2 ∪ π2,3π4 ,
因为OQ 与直线l垂直,所以曲线Γ 是以OT=a 为直径的

右半圆,如图所示,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

382



其余类型同理可得,故曲线Γ 如图所示:

故曲线 Г 的 周 长 为2aπ,面 积 为 a2+2×π× a
2  

2

=

1+
π
2  a2,故BC正确;

又O 与曲线Γ 上点的距离d≥
2
2a,且a>2,

故d> a,故圆O:x2+y2=a 与曲线Γ 没有公共点,D正

确.故选BCD.]

12.-1 [由题意有f(-x)=-f(x)⇒

ln 4
-x-2-a  =-ln 4

x-2-a  ,
所以ln -

4
x+2-a  +ln 4

x-2-a  =0⇒
ln -

4
x+2-a  4

x-2-a    =0,
即 -

4
x+2-a  4

x-2-a  =1,
化简整理得(a+1)[(x2-4)a-(x2+12)]=0,解得a=
-1.经验证,当a=-1时,原函数定义域为x>2或x<
-2,关于原点对称,满足题意,故a=-1.]

13.1 [f(x)=cos
 

x-3sin
 

x=2 cos 

xcos
π
3-sin

 

xsin
π
3 =

2cos x+π3 ,
当x∈[0,π]时,x+

π
3∈

π
3
,4π
3  ,

所以由余弦函数的性质可知,当x+
π
3=

π
3

时,即x=0时,

有f(x)max=1.]

14.12 [设编号为n 的蓝色珠子为An,编号为n 的绿色珠子为

Bn,
当同一个颜色的珠子取出个数为3个时,例如:A1,A2,A3,

B1,无论怎么排列均无法满足相同颜色不相邻,舍去,所以

取出的珠子中蓝色和绿色的个数均为2个,
当选取的蓝 色 和 绿 色 珠 子 编 号 为 两 组 相 同 编 号 时,例 如:

A1,A2,B1,B2 时,当满足相同颜色不相邻时,无法满足相

同编号不相邻,舍去,所以取出的珠子一定为两个蓝色两个

绿色珠子,且蓝色和绿色珠子只有一个编号相同,例如:A1,

A2,B1,B3,所有取出情况如下:

A1,A2,B1,B3;A1,A2,B2,B3;A1,A3,B1,B2;A1,A3,

B2,B3;A2,A3,B1,B3;A2,A3,B1,B2.
即共有6种取出方式,排列例如:A1B2A3B1、B1A3B2A1,
相同编号只能在最前和最后,
一种选取方式下共有C12=2种排列方式,所以总的排列方

式有6×2=12种.]

小题满分练(五)

1.C [∵ x<2,∴0≤x<4,

∴M={x|0≤x<4},又 N={-2,-1,0,1,2},∴M∩N=
{0,1,2}.故选C.]

2.D [因为z(1+i)=2i,所以z=
2i
1+i=

2i(1-i)
(1+i)(1-i)=1+i

,

所以|z|= 12+12= 2.故选D.]

3.D [因为b⊥(b-4a),所以b·(b-4a)=0,
所以b2-4a·b=0,即4+x2-4x=0,解得x=2,
故选D.]

4.C [由于sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β,sin(α-β)

=sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β,
那么sin

 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=3sin
 

αcos
 

β-3cos
 

αsin
 

β,

所以4cos
 

αsin
 

β=2sin
 

αcos
 

β,则
tan

 

α
tan

 

β
=2.故选C.]

5.B [对 于 A,T=
2π
π =2

,因 为 f
1
4  =sinπ4= 2

2
,

f
5
6  =sin 5

6π  =12,
所以函数f(x)=sin

 

πx 在(0,1)内不单调递增,故A错误;

对于B,f(x+2)= sin π
2x+π  = sin

π
2x =f(x),

所以函数f(x)的周期为2,

当0<x<1时,f(x)= sin
π
2x

=sin
π
2x,因为0<

π
2x<

π
2
,

函数y=sin
 

x 在 0,
π
2  内单调递增,

所以函数f(x)= sin
π
2x 在(0,1)内单调递增,故B正确;

对于C,因为f
1
4  =cosπ2=0,f 1

2  =cos 

π=-1,

所以函数f(x)=cos
 

2πx 在(0,1)内不单调递增,故C错误;

对于D,当x∈(0,1)时,πx∈(0,π),又πx≠
π
2
,所以函数

f(x)=tan
 

πx 不满足题意,故D错误.
故选B.]

6.C [设双曲线的方程为
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0),则把点(1,

1)的坐标代入方程,得1
a2
-
1
b2
=1 ①.

因为渐近线的方程为y=±
b
ax,且双曲线的两条渐近线的

夹角为60°,所以渐近线y=
b
ax 的倾斜角为30°或60°.

若倾斜角为30°,则
b
a =tan

 

30°=
3
3
,a= 3b ②,

把②代入①,得-
2
3b2
=1,无解;

若倾斜角为60°,则
b
a =tan

 

60°= 3,b= 3a ③,

把③代入①,得
2
3a2
=1,所以a2=

2
3
,所以b2=3a2=2,所以

离心率e= 1+
b2

a2
=2.故选C.]
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7.C [设圆锥底面半径为r,由题意可得

2πr=23π,

解得r= 3,
如图,作出图形的轴截面,其中E,B 分

别为圆台的上、下底面圆的圆心,

则CB= AC2-AB2=3,

CE
CB=

DE
AB=

1
3
,可得CE=1,BE=2,

V=
1
3× π×3+π×13+ π×3×π×

1
3 ×2=26π9 .故

选C.]

8.B [法一:由曲线y=ex-1 与曲线y=aln
 

x+a(a>0)只有一

个公共点,
得方程ex-1=a(ln

 

x+1)只有一个实数解,而a>0,则只考

虑x>
1
e
,即a=

ex-1

ln
 

x+1
,令f(x)=

ex-1

ln
 

x+1x>
1
e  ,

则f'(x)=
ex-1 1+ln

 

x-
1
x  

(ln
 

x+1)2 x>
1
e  ,

而u(x)=1+ln
 

x-
1
x

在 1
e
,+∞  上 单 调 递 增,且

u(1)=0,

所以当x∈ 1
e
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

而x→
1
e

时,f(x)→+∞;x→+∞时,f(x)→+∞,所 以

a=f(1)=1.
法二:由曲线y=ex-1 与曲线y=aln

 

x+a(a>0)只有一个

公共点,
则曲线y=ex-1 与曲线y=aln

 

x+a(a>0)只有一个公切

点,设其坐标为(x0,y0),

所以
y0=e

x0-1=aln
 

x0+a,

e
x0-1=

a
x0
, 

即
a
x0
=aln

 

x0+a,所以
1
x0
=ln

 

x0+1,

设h(x)=
1
x-ln

 

x-1,则h(x)在(0,+∞)上单调递减,而

h(1)=0,
所以x0=1,所以a=1.
法三:由于函数y=ex-1 的反函数为y=ln

 

x+1,两函数关

于y=x 对称,
由于y'=ex-1,令ex-1=1,则x=1,即函数y=ex-1 与函数

y=x 相切于点(1,1),

同理,y'=
1
x
,令1

x =1
,x=1,即函数y=ln

 

x+1
 

与 函 数

y=x 也相切于点(1,1),
于是函数y=ex-1 与函数y=ln

 

x+1相切于点(1,1),由选

项可知,a=1.
故选B.]

9.BCD [由题表中的数据可知

x=
12+14+16+18+20

5 =16,

y=
17+16+14+13+11

5 =14.2.

对于A,

由r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

,

知样本相关系数的正负取决于分子,又

∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=(-4)×2.8+ -2  ×1.8+0×

-0.2  +2× -1.2  +4× -3.2  =-30<0,故A错误;
由变量x 与y 的平均值,得样本点中心为 16,14.2  ,经验回

归直线必过样本中心点 16,14.2  ,故B正确;
将 16,14.2  代入ŷ=̂bx+26.2中,
得14.2=̂b×16+26.2,解得b̂=-0.75,
所以b̂=-0.75<0,故C正确;
因为b̂=-0.75,所以经验回归方程为ŷ=-0.75x+26.2,
当x=22时,̂y=-0.75×22+26.2=9.7,所以若该产品的

零售价定为22元,则可预测销售量是9.7万件,故D正确.故
选BCD.]

10.AC [∵f(-x)=
cos(-x)
(-x)2+1

=
cos

 

x
x2+1

=f(x),且定义域关

于原点对称,∴f(x)是偶函数,故A正确;

由f(x)=0,得cos
 

x=0,x=±
π
2
,

∴f(x)有2个零点,故B错误;

∵-1≤cos
 

x≤1,0<
1

x2+1
≤1,∴ -1≤ -

1
x2+1

≤

cos
 

x
x2+1

≤
1

x2+1
≤1,

即-1≤f(x)≤1,函数f(x)的最大值出现在分子cos
 

x 取

最大值1且分母x2+1取最小值1时,即x=0.
此时f(0)=1.
当x=-π时,cos

 

x=-1,x2+1=1不能同时成立,取不

到-1,得-1<f(x)≤1,故C正确,D错误.
故选AC.]

11.AD [对于A选项,设P(x,y),由动点P 到F1 的距离和

它 到 直 线 l:x = -4 的 距 离 的 比 是 常 数
1
2
,得

(x+1)2+y2

|x+4| =
1
2
,化简得曲线C 的方程为

x2

4+
y2

3=1
,

故A正确;
对于B选项,假设存在∠F1PF2=90°,

则|PO|=
1
2|F1F2|=1,

因为PO 的最小值为b= 3>1,与假设矛盾,所以假设不

成立,
即不存在点P,使得∠F1PF2=90°,故B错误;
对于 C 选 项,设 A (x1,y1),B(x2,y2),联 立 得 方 程

组
y=2x,

x2

4+
y2

3=1
, 

消去y 并化简得,19x2-12=0,由 根 与 系 数 的 关 系 可 得,

x1+x2=0,x1 ·x2= -
12
19
,所 以|AB|= 1+k2 ·

(x1+x2)2-4x1x2=
4 285
19

≠
133
6
,故C错误;

对于D选项,由题知A,B 关于原点对称,
设A(x1,y1),则B(-x1,-y1),
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设P(x0,y0)(x0≠±x1),
因为点A(x1,y1),P(x0,y0)是曲线C 上的点,

所以y2
1=3-

3
4x2

1,y2
0=3-

3
4x2

0,

由k1=
y0-y1

x0-x1
,k2=

y0+y1

x0+x1
,

得k1·k2=
y2
0-y2

1

x2
0-x2

1

=
3-
3x2

0

4 - 3-
3x2

1

4  
x2
0-x2

1
=
-
3
4
(x2

0-x2
1)

x2
0-x2

1

=-
3
4
,

故D正确.
故选AD.]

12.240 [2x+
1
x2  

6

的 展 开 式 的 通 项 Tk+1=Ck
6(2x)6-k ·

1
x2  

k

=26-kCk
6x6-3k,

令6-3k=0,得k=2,故常数项为T3=24C26=240.]

13.6 [设 等 比 数 列{an}的 公 比 为q,由 于a1a3=a22=9,则

a2=±3,

若a2=-3,则a4=12=a2q2=-3q2,q2=-4<0矛盾,

则a2=3,此时a4=6,q2=
a4
a2
=2符合.

所以a4=6.]

14.6 [设P(x0,y0),则y2
0=4x0,圆C 的圆心C(4,0),半径

为r,
由 PA,PB 切 圆C 于 点 A,B,得 PC⊥AB,PA⊥AC,

PB⊥BC,

则|AB|·|PC|=2S四边形PACB=4S△PAC=2|PA|·|AC|

=2r |PC|2-r2

=2r (x0-4)2+y2
0-r2

=2r x2
0-4x0+16-r2

=2r (x0-2)2+12-r2≥2r 12-r2,
当且仅当x0=2时,等号成立,

可知|AB|·|PC|的最小值为2r· 12-r2=12,
整理可得r4-12r2+36=0,解得r2=6,

又r>0,所以r= 6.]

小题满分练(六)

1.C [因为A={x||x|<3,x∈Z},B={x|3x2-8x-3<0},

所以A={-2,-1,0,1,2},B= x -
1
3<x<3  ,故 A∩

B={0,1,2}.
故选C.]

2.A [∵z=
5
2+i=

5(2-i)
(2+i)(2-i)=2-i

,

∴z=2+i,|z-z|=|-2i|=2.
故选A.]

3.A [依 题 意,可 得tan
 

α=2,所 以tan
 

2α=
2tan

 

α
1-tan2α

=

4
1-4=-

4
3.故选A.]

4.D [∵每名教师抽到问题A 的概率为
C28
C39
=
1
3
,

由题意可知X~B 6,
1
3  ,∴E(X)=6×13=2.故选D.]

5.B [由题意得|b|cos<a,b>=
a·b
|a|=

3
3
2

=2>0,∴b 在a 上

的投影向量为|b|cos<a,b>·
a
|a|=

2
3
2

a=
43
3a.故选B.]

6.A [由题意,设F1(0,- 2),F2(0,2),P(-1,2),

则|F1F2|=2c=22,

|PF1|= (-1)2+(2+ 2)2=3,

|PF2|= (-1)2+(2- 2)2=1,

则2a=|PF1|+|PF2|=4,则e=
2c
2a=

22
4 =

2
2
,所以椭圆

的离心率为
2
2.

故选A.]

7.B [设该圆锥的底面半径为r,因为该圆锥的轴截面为直角

三角形,

所以该圆锥的高为r,则该圆锥的体积为
1
3πr

3.

设球O 的半径为R,则R2=(|R-r|)2+r2=(R-r)2+r2,

解得R=r,则球O 的体积为
4π
3R3=

4π
3r

3.

所以该圆锥与球O 的体积之比为

1
3πr

3

4
3πr

3
=
1
4.]

8.D [法一:由题意可知,0<a<1,0<b<1,0<c<1.

则
a
b =

log32
log54

=
lg

 

2
lg

 

3×
lg

 

5
lg

 

4=
lg

 

2
lg

 

3×
lg

 

5
2lg

 

2=
lg

 

5
2lg

 

3=
lg

 

5
lg

 

9<1
,所

以a<b.

则
b
c =

log54
log98

=
lg

 

4
lg

 

5×
lg

 

9
lg

 

8=
2lg

 

2
lg

 

5×
lg

 

9
3lg

 

2=
2lg

 

9
3lg

 

5=
lg

 

81
lg

 

125<

1,所以b<c.所以a<b<c.
故选D.

法二:a=
1

log23
,b=

1
log45

=
1

log2 5
,c=

1
log89

=
1

log2
39
,易知

a<b<c.]

9.BCD [A选项,10×(3a+5a+8a+3a+a)=1,
解得a=0.005,故A错误;

B选项,由频率分布直方图可知,估计该年级学生物理成绩的

均值为

0.005×10×(3×55+5×65+8×75+3×85+1×95)=72,
故B正确;
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C选项,∵成绩在[50,70)的频率为10×(3+5)×0.005=
0.4<0.5,
成绩在[50,80)的 频 率 为10×(3+5+8)×0.005=0.8>
0.5,

∴ 估 计 该 年 级 学 生 物 理 成 绩 的 中 位 数 为 70 +
0.5-0.4

8×0.005×10×10=72.5
,故C正确;

D选项,估计该年级物理成绩在80分及以上的学生人数为

0.005×10×(3+1)×1
 

200=240,故D正确.故选BCD.]

10.AB [对于A,因为函数f(x)=sin
 

xcos
 

2x 的定义域为R,又

f(-x)=sin(-x)cos(-2x)=-sin
 

xcos
 

2x=-f(x),所以函数

f(x)为奇函数.
又 因 为 f (2π+x)=sin(2π+x)cos(4π+2x)=
sin

 

xcos
 

2x=f(x),所以函数f(x)为周期函数,故选项 A
正确;

 

对于B,若函数f(x)的图象关于直线x=
π
2

对称,则f(π-

x)=f(x)成立,
因为 f (π-x)=sin(π-x)cos(2π-2x)=
sin

 

xcos
 

2x=f(x),所以f(π-x)=f(x),故选项B正确;
对于C,因为函数f(x)=sin

 

xcos
 

2x=sin
 

x-2sin3x,令
sin

 

x=t(-1≤t≤1),则函数可化为y=g(t)=t-2t3,

g'(t)=1-6t2,令g'(t)>0,解得-
6
6<t<

6
6
,

所以y=g(t)在 -1,-
6
6

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  和 66,1 上 单 调 递 减,在

-
6
6
,6
6  内单调递增,又因为g(-1)=1,g 6

6  = 66-
2×

6
36=

6
9 <1

,所 以 函 数f(x)的 最 大 值 为1,故 选 项 C

错误;
对于D,因为f'(x)=cos

 

xcos
 

2x-2sin
 

xsin
 

2x,若函数

f(x)在 0,
π
2  内单调递增,则f'(x)≥0在 0,

π
2  内恒成

立,取x=
π
4
,则f'

π
4  =0-2× 22×1=- 2<0,故选项

D错误.
故选AB.]

11.AC [对于A,根据题意,a=2,b=

1,则c= 3,故e=
c
a =

3
2
,故 A

正确;对于B,C,设Q(x,y),-2≤

x≤2,则
x2

4+y
2=1,而圆O:x2+

y2=5的圆心O(0,0),半径r= 5,则|OQ|= x2+y2=

x2+1-
x2

4 =
3
4x2+1,因为-2≤x≤2,所以0≤x2≤

4,则1≤
3
4x2+1≤4,所 以1≤

3
4x2+1≤2,即1≤

|OQ|≤2,所以|PQ|的最 小 值 为r-2= 5-2,最 大 值 为

r+2= 5+2,故B错 误,C正 确;对 于 D,设 P(x0,y0),

x2
0+y2

0=5,过点P 的直线方程为y-y0=k(x-x0),联立

y-y0=k(x-x0),

x2

4+y
2=1, 消 去 y 并 整 理 得(1+4k2)x2+8k

(y0-kx0)x+4(y0-kx0)2-4=0,根据直线与椭圆相切,

则Δ=[8k(y0-kx0)]2-4(1+4k2)[4(y0-kx0)2-4]=
0,化简可 得,(x2

0-4)k2-(2x0y0)k+y2
0-1=0,可 知

k1,k2 是方程的两个根,所以k1k2=
y2
0-1

x2
0-4

=
4-x2

0

x2
0-4

=-1,

所以k21+k22≥2|k1k2|=2,当且仅当|k1|=|k2|时取等号,
故D错误.故选AC.]

12.0 [∵f(2)=log1
2
2=-1,∴f(f(2))=f(-1)=0.]

13.
π
2 

[如图,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,DC∥A1B1,直

线A1P 与DC 所成的角为
π
6
,

即直 线 A1P 与 直 线A1B1 所

成的角为
π
6
,故动点P 所围成

的图形是高为 3,底面半径为

1,母线长为2的圆锥侧面的四

分之一.即动点P 所围成的图

形 的 面 积 为
1
4 ×π×1×2

=
π
2.]

14.
5
21 

[和为5有2种组合,和为6有2种组合,和为7有3种

组合,和为8有3种组合,和为9有4种组合,和为10有4
种组合,和为11有5种组合,和为12有4种组合,和为13
有4种组合,和为14有3种组合,和为15有3种组合,和为

16 有 2 种 组 合,和 为 17 有 2 种 组 合,所 以 P =
4×(C22+C23+C24)+C25

C410
=
5
21.]

小题满分练(七)

1.D [对于A,数据全部为6,相等,没有波动,所以方差为0.

对 于 B,平 均 数 为
5+5+6+7+7

5 = 6,方 差 s2 =

2×(5-6)2+(6-6)2+2×(7-6)2

5 =0.8.

对于C,平均数为
4+5+6+7+8

5 =6,

方差s2=
(4-6)2+(5-6)2+(6-6)2+(7-6)2+(8-6)2

5
=2.

对 于 D,平 均 数 为
4+4+6+8+8

5 = 6,方 差 s2 =

2×(4-6)2+(6-6)2+2×(8-6)2

5 =3.2.

通过比较可知,选项D的方差最大.故选D.]

2.D [由4x2-y2=4,得x2-y
2

4=1
,

所以a2=1,b2=4,得c2=a2+b2=5,

所以双曲线的离心率e=
c
a = 5.

故选D.]

3.B [在四边形ABCD 中,若AC→=AB→+AD→,则四边形 AB-
CD 为平行四边形,
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若AC→⊥BD→,则 平 行 四 边 形 ABCD 为 菱 形,但 不 一 定 为 正

方形,

当四边 形 ABCD 是 正 方 形 时,必 有 AC⊥BD,即 有 AC→

⊥BD→,

故“AC→⊥BD→”是“四 边 形 ABCD 是 正 方 形”的 必 要 不 充 分

条件.
故选B.]

4.A [因为α∈ 0,
π
2  ,则π4<α+π4<3π4,

所以sinα+
π
4  = 1-cos2 α+

π
4  = 1- 3

5  
2

=
4
5
,

因此sin
 

α=sin α+
π
4  -π4  

=sinα+
π
4  cosπ4-cos α+π4 sinπ4

=
4
5×

2
2-

3
5×

2
2=

2
10.

故选A.]

5.A [由题意有Tk+1=Ck
4(1-2x)4-k·(-y)k

=Ck
4(-1)k(1-2x)4-kyk,

当k=1时,有(1-2x)3y,(1-2x)3 中x2 的系数为

C23(-2x)2=12x2,

所以x2y 的系数为C14(-1)1×12=-48.
故选A.]

6.A [由(1+i)z=i,得z=
i
1+i=

i(1-i)
(1+i)(1-i)=

i-i2

2 =
1
2+

1
2i
,

则|z|=  12 
2

+ 12 
2

=
2
2.]

7.D [取 BC 的 中 点Q,连 接

B1Q,DQ.
因为正方形BB1C1C 中,

CQ=B1P=
1
2
,CQ∥B1P,

所以 四 边 形 B1PCQ 是 平 行

四边形,可得CP∥B1Q,
所以∠DB1Q(或 其 补 角)就

是异面直线CP 与B1D 所成的角,

Rt△PC1C 中,CP= PC2
1+CC2

1=
5
2
,同理可得DQ=

5
2
,

在△B1DQ 中,B1D= 3,由余弦定理的推论得

cos∠DB1Q=
3+
5
4-

5
4

2× 3×
5
2

=
15
5
,

所以异面直线CP 与B1D 所成角的余弦值为
15
5 .故选D.]

8.C [由 题 意 可 知,数 列{an}:2,5,8,11,14,17,20,23,26,

29,…,
数列{bn}:1,5,9,13,17,21,25,29,33,37,…,
将集合A 中的元素由小到大进行排序,构成数列{cn}:5,17,

29,…,
易知数列{cn}是首项为5,公差为12的等差数列,则cn=5+
12(n-1)=12n-7,

由cn=12n-7≤2
 

026,可得n≤
2

 

033
12 =169

5
12
,

因此,集合A∩{n|n≤2
 

026,n∈N*}中元素的个数为169.
故选C.]

9.AB [f(x)=2sinx+
π
4  cosx+

π
4  

=sin
 

2x+
π
4  =sin2x+π2  

=cos
 

2x,∴f(x)max=1,故A正确;

最小正周期T=
2π
2=π

,故B正确;

当x∈ 0,
π
2  时,t=2x∈(0,π),

∵y=cos
 

t在(0,π)内单调递减,

∴f(x)在 0,
π
2  内单调递减,故C错误;

f
π
4  =cosπ2=0,x=π4不是函数f(x)的图象的对称轴,

故D错误.故选AB.]

10.ABD [由题设an+1-an=d 为定值,则2
an+1

2
an
=2

an+1-an=

2d>0且为定值,A正确;

若{bn}是首项为1,公比为2的等比数列,则Tn=
1-2n

1-2=

2n-1,B正确;

对于数列
Sn

n-1  ,n=1时无意义,故不可能为等差数列,C

错误;
若{bn}的公比为q,则{b2n}是首项为b21,公比为q2 的等比数

列,D正确.故选ABD.]

11.AC [f'(x)=3x2-2x-1=(3x+1)(x-1),∀a∈R,令

f'(x)=0,得x1=-
1
3
,x2=1,

当x∈ -∞,-
1
3  时,f'(x)>0,f(x)单调递增;当x∈

(1,+ ∞)时,f'(x)>0,f (x)单 调 递 增;当 x ∈

-
1
3
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

∀a∈R,f(x)都有两个极值点-
1
3
,1,故A选项正确;

因 为 当 x→ + ∞ 时,f(x)→ + ∞;当 x→ - ∞ 时,

f(x)→-∞,所以函数f(x)至少有一个零点,

f(x)的极大值f -
1
3  =-127-19+13+a=527+a(a

∈R),f(x)的极小值f(1)=1-1-1+a=-1+a(a∈R),

当a+
5
27<0

,即a<-
5
27

时,a-1<0,

所以函数f(x)与x 轴仅有一个交点,
不满足∀a∈R,f(x)都有三个零点,故选项B错误;
函数f'(x)=3x2-2x-1是开口向上的二次函数,且为轴

对称,此时对 称 轴 的 横 坐 标 即 为 函 数f(x)对 称 中 心 的 横

坐标,

令t(x)=f'(x)=3x2-2x-1,t'(x)=6x-2=0,x=
1
3
,

∀a∈R, 13,a-1127 是 曲 线 C 的 对 称 中 心,故 选 项 C

正确;
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由三次函数图象的性质知∀a∈R,曲线C 没有对称轴,选项

D错误.故选AC.]

12.
32
3 

[由已知,将三棱锥放在长

方体中,如图所示.
所以三棱锥A-BCD 的外接球即

为长方体的外接球,
设三棱锥A-BCD 的外接球的半

径为R,
因为三棱锥A-BCD 的外接球的表面积为48π,所以4πR2=

48π,解得R=23,
因为BC=CD=4,

所以23=
1
2 42+42+AB2,解得AB=4,

所以该鳖臑的体积为VA-BCD=
1
3S△BCD ·AB=

1
3×

1
2×

4×4×4=
32
3.]

13.
1
5 

[6个人拿6把钥匙共有 A66 种不同的拿法,记甲、乙恰

好对门为事件A,则事件A 包括甲、乙拿了301与302,其余

4人随意拿,共2A44 种;

甲、乙拿了303与304,其余4人随意拿,共2A44 种;

甲、乙拿了305与306,其余4人随意拿,共2A44 种,

所以甲、乙两人恰好对门的拿法共有6A44 种.

则甲、乙两人恰好对门的概率P(A)=
6A44
A66
=
1
5.]

14.23 [如 图,因 为 抛 物 线 C 的 焦 点

F(1,0),所以p
2=1

,解得p=2,

则抛物线C 的方程为y2=4x,准线方

程为x=-1,T(-1,0),
易知直线l的斜率存在,设直线l的

方程 为y=k(x+1),A(x1,y1),

B(x2,y2),

联立
y2=4x,

y=k(x+1), 整 理 得k2x2+(2k2-4)x+k2=0,

Δ>0,

由根与系数的关系得x1+x2=-
2k2-4

k2
,x1x2=1,

又|FA|=x1+1,|FB|=x2+1
 

,
且|FA|=3|FB|,
所以x1+1=3(x2+1),即x1=3x2+2,代入x1x2=1,

整理得3x2
2+2x2-1=0,解得x2=

1
3

或x2=-1(舍),

所以x1=3,y2
1=4x=12,所以|y1|=23,

S△TFA=
1
2|TF||y1|=23.]

小题满分练(八)

1.B [由lg
 

x<1得,lg
 

x<lg
 

10,所以0<x<10,所以 A=
{x|0<x<10},
对于集合B,因为k∈Z,所以当k=0时,x=1;
当k=1时,x=5;当k=2时,x=9,
所以A∩B={1,5,9}.故选B.]

2.A [由z=
1
2+i=

2-i
(2+i)(2-i)=

2
5-

1
5i
,则z=

2
5+

1
5i
,

所以z·z= 25-15i  25+15i =15.

故选A.]

3.B [由抛物线方程可知,抛物线焦点在y 轴正半轴,且2p=

8,所以所求准线方程为y=-
p
2=-2.

]

4.C [三种颜色的涂法有两种,即A 与D 同色或B 与C 同色,
所以恰好使用3种颜色的涂法有C34·(A33+A33)=48种.
故选C.]

5.A [已知等比数列{an},则a1a8=a4a5=2a4,

因为a4≠0,所以a5=2,则a3a7=a25=4,

又a3+a7=
17
2
,所以a3=

1
2
,a7=8或a7=

1
2
,a3=8,

因为等比数列{an}为递增数列,则a3=
1
2
,a7=8,且公 比

q>0,

所以
a7
a3
=q4=

8
1
2

=16,则q=2,

故a1=
a3
q2
=
1
8.

故选A.]

6.B [因为f(x)=ex-aln(ax-a)+a>0(a>0)恒成立,所

以
ex

a >ln
(x-1)+ln

 

a-1,所以ex-ln
 

a+x-ln
 

a>ln(x-

1)+x-1,即ex-ln
 

a+x-ln
 

a>eln(x-1)+ln(x-1).
令g(x)=ex+x,易得g(x)在(1,+∞)上 单调递增,所以

x-ln
 

a>ln(x-1),则有-ln
 

a>ln(x-1)-x.因为ln(x-
1)-x≤x-2-x=-2,所以-ln

 

a>-2,解得0<a<e2.所

以实数a 的取值范围为(0,e2).]

7.C [x+
1
x  

6

的展开式的通项公式 Tk+1=Ck
6x6-kx

-k
2=

Ck
6x

6-3k2,k=0,1,2,3,4,5,6,取k=3,可得T4=C36x
3
2,

令6-
3k
2=2

,则k=
8
3∉N,即 x+

1
x  

6

中不含平方项,

所以(x-2)x+
1
x  

6

的展开式中x2 的系数为C36=20.

故选C.]

8.B [函数f(x)=x3-6x+7,对其求导得f'(x)=3x2-6.
设切点为(a,f(a)),则切线斜率为f'(a)=3a2-6.
又f(a)=a3-6a+7,
所以切线方程为y-(a3-6a+7)=(3a2-6)(x-a),
化简得y=(3a2-6)x-2a3+7.
将切线l方程和曲线y=f(x)方程联立得

x3-6x+7=(3a2-6)x-2a3+7,
整理得x3-3a2x+2a3=0,
因式分解得(x-a)2(x+2a)=0,
解得x=a 或x=-2a,
因为切线l与曲线y=f(x)有且只有一个公共点,
所以a=-2a,解得a=0,
此时切线方 程 为y=-6x+7,对 应 唯 一 一 条 满 足 条 件 的

直线.
故选B.]
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9.ABC [对于A,由周期公式可得最小正周期为
2π
2=π

,正确;

对于B,由x∈ 0,
π
6  ,则2x-π6∈ -π6,π6 ,由正弦函数

的单调性可知f(x)在区间 0,π6 内单调递增,正确;

对于C,当x=
7π
12

时,f
7π
12  =sin 2×7π12-π6 =0,正确;

对于D,f(x)图象上所有的点向左平移
π
6

个单位长度后,得

到g(x)=sin 2 x+π6 -π6 =sin2x+π6  的图象,显

然图象关于y 轴不对称,错误.故选ABC.]

10.BD [对 于 A,依 题 意,OA→·OB→=x1x2+y1y2=-4,

|OA→|=|OB→|=22,

则cos∠AOB=
OA→·OB→

|OA→|·|OB→|
=-

1
2
,而0≤∠AOB≤π,解

得∠AOB=
2π
3
,A错误;

对于B,|AB|=2|OA|cos
π
6=26

,圆心O 到直线AB 的

距离为|OA|sin
π
6= 2

,

因此点P 到直线AB 距离的最大值为32,△PAB 面积的

最大值为
1
2×26×32=63

,B正确;

对于C,由x1+y1=x2+y2,得x1-x2=-(y1-y2),直线

l的斜率k=-1,
设直线l的方程为y=-x+m,则圆心O 到直线l的距离

为
|m|
2
= 2,解得m=±2,由x1+y1=x2+y2>0,

因此m=2,直线l的方程为y=-x+2,C错误;

对于D,由 圆 O 半 径 为2 2,圆 心 O 到 直 线AB 的 距 离

为 2,

得圆O 上到直线AB 的距离为 2的点有且仅有3个,因此

符合条件的点P 有且仅有3个,D正确.故选BD.]

11.ACD [对于A,k=8时,甲的位置确定后,乙需在剩余7个

位置中选择同一组的1个位置,概率为
1
7
,故A正确;

对于B,当k=16时,甲、乙在第2轮相遇,则甲、乙需在第一

轮不相遇且在第一轮均晋级,概率为
14
15×

1
4=

7
30
,又在第2

轮同一组的 概 率 为
1
7
,故 所 求 概 率 为

7
30×

1
7 =

1
30
,故 B

错误;
对于C,当k=2n(n∈N* 且n≥4)时,甲、乙两人在第 m 轮

比赛中相遇的概率为
1

2m-1(k-1)
,

所以甲、乙两人在第4轮比赛中相遇的概率为
1

24-1(k-1)
=

1
8(2n-1)

,故C正确;

对于D,当k=2n(n∈N*)时,甲、乙两人在比赛中相遇的概

率为

1
2n-1

∑
n

k=1

1
2  

k-1

=
1

2n-1
·
1- 1

2  
n

1-
1
2

=
1
2n-1,故D正确.故

选ACD.]

12.88 [10个数据从小到大排列为80,87,88,89,91,92,93,

95,95,96,
则10×25%=2.5,故这组数据的下四分位数为88.]

13.
1
9 

[由tan
 

α
tan

 

β
=

sin
 

α
cos

 

α
sin

 

β
cos

 

β

=
sin

 

αcos
 

β
cos

 

αsin
 

β
=3,

则sin
 

αcos
 

β=3cos
 

αsin
 

β,

由sin(α-β)=
1
3
,得sin

 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β=
1
3
,

则2cos
 

αsin
 

β=
1
3
,

即cos
 

αsin
 

β=
1
6
,sin

 

αcos
 

β=
1
2
,

所以sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
1
2+

1
6=

2
3
,

则cos(2α+2β)=1-2sin2(α+β)=1-2×
2
3  

2

=
1
9.]

14.5 [“飘带”函数y=
3x
4-

1
x

的渐近线为y=
3
4x 与y 轴,

设两渐近线夹角为α0<α<
π
2  ,

则tan π
2-α  =34,解得tan

 

α=
4
3
,

又tan
 

α=
2tan

α
2

1-tan2
α
2

,整理得2tan2
α
2+3tan

α
2-2=0

,

由0<α<
π
2
,解得tan

α
2=

1
2
,

所以旋转之前双曲线C1 的一条渐近线的斜率为

k=tan π
2-

α
2  = 1

tan
α
2

=2,

所以双曲线C1 的离心率e=

1+ b
a  

2

= 1+22= 5.]

小题满分练(九)

1.B [由题意可得,z=(1+i)(2+i)=2+i+2i+i2=1+3i,
所以复数z 的虚部为3.故选B.]

2.C [因为A={x|x2=x}={0,1},全集U={-1,0,1,2},
故∁UA={-1,2}.故选C.]

3.B [由 题 知 双 曲 线
x2

a2
-y2

b2
=1(a>0,b>0)中,2a=4,

2b=6,
所以a=2,b=3,双曲线焦点在x 轴上,

所以双曲线的渐近线方程为y=±
b
ax=±

3
2x.故选B.]

4.C [由题图知
π
2ω=

5π
12-

π
6=

π
4
,解得ω=2,又由题图知

f(0)=Atan
 

φ=1,

f
5π
12  =Atan2×

5π
12+φ  =0, 
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由Atan5π6+φ  =0,得φ=-
5π
6+kπ

,k∈Z,又|φ|<
π
2
,所

以k=1,φ=
π
6
,

由Atan
π
6=1

,得A= 3,

所以f(x)= 3tan2x+
π
6  ,

所以f
13π
12  = 3tan2×13π12+π6  

= 3tan
7π
3=3.

故选C.]

5.A [根据题意,设F(x)=f(x)-1,
由于函数y=f(x)-1是定义在 R上的奇函数,则F(x)+
F(-x)=0,即f(x)-1+f(-x)-1=0,
所以f(x)+f(-x)=2,则有f(2)+f(-2)=2.
又由F(0)=f(0)-1=0,所以f(0)=1,
故f(-2)+f(0)+f(2)=2+1=3.故选A.]

6.C [由题意,向量OM→=(1,1),ON→=(-3,-2)分别表示两

个力F1,F2,

可得F1+F2=OM→+ON→=(1,1)+(-3,-2)=(-2,-1),
所以|F1+F2|= (-2)2+(-1)2= 5.
故选C.]

7.B [因为直线l:y=
3
3x 的倾斜角为30°,所以圆心在两切

线所成角的角平分线y= 3x 上,

设圆心C(a,3a),则圆C 的方程为(x-a)2+(y- 3a)2=

a2,将点 P(2,3)代 入 圆 的 方 程,得(2-a)2+(3-

3a)2=a2,

整理得3a2-10a+7=0,解得a=1或a=
7
3
,

所以圆C 的直径为2或
14
3.

故选B.]

8.D [∵a=log32=
lg

 

2
lg

 

3
,b=log1510=

lg
 

10
lg

 

15=
lg

 

2+lg
 

5
lg

 

3+lg
 

5
,

∴b-a=
lg

 

2+lg
 

5
lg

 

3+lg
 

5-
lg

 

2
lg

 

3

=
lg

 

5(lg
 

3-lg
 

2)
(lg

 

3+lg
 

5)lg
 

3>0
,∴b>a,

∵a=log32>log3 3=
1
2
,c=sin

1
2<sin

π
6=

1
2
,∴a>c,

∴b>a>c.故选D.]

9.AC [对于A,根据线面垂直的定义,可得经过平面外一点作

已知平面的垂线,有且只有一条,故A正确;
对于B,过平面外一点可以作一个平面与已知平面平行,在这

个平行平面内的经过已知点作直线,它就和已知平面平行,
故过平面外一点有无数条直线与这个平面平行,故B错误;
对于C,由直线与平面垂直的性质,得
过直线外一点只能作一个平面与这条直线垂直,故C正确;
对于D,由线面平行判定定理,得
过直线外一点,有无数个平面与这条直线平行,故D错误.故
选AC.]

10.ABD [因为a= 13,b=3,A=
π
3
,

所以由余弦定理得a2=b2+c2-2bccos
 

A=9+c2-2×

3ccos
π
3=13

,即c2-3c-4=0,解得c=4或c=-1(舍

去),

所以△ABC 的周长为7+ 13,故A正确,B正确;

由正弦 定 理
a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,得 13

sin
π
3

=
4
sin

 

C
,解 得sin

 

C=

2 39
13

,故C错误;

设△ABC 外 接 圆 的 半 径 为 R,由 正 弦 定 理 得
a
sin

 

A =

13

sin
π
3

=2R,

所以R=
13
3
=
39
3
,△ABC 外接圆的面积为πR2=

13π
3
,

故D正确.故选ABD.]

11.AD [易知F(2,0),C(-2,0),设直线l的方程为x=ky-
2,A(x1,y1)(x1>0,y1>0),B(x2,y2)(x2>0,y2>0),

联立
x=ky-2,

y2=8x, 消去x 并整理得y2-8ky+16=0,

此时Δ=64(k2-1)>0,所以k2>1,此时k>1,所以直线l

的斜率为
1
k
,

此时0<
1
k<1

,

由根与系数的关系得y1+y2=8k,y1y2=16,

所以x1+x2=k(y1+y2)-4=8k2-4,x1x2=k2y1y2-
2k(y1+y2)+4=4,
当BF⊥x 轴 时,此 时 B(2,4),所 以 直 线 BC 的 斜 率 为

4
2+2=1

,要使直线l与抛物线有两个交点,

此时x2<2,则|BF|=x2+2<4,故选项A正确;
对于选项B,若BF 为△ACF 的中线,

此时y2=
y1

2
,因为y1y2=16,解得y1=42,

所以x1=4,即A(4,42),则B(1,22),
所以|AF|=6,|BF|=3,故选项B错误;

对于选项C,若|AC|= 2|AF|,过A 作准线的垂线,垂足

为D,

此时|AC|= 2|AD|,则△ACD 为等腰直角三角形,
此时|CD|=|AD|,即A(y1-2,y1),
因为 点 A 在 抛 物 线 上,所 以

y2
1-8y1+16=0,解得y1=4,

所以y2=4,
则A,B 两 点 重 合,不 符 合 条

件,故选项C错误;
对于选项D,过B 作准线的垂线,
垂足 为 E,则|AF|+|BF|=
|AD|+|BE|=x1 +x2 +4

=8k2,

因为2|CF|=8,又k2>1,所以8k2>8,
即|AF|+|BF|>2|CF|恒 成 立,故 选 项 D 正 确.故

选AD.]
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12.-96 [根 据 题 意,设 等 比 数 列{an}的 公 比 为q,若a1+
a2=-6,则有a3+a4=q2(a1+a2)=-24,变形可得q2=
4,则a5+a6=q4(a1+a2)=-96.]

13.7 [若n 为一组从小到大排列的数1,2,3,5,7,8,11的上四

分位数,

因为7×75%=
21
4=5.25

,

所以1,2,3,5,7,8,11的上四分位数是8,即n=8,

则Tk+1=Ck
8(

3x)8-k· 1
2x  

k

=Ck
8
1
2  

k

x
8-k
3 -k

,

由
8-k
3 -k=0,解得k=2,

所以常数项为T3=C28
1
2  

2

=7.]

14.(ln
 

2,+∞) [由f(x)=
1
x +ln

 

x,得f'(x)=
x-1
x2 ,设切

点为 x0,
1
x0
+ln

 

x0 ,则切线方程为y- 1x0
+ln

 

x0 =
x0-1
x2
0

(x-x0).因 为 过 点(0,m)有 两 条 直 线 与 曲 线y=

f(x)相切,所以m- 1x0
+ln

 

x0 =x0-1
x2
0

(0-x0)有两根,

则m=
2
x0
-1+ln

 

x0 有两根.令g(x)=
2
x -1+ln

 

x(x>

0),则g'(x)=
x-2
x2 ,令g'(x)>0,即

x-2
x2 >0,解得x>2;

令g'(x)<0,即
x-2
x2 <0,解得0<x<2,所以g(x)在(0,2)

内单调递减,在(2,+∞)上单调递增.当x=2时,g(x)取得

极小值也为g(x)的最小值,所以g(x)min=g(2)=
2
2-1+

ln
 

2=ln
 

2,又x→0,g(x)→+∞,x→+∞,g(x)→+∞,故
实数m 的取值范围是(ln

 

2,+∞).]

小题满分练(十)

1.B [因为x3<27,所以x<3,
所以A={x∈N|x<3}={0,1,2},
所以A 的子集有23=8个.
故选B.]

2.D [因为-1+ 2i是关于x 的实系数方程x2+mx+n=0
的一个复数根,根据复数根的共轭性,

所以-1- 2i是关于x 的实系数方程x2+mx+n=0的另

一个复数根,
由根与系数的关系得

(-1+ 2i)+(-1- 2i)=-m,

(-1+ 2i)(-1- 2i)=n, 
解得

m=2,

n=3, 所以m+n=5.

故选D.]

3.B [因为tan
 

α,tan
 

β是方程6x2-5x+1=0的两根,

由根与系数的关系知
tan

 

α+tan
 

β=
5
6
,

tan
 

αtan
 

β=
1
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

又tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
,

∴tan(α+β)=

5
6

1-
1
6

=1.

∴3sin2(α+β)-cos2(α+β)

=
3sin2(α+β)-cos2(α+β)
sin2(α+β)+cos2(α+β)

=
3tan2(α+β)-1
tan2(α+β)+1

=
3-1
1+1=1.

故选B.]

4.A [因为向量b在向量a 上的投影向量为-2a,|a|=3,

则|b|cos<a,b>·
a
|a|=|b|cos

<a,b>·
a
3=-2a

,

∴|b|cos<a,b>=-6,

故a·(a+b)=a2+a·b=|a|2+|a|·|b|cos<a,b>=9+3×
(-6)=-9.
故选A.]

5.C [∵f(x)=loga(2-ax)在[0,1]上单调递减,底数a 始终

大于0且不等于1,

函数u(x)=2-ax 单调递减,

∴
a>1,

2-a>0, 解得1<a<2.

故选C.]

6.D [∵正四棱柱

ABCD-A1B1C1D1,

∴A1A⊥平面ABCD,

∴A1A 为点A1 到直线 AC 的

距离.

∵正四棱柱ABCD-A1B1C1D1

的底面 边 长 为1,AB1 与 底 面

ABCD 所成的角为60°,

∴A1A= 3.故选D.]

7.B [由 题 意 得,P(A)=P(B)=
1
2
,P(AB)=

9
36=

1
4
,

P(AB)=P(A)P(B),

从而A,B
 

互为独立事件,A正确;

A,B
 

可以同时发生,B错误;

P(B|C)=
n(BC)
n(C)=

3×6
36-3×3=

2
3
,C正确;

P(C)=1-P(C)=1-
3×3
6×6=

3
4
,D正确.

故选B.]

8.C [设该椭圆长半轴长为a,|DC|=m,|AC|=n,|BD|=
2|DC|,则|BD|=2m,

|AC|=
3
2|AB|,可得|AB|=

2
3n
,以AD 所在直线为x 轴,

中垂线为y 轴,建立如图所示的平面直角坐标系,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

292



由椭圆的定义可知

m+n=2a,

2m+
2
3n=2a

, 解得
m=

1
2a
,

n=
3
2a
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

∴|BD|=a,|DC|=
1
2a
,|AC|=

3
2a
,|AB|=a,

在△ABC 中,显然有∠ADC=π-∠ADB,

∴cos∠ADC=-cos∠ADB,
设|AD|=x,由余弦定理可知

|AD|2+|DC|2-|AC|2

2|AD|·|DC|

=-
|AD|2+|DB|2-|AB|2

2|AD|·|DB|
,

即
x2+

a
4

2

-
9a
4

2

2×
a
2x

=-
x2+a2-a2

2ax
,

解得x=
23
3a,

因此椭圆的焦距2c=|AD|=
23
3a,

∴椭圆的离心率e=
2c
2a=

23
3a

2a =
3
3.故选C.]

9.BCD [作出正方体的直观图,如图,由直观图可 知 BM 与

DE 为互相垂直的异面直线,故 A错误;EF∥AB∥CD,故B
正确;

 

CN 与BM 为异面直线,故C正确;
由正方体性质易证DM⊥平面BCN,又BN⊂平面BCN,故
DM⊥BN,故D正确.
故选BCD.

]

10.AC [由a>0,b>0,则ab≤ a+b
2  

2

=
1
4
,当且仅当a=

b=
1
2

时,等号成立,

对于A,由 a+b  2=a2+2ab+b2=1,得a2+b2=1-2ab,

所以a2+b2≥1-2×
1
4=

1
2
,故A正确;

对于B,由a+b=1,即a=1-b,得a-2b=1-3b,所 以

3a-2b-3=31-3b-3=33-3b-1  ,
因为函数y=3x 在 R上单调递增,且b>0,即-3b<0,则
3-3b<30=1,
所以3a-2b-3<0,即3a-2b<3,故B错误;

对于C,a+ b- 2

=
a+ b- 2  a+ b+ 2  

a+ b+ 2
=

a+ b  2-2
a+ b+ 2

=
a+2 ab+b-2

a+ b+ 2
=
2 ab-1
a+ b+ 2

≤
a+b-1

a+ b+ 2
=0,当

且仅当a=b=
1
2

时,等号成立,

所以 a+ b≤ 2,故C正确;

对于D,log1
2
a+log1

2
b-2=log1

2
ab-log1

2

1
4=log12

4ab,且

函数y=log1
2
x 在 0,+∞  上单调递减,

则log1
2
a+log1

2
b-2≥log1

2
4×

1
4  =0,所 以log1

2
a+

log1
2
b≥2,故D错误.

故选AC.]

11.AC [对于选项A,易知双曲线的渐近线方程为y=±
2
2x,

要使直线y=kx 与双曲线交于点A,B,

需满足|k|<
2
2
,故选项A正确;

对于选项B,因为||AF1|-|AF2||=2a=26,
又点A,B 关于原点对称,
所以四边形AF1BF2 为平行四边形,
此时|BF1|=|AF2|,

所以||AF1|-|BF1||=||AF1|-|AF2||=26,
故选项B错误;

对于选项C,设A(m,n),
因为点A 在双曲线上,

所以
m2

6-
n2

3=1
(m≤- 6或m≥ 6),

解得n2=
1
2m2-3,又F1(-3,0),F2(3,0),

所以 AF1
→=(-3-m,-n),AF2

→=(3-m,-n),AF1
→·

AF2
→=m2-9+n2=m2-9+

1
2m2-3=

3
2m2-12≥

3
2×

(6)2-12=-3,故选项C正确;
对于选项D,因为F2(3,0),
当k=0时,直线l的方程为y=0,
此时点F2 到直线l的距离为0;
当k≠0时,点F2 到直线y=kx 即kx-y=0的距离d=

|3k|
k2+1

=
9k2

k2+1
=

9

1+
1
k2
,因 为-

2
2 <k<

2
2

且k

≠0,

所以
1
k2
>2,

此时d=
9

1+
1
k2
<

9
1+2= 3

,

则F2 到直线l的距离小于 3,故选项D错误.
故选AC.]

12.x2=4y 或x2=-12y [抛物线的准线与直线y=1之间的

距离是2,
可知抛物线的准线与直线y=1平行,且距离为2,
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故抛物线的准线方程为y=-1或y=3.
当抛物线的准线方程为y=-1时,抛物线的焦点在y 轴的

正半轴上,且p
2=1

,p=2,故抛物线方程为x2=4y;

当抛物线的准线方程为y=3时,抛物线的焦点在y 轴的负

半轴上,且p
2=3

,p=6,故抛物线方程为x2=-12y.

综上可知,满足条件的抛物线的标准方程为x2=-12y 或

x2=4y.]

13.
54
59 

[因为P(A)=0.9,P(B|A)=0.6,P(B|A)=0.5,

所以 P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)=0.9×
0.6+0.1×0.5=0.59,

P(A|B)=
P(AB)

P(B)
=
P(A)P(B|A)

P(B)
=
0.9×0.6
0.59 =

54
59.]

14.4 
256
3π 

[在△ABC 中,AB=

43,∠ACB=
π
3.

根据 正 弦 定 理
a
sin

 

A =
b
sin

 

B =

c
sin

 

C=2r
(r 为△ABC 外接圆半

径),

这里c =AB =4 3,C = ∠ACB =
π
3
,所 以 2r =

AB
sin∠ACB=

43

sin
π
3

=8,解得r=4.

因为A,B,C 三点所在平面经过球心O,所以球O 的半径

R=r=4.
当OD 垂直于平面ABC 时,点D 到平面ABC 的距离最大,
这个最大值就是球的半径R,
所以点D 到平面ABC 的距离的最大值为4,球的体积V=
4
3πR

3=
256
3π.

]

大题保分练(一)

1.解:(1)由余弦定理的推论得cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab
及c2=a2+

b2-ab,得cos
 

C=
1
2
,由于C∈(0,π),则C=

π
3
,

因为cos
 

2B=sin
 

C=
3
2
,且B∈ 0,

2π
3  ,

所以2B=
π
6
,则B=

π
12.

(2)法一:由(1)可知A=
7π
12
,

且sin
 

B=sin
π
12=sin π4-π6 = 6- 24 ,

sin
 

A=sin
7π
12=sin

π
4+

π
3  = 6+ 24 ,

由正弦定理,a
sin

 

A=
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,

得a=
bsin

 

A
sin

 

B =
sin

 

A
sin

 

B=2+ 3
,

所以S△ABC=
1
2absin

 

C=
1
2×

(2+ 3)×
3
2=

3+23
4 .

法二:由(1)可 知cos
 

2B=sin2B+
π
2  =sin 

C=sin(A+

B),故A=
π
2+B

,

所以sin
 

B=-cos
 

A,

由正弦定理,a
sin

 

A=
b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,

得a=
bsin

 

A
sin

 

B =
sin

 

A
sin

 

B=-tan
 

A

=-tan π4+π3 
=2+ 3,

所以S△ABC=
1
2absin

 

C=
1
2×

(2+ 3)×
3
2=

3+23
4 .

法三:如图,过点A 作AD⊥AC 交BC 于点D,

由于∠CAB=
7π
12
,则∠DAB=B=

π
12
,

所以AD=DB=AC·tan
π
3= 3

,CD=2,a=2+ 3,

所以S△ABC=
1
2absin

 

C=
1
2×

(2+ 3)×
3
2=

3+23
4 .

2.解:(1)证明:由数列{ Sn}是公差为 2的等差数列,a1=2,

可得 Sn= 2+ 2(n-1)= 2n,即有Sn=2n2,

当n=1时,a1=S1=2;

当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n2-2(n-1)2=4n-2,
上式对n=1也成立,

则an=4n-2,且an+1-an=4(n+1)-2-4n+2=4,
可得{an}是等差数列.

(2)由(1)知bn=
an

2n+1=(2n-1)·
1
2  

n

,

可得数列{bn}的前n项和Tn=1·
1
2+3

· 1
2  

2

+…+(2n-

1)· 1
2  

n

,

1
2Tn=1·

1
2  

2

+3· 1
2  

3

+…+(2n-1)· 1
2  

n+1

,

上面两式相减可得

1
2Tn=

1
2+2

1
2  

2

+…+ 1
2  

n

  -(2n-1)· 1
2  

n+1

=
1
2 +2

·

1
4 1-

1
2n-1  

1-
1
2

-(2n-1)· 1
2  

n+1

=
3
2 -

2n+3
2n+1 ,则Tn=3-

2n+3
2n .

3.解:(1)证明:取BC 的中点M,连接AM,ME.
因为AB=AC,所以AM⊥BC,
因为E 为BC1 的中点,所以EM 为△BCC1 的中位线,所以

EM∥CC1∥AD,
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又EM=
1
2CC1=

1
2AA1=AD,

所以四边形 AMED 为平行四边

形,有DE∥AM,
又因为AA1⊥平面ABC,AM⊂
平 面 ABC,则 AA1 ⊥ AM,

EM⊥AM,
由 于 EM,BC⊂平 面 B1BCC1,

EM∩BC=M,
所以AM⊥平面B1BCC1,
又因为DE∥AM,
所以DE⊥平面B1BCC1.
(2)法一:由(1)可知 MA,MC,

ME 所在直 线 两 两 垂 直,如 图,
以 M 为坐标原点,MC 所 在 直

线为x 轴,MA 所 在 直 线 为y
轴,ME 所 在 直 线 为z 轴,建 立

空间直角坐标系,
在△A1B1C1 中,由余弦定理可得

B1C21=A1B21+A1C21-2A1B1·

A1C1·cos∠B1A1C1,
则B1C1=6,

于是D(0,3,3),B(-3,0,0),B1(-3,0,6),C1(3,0,6),

A1(0,3,6),则BA1
→=(3,3,6),

设n=(x,y,z)为 平 面 DBC1 的 法 向 量,BD→=(3,3,3),

BC1
→=(6,0,6),

于是
n·BD→=0,

n·BC1
→=0, 

即 3x+ 3y+3z=0,

6x+6z=0, 
令z=1,则n=(-1,0,1)为平面DBC1 的一个法向量,
设直线A1B 与平面DBC1 所成角为θ,

sin
 

θ=|cos<BA→1,n>|=
|BA→1·n|

|BA1
→|·|n|

=
3

43· 2
=
6
8
,即直

线A1B 与平面DBC1 所成角的正弦值为
6
8.

法二:在△A1B1C1 中,由 余 弦 定 理 可 得 B1C2
1=A1B2

1+
A1C2

1-2A1B1·A1C1·cos∠B1A1C1,则B1C1=6,
如图,连接B1E,B1D,由(1)知 DE⊥平面B1BCC1,BC1⊂
平面B1BCC1,则DE⊥BC1,
又因为BB1=B1C1,所以四边形B1BCC1 为正方形,因为E
为BC1 的中点,所以B1E⊥BC1,
由于B1E∩DE=E,B1E,DE⊂平 面 B1DE,则 BC1⊥平

面B1DE,
如图,记A1B∩B1D=N,过点 N
作NH⊥DE,连接BH,
由于BC1⊥平面B1DE,NH⊂平

面B1DE,
则 NH⊥BC1,
又因为DE∩BC1=E,DE,BC1⊂
平面DBC1,则 NH⊥平面DBC1,
所以∠NBH 即为直 线A1B 与 平

面DBC1 所成角,由于△A1DN∽△BB1N,

则
B1N
ND =

BN
A1N

=
BB1

A1D
=2,即点 N 为线段BA1 靠近A1 的三

等分点,

则 NB=
2
3A1B=

2
3 A1B2

1+BB2
1=
83
3
,由于DE⊥B1E,

则 H 为DE 靠近点D 的三等分点,则 NH=
1
3B1E= 2,

于是sin∠NBH=
NH
NB=

6
8
,即直线A1B 与平面DBC1 所成

角的正弦值为
6
8.

法三:设 直 线 A1B 与 平 面 DBC1

所成 角 为θ,点 A1 到 平 面 DBC1

的距离为h,则sin
 

θ=
h

A1B
,

在Rt△A1B1B 中,A1B1=2 3,

BB1=6,则A1B=43,
过点B 作BQ⊥CA 交CA 的延长

线于点Q,易得BQ=3,且易证BQ⊥平面A1ACC1,

由于 S△A1DC1
=
1
2 ×3×2 3=3 3

,则 VB-A1DC1
=
1
3 ×

33×3=33,

在△DBC1 中,DB=DC1= 21,且 BC1=6 2,S△DBC1
=

1
2×62× 3=3 6

,又VA1-BDC1
=VB-A1DC1

=3 3,则h=

33
6
,sin

 

θ=
33
6
×
1
43

=
6
8.

即直线A1B 与平面DBC1 所成角的正弦值为
6
8.

4.解:(1)设事件C 为“首次识别正确”,A 为“选择测试集A”,B
为“选择测试集B”,

P(A)=P(B)=
1
2
,P(C|A)=

4
5×

2
3+

1
5×

1
3=

3
5
,

P(C|B)=
3
5×

1
2+

2
5×

1
4=

2
5
,

由全概率公式 P(C)=P(A)·P(C|A)+P(B)·P(C|

B)=
1
2.

(2)P(A|C)=
P(AC)

P(C)
=
P(A)P(C|A)

P(C)

=
P(A)(1-P(C|A))

1-P(C) =

1
2×

2
5

1
2

=
2
5.

(3)选择A的概率为
1
2

时,识别正确的概率为
1
2
,识别错误

的概率为
1
2
;

选择A的概率为
1
3

时,识别正确的概率为
7
15
,识别错误的概

率为
8
15
;

选择A的概率为
2
3

时,识别正确的概率为
8
15
,识别错误的概

率为
7
15
;

X 的可能取值为0,1,2,3,
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P(X=0)=
1
2×

7
15×

7
15=

49
450
,

P(X=1)=
1
2×

8
15×

7
15+

1
2×

8
15×

8
15+

1
2×

7
15×

8
15=

176
450=

88
225
,

P(X=2)=
1
2×

8
15×

7
15+

1
2×

8
15×

8
15+

1
2×

7
15×

8
15=

176
450=

88
225
,

P(X=3)=
1
2×

7
15×

7
15=

49
450
,

X 的分布列为:

X 0 1 2 3

P 49
450

88
225

88
225

49
450

E(X)=0×
49
450+1×

88
225+2×

88
225+3×

49
450=1.5

,连续测试

三次,识别正确次数的期望为1.5.

大题保分练(二)

1.解:(1)完善表格如下表所示:
单位:人

性别

工资是否超过3
 

500元

工资超

过3
 

500元

工资不

超过3
 

500元

合计

男性 200 180 380

女性 280 240 520

合计 480 420 900

零假设为 H0:工资的多少与居民的性别之间无关联.

则χ2=
900×(200×240-180×280)2

380×520×480×420
≈0.13<3.841,

故依据小概率值α=0.05的独立性检验,可以认为 H0 成立,
即不能认为工资的多少与居民的性别有关联.

(2)由题意知,工资超过3
 

500元的概率P=
480
900=

8
15.

记“至少2人工资超过3
 

500元”为事件A,

所以P(A)=C23×
8
15  

2

×
7
15+

8
15  

3

=
1

 

856
3

 

375.

2.解:(1)f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=2x-
a
x
,

令f'(x)=0,解得x=
a
2 .

当0<x<
a
2

时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减;当x>

a
2

时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增.

所以f(x)的 单 调 递 减 区 间 为 0,
a
2  ,单 调 递 增 区 间

为 a
2
,+∞  .

(2)证明:由已知可得f'(1)=2-a=1,所以a=1,

由(1)可知,函数f(x)在 0,
2
2  上单调递减,在 22,+∞ 

上单调递增,

因此函数f(x)的最小值为f 2
2  =12-ln22

=
1
2+

1
2ln

 

2>
1
2+

1
2lne=

3
4
,得证.

3.解:(1)由题意知,离心率e=
c
a =

a2-b2

a =
2
2
,可得a2=

2b2,①

因为当AB⊥x 轴时,线段AB 中点的横坐标为-1,
所以直线AB 的方程为x=-1,

因 为|AB|= 2,所 以 A,B 的 坐 标 分 别 为 -1,
2
2 , 

-1,-
2
2  ,

代入C 的方程,可得
1
a2
+
1
2b2
=1,②

联立①②解得b2=1,a2=2,

所以C 的方程为
x2

2+y
2=1.

(2)设A(x1,y1),B(x2,y2),线段AB 的中点为Q(-1,y0),
直线AB 的斜率为k(k≠0),

因为
x21 

2
 

+
 

y21  =
 

1,
x22 

2
 

+
 

y22  =
 

1,所以
x21 -x22 

2
 

+
 

y21 -y22  =
 

0,可

得
(x1-x2)(x1+x2)

2 =-(y1-y2)(y1+y2),

即
-2
4y0

=-
y1-y2

x1-x2
,所以y0=

1
2k
,可得Q -1,

1
2k  ,因为线

段AB 的中垂线与x 轴的交点为P,设P(n,0),

又AB⊥PQ,所以

1
2k
-1-n=-

1
k
,

解得n=-
1
2
,所以|OP|=

1
2.

4.解:(1)不能选条件①,因 为 当n=1时,a1=S1=12-2=
-1<0,不符合题意.故不能选条件①.

选条件②,由an+1= Sn+1+ Sn,

得Sn+1-Sn= Sn+1+ Sn,

即( Sn+1- Sn)( Sn+1+ Sn)= Sn+1+ Sn,则

Sn+1- Sn=1,

则{ Sn }是 首 项 为1,公 差 为1的 等 差 数 列,则 Sn =

S1+(n-1)×1=n,则Sn=n2.
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n-1,
当n=1时,a1=1满足上式.
所以{an}的通项公式为an=2n-1,n∈N*.
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选条件③,因为2 Sn=an+1,

所以Sn=
(an+1)2

4
,

当n=1时,2 a1-1=a1,解得a1=1;

当n≥2时,Sn-Sn-1=an=
(an+1)2

4 -
(an-1+1)2

4
,

即(an-an-1-2)(an+an-1)=0,
因为an>0,所以an-an-1=2,
则{an}是首项为1,公差为2的等差数列,
所以{an}的通项公式为an=2n-1.

(2)证明:因为bn=
an+1

Sn·Sn+1
=

2n+1
n2(n+1)2

=
1
n2
-

1
(n+1)2

,

所以 Tn=b1+b2+b3+…+bn= 112 - 122 + 122 -
1
32 +…+ 1n2- 1

(n+1)2 =1- 1
(n+1)2

.

因为f(x)=
1

(x+1)2
>0,且在x>0时单调递减,

所以Tn=1-
1

(n+1)2
<1,且Tn 在n>0时递增,并在n=1

时取得最小值
3
4
,

所以
3
4≤Tn<1.

大题保分练(三)

1.解:(1)补全列联表如表所示.
单位:人

学生群体
关注度

关注 不关注
合计

大学生
1
2n

1
5n

7
10n

高中生
1
10n

1
5n

3
10n

合计
3
5n

2
5n n

零假设为

H0:关注航天事业发展与学生群体无关.
根据列联表中的数据,经计算得到

χ2=
n n
2

·n
5-

n
5

·n
10 

2

7n
10

·3n
10

·3n
5

·2n
5

=
8n
63.

因为依据小概率值α=0.05的独立性检验,认为关注航天事

业发展与学生群体有关,

所以χ2=
8n
63≥3.841

,解得n≥30.25,

又由题可知,n 是10的倍数,∴nmin=40.
(2)记小华同学答出三个问题的事件分别为A,B,C,

则P(A)=
3
4
,P(B)=

2
3
,P(C)=

1
2.

记选择方案一晋级的概率为P1,

则P1=P(AB􀭺C)+P(A􀭺BC)+P(􀭿ABC)+P(ABC)=
3
4×

2
3×

1
2+

3
4×

1
3×

1
2+

1
4×

2
3×

1
2+

3
4×

2
3×

1
2=

17
24.

记选择方案二晋级的概率为P2,

则P2=
1
3P(AB)+

1
3P(BC)+

1
3P(AC)=

1
3× 34×

2
3+

2
3×

1
2+

3
4×

1
2 =2972.

因为P1>P2,所以小华选择方案一晋级的可能性更大.

2.解:(1)f(x)=23sin2x+2sin
 

xcos
 

x- 3

=sin
 

2x- 3cos
 

2x=2sin2x-
π
3  ,

故最小正周期T=
2π
2=π

,

令2kπ+
π
2≤2x-

π
3≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,

故
5π
12+kπ≤x≤kπ+

11π
12
,k∈Z.

故f(x)的单调递减区间为 5π12+kπ,kπ+11π12 ,k∈Z.

(2)由f(A)=0,则2sin2A-
π
3  =0,

所以2A-
π
3=kπ

,k∈Z,

由A 是三角形内角,且A>
π
2
,故A=

2π
3
,

由正弦定理和asin
 

Bsin
 

C= 3sin
 

A,得a×
b
2R×

c
2R= 3×

a
2R
(R 为△ABC 外接圆半径),

则bc=23R= 3×
a
sin

 

A= 3×
a
3
2

=2a,

由余弦定理,a2=b2+c2-2bccos
 

A=b2+c2+bc≥3bc,

即a≥6,当且仅当b=c=23时取等号,

此时△ABC 的面积取最小值为S=
1
2bcsin

 

A=33.

3.解:(1)抛物线Γ:y2=2px 的焦点为F(1,0),则p
2=1

,即

p=2,所以抛物线Γ 的方程为y2=4x.
(2)由题意得直线AB 的方程为l:y=x-1,联立抛物线Γ 和

直线l的方程

y2=4x,

y=x-1, 得x2-6x+1=0,Δ=32>0,设 A(x1,y1),

B(x2,y2),由根与系数的关系得x1+x2=6,
故|AB|=x1+x2+p=6+2=8.
(3)证明:由 题 意 可 知 AB 所 在 直 线

的斜率不为0,设 AB 所在直线的方

程为x=my+n.
联立抛物线Γ 和直线AB 的方程

y2=4x,

x=my+n, 化 简 可 得 y2-4my-

4n=0,
则Δ=16m2+16n>0.由根与系数的

关系可得y1y2=-4n,

又由 已 知 kOA ·kOB =
y1

x1
·y2

x2
=

y1·y2

y2
1·y2

2

16

=
16

y1·y2
=
16
-4n=-2

,则

n=2.此时直线AB:x=my+2恒过点(2,0).
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4.解:(1)连接 DE,平面ABEF⊥平

面ECDF,交线为EF,
由 BE⊥EF,有 BE⊥平 面 EC-
DF,又 CF⊂ 平 面 ECDF,所 以

BE⊥CF,
因为CF⊥BD,BE∩BD=B,BE,

BD⊂ 平 面 BDE,所 以 CF ⊥ 平

面BDE,
又DE⊂平面BDE,所以CF⊥DE,
此时△FEC 与△DFE 相似,故DF·EC=EF2,
设BE=t(0<t<8),由(9-t)(8-t)=12,解得t=5,所以

BE=5.
(2)过点C 作EF 的平行线交DF 于点G,连接AG,
由CG∥EF∥BA,且CG=EF=BA,
得四边形CGAB 是平行四边形,故BC∥AG,
所以∠DAG 即为异面直线BC 与AD 所成的角,设 BE=t
(0<t<8),

tan∠DAG=tan(∠DAF-∠GAF)

=
tan∠DAF-tan∠GAF
1+tan∠DAFtan∠GAF

=

9-t
t -

8-t
t

1+
9-t
t

·8-t
t

=
1

2t+
36
t  -17

≤
1

2×2 36-17
=
1
7
,

所以锐角∠DAG 正切值的最大值为
1
7
,此时余弦值有最小

值
72
10
,

所以异面直线BC 与AD 所成角的余弦值的最小值为
72
10.

大题保分练(四)

1.解:(1)因为(tan
 

B-1)(tan
 

C-1)=2,
所以tan

 

Btan
 

C-tan
 

B-tan
 

C+1=2,
即tan

 

Btan
 

C=1+tan
 

B+tan
 

C,

因此tan
 

A=-tan(B+C)=-
tan

 

B+tan
 

C
1-tan

 

Btan
 

C

=-
tan

 

B+tan
 

C
-tan

 

B-tan
 

C=1.

由于A∈(0,π),因此A=
π
4.

(2)由题意知,2tan
 

B=tan
 

A+tan
 

C,

因此2tan
 

B=tan
 

A-tan(A+B)=1-
1+tan

 

B
1-tan

 

B
,

解得tan
 

B=2,tan
 

C=3,

故B,C∈ 0,
π
2  ,

因此sin
 

A=
1
2
,sin

 

B=
2
5
,sin

 

C=
3
10

.

则由正弦定理
a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,可设a= 5k,b=22k,k>0,

故S=
1
2absin

 

C=3k2=12,解得k=2,

因此a= 5k=25.

2.解:(1)∵A,B 分别是直线y=2x 和y=-2x 上的动点,

∴设A(x1,2x1),B(x2,-2x2),P(x,y),

∵点P 为线段AB 的中点,

则
x=

x1+x2

2
,

y=
2x1-2x2

2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ∴

x1+x2=2x,

x1-x2=y, 
又∵|AB|= (x1-x2)2+(2x1+2x2)2=4,∴16x2+y2=

16,即x2+y
2

16=1
,

∴动点P 的轨迹方程为x2+y
2

16=1.

(2)∵线段EF 是圆C:(x+2)2+y2=1的一条直径,∴圆心

为C(-2,0),半径为1,

∴PE→·PF→=(PC→+CE→)·(PC→+CF→)=(PC→+CE→)·

(PC→-CE→)=PC→2-CE→2,

∴PE→·PF→=(x+2)2+y2-1=-15x2+4x+19

=-15x-
2
15  

2

+
289
15
,

∵-1≤x≤1,∴当x=
2
15

时,PE→·PF→ 取得最大值
289
15.

3.解:(1)证明:在菱形ABCD 中,由∠ABC=60°,知△ACD 为

正三 角 形,又 F 为 线 段CD 的 中 点,则 AF⊥CD,即 AF
⊥AB,

∵PA⊥平面ABCD,AF⊂平面ABCD,

∴AF⊥PA,又PA∩AB=A,PA,AB⊂平面PAB,∴AF⊥
平面PAB,又PB⊂平面PAB,∴PB⊥AF,∵PF=BF,E
为线段PB 的中点,∴PB⊥EF,又AF∩EF=F,AF,EF⊂
平面AEF,∴PB⊥平面AEF.
(2)如图,以AB,AF,AP 所在直线分别为x,y,z 轴,建立空

间直角坐标系,

则B(2,0,0),P(0,0,2),F(0,3,0),PB→=(2,0,-2),BF→=
(-2,3,0),

设n=(x,y,z)为 平 面 PBF 的 法 向 量,由
n·PB→=0,

n·BF→=0, 
 

得
2x-2z=0,

-2x+ 3y=0. 
 

令x= 3,则y=2,z= 3,即n=(3,2,3)为平面PBF 的

一个法向量,
易知m=(0,0,1)为平面BFA 的一个法向量,

∴cos<m,n>=
m·n
|m||n|=

3
10
=
30
10

,

由图可知二面角P-BF-A 为锐二面角,故其余弦值为
30
10 .
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4.解:(1)零假设为 H0:喜爱篮球运动与性别无关.

根据列联表数据,经计算得χ2=
200×(60×80-20×40)2

100×100×80×120 =

100
3 >10.828=x0.001.

根据小概率值α=0.001的独立性检验,我们推断 H0 不成

立,即认为喜爱篮球运动与性别有关.
(2)①由题意得,第2次触球者为乙、丙中的一个,第2次触球

者传给包括 甲 的 二 人 中 的 一 人,故 传 给 甲 的 概 率 为
1
2
,故

P3=
1
2.

②证明:第n 次触球者是甲的概率记为Pn,则当n≥2时,第

n-1次触球者是甲的概率为Pn-1,第n-1次触球者不是甲

的概率为1-Pn-1,

则Pn=
1
2
(1-Pn-1),

 

从而Pn-
1
3=-

1
2 Pn-1-

1
3  ,又P1-

1
3=

2
3
≠0,

所以 Pn-
1
3  是以

2
3

为首项,-
1
2

为公比的等比数列,

所以Pn=
2
3× -

1
2  

n-1

+
1
3
,

所以P9=
2
3× -

1
2  

8

+
1
3>

1
3
,

P10=
2
3× -

1
2  

9

+
1
3<

1
3
,所以P9>P10,

 

故第9次触球

者是甲的概率比第10次触球者是甲的概率大.

创新融合练(一)

 解:(1)由题意可知

b
a=3

,

1
a2
×
25
16-

1
b2
×
81
16=1

,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

解得
a=1,

b=3, 
 

所以C 的方程为x2-y
2

9=1.

(2)证明:法一:设Pn(xn,yn),Pn+1(xn+1,yn+1),

Qn(-xn+1,yn+1),则

9x2
n

 -y2
n=9,

9x2
n

 

+
 

1-y2
n+1=9, 

所以
(3xn

 -yn
 )(3xn

 +yn
 )

 

=9,
(3xn

 

+
 

1
 -yn+1)(3xn+1+yn+

 

1
 )

 

=9, 
令an=3xn-yn,bn=3xn+yn,
则anbn=9,an+1bn+1=9,

于是
3xn+1-yn+1

3xn-yn
=
an+1

an

=
an+1(anan+1+9)
an(anan+1+9)

=
an+1+

9
an

an+
9

an+1

=
an+1+bn

an+bn+1

=
3xn+1-yn+1+3xn+yn

3xn-yn+3xn+1+yn+1

=
3+

yn-yn+1

xn+xn+1

3-
yn-yn+1

xn+xn+1

=
3+k
3-k

,

所以数列{3xn-yn}是公比q=
3+k
3-k

的等比数列.

法二(设直 线,直 接 联 立 法,核 心 在 于 构 建xn,yn 与xn+1,

yn+1 之间的代数关系):
设 Pn (xn,yn),Pn+1 (xn+1,yn+1),Qn(-xn+1,yn+1),

则k=
yn-yn+1

xn+xn+1
.

设直线PnQn 的方程为y-yn=k(x-xn),

由
y-yn=k(x-xn),

9x2-y2=9, ⇒(9-k2)x2-2k(yn-kxn)x-

(yn -kxn)2 -9=0,Δ >0,可 得 -xn+1 +xn =

2k(yn-kxn)
9-k2

⇒xn+1=
(k2+9)xn-2kyn

9-k2
,

所以yn+1=yn+k(-xn+1-xn)

=yn-k(xn+1+xn)=
(k2+9)yn-18kxn

9-k2
,

即有3xn+1-yn+1

=
3(k2+9)xn-6kyn

9-k2
-
(k2+9)yn-18kxn

9-k2

=
(3+k)2(3xn-yn)

9-k2

⇒
3xn+1-yn+1

3xn-yn

=
3+k
3-k

,

所以数列{3xn-yn}是公比q=
3+k
3-k

的等比数列.

法三(点差法+分比性质):
设 Pn (xn,yn),Pn+1 (xn+1,yn+1),Qn(-xn+1,yn+1),

则k=
yn-yn+1

xn+xn+1
,

由
9x2

n-y2
n=9,

9x2
n+1-y2

n+1=9, 所 以 9x2
n - 9x2

n+1 = y2
n - y2

n+1

⇒
9(xn-xn+1)
yn+yn+1

=
3(yn-yn+1)
3(xn+xn+1)

=k,

由合分比性质可得

k=
3(yn-yn+1)-9(xn-xn+1)
3(xn+xn+1)-(yn+yn+1)

=
3(3xn+1-yn+1)-3(3xn-yn)
(3xn+1-yn+1)+(3xn-yn)

=

3(3xn+1-yn+1)
3xn-yn

-3

3xn+1-yn+1

3xn-yn
+1

,

所以
3xn+1-yn+1

3xn-yn
=
3+k
3-k

,

所以{3xn-yn}是公比q=
3+k
3-k

的等比数列.

法四(点差法):
设Pn(xn,yn),Pn+1(xn+1,yn+1),Qn(-xn+1,yn+1),
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则
9x2

n-y2
n=9,

9x2
n+1-y2

n+1=9, 所 以 9x2
n -9x2

n+1 =y2
n -y2

n+1 ⇒

9(xn-xn+1)
yn+yn+1

=
yn-yn+1

xn+xn+1
=k,

所以
yn-yn+1=k(xn+xn+1),

3(xn-xn+1)=
k
3
(yn+yn+1), 

 

⇒3xn+1-yn+1+yn-3xn=
k
3
(3xn-yn)+

k
3
(3xn+1-

yn+1),
所以(3-k)(3xn+1 -yn+1)= (3+k)(3xn -yn)⇒
3xn+1-yn+1

3xn-yn
=
3+k
3-k

,

即数列{3xn-yn}是公比q=
3+k
3-k

的等比数列.

(3)当k=1时,由(2)知,数列{3xn-yn}的公比q=2,

因为3x1-y1=
3
2
,

所以3xn-yn=
3
2×2

n-1=
3
4×2

n,①

因为x2
n-

y2
n

9=1
,

所以3xn+yn=
9

3
2×2

n-1
=12×

1
2n .②

由①②得

xn=
1
8

·2n+2·
1
2n,

yn=6·
1
2n-

3
8

·2n,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

xn+1=
1
8

·2n+1+2·
1
2n+1,

yn+1=6·
1
2n+1-

3
8

·2n+1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

xn+2=
1
8

·2n+2+2·
1
2n+2,

yn+2=6·
1
2n+2-

3
8

·2n+2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

所以xn+1-xn=
1
8

·2n-
1
2n,xn+2-xn=

3
8

·2n-
3
2

·

1
2n,yn+1-yn=-3·

1
2n-

3
8

·2n,yn+2-yn=-
9
2

·1
2n-

9
8

·2n,

因为PnPn+1
→=(xn+1-xn,yn+1-yn),PnPn+2

→=(xn+2-
xn,yn+2-yn),

所以S=
1
2|
(xn+1-xn)(yn+2-yn)-(xn+2-xn)(yn+1-

yn)|

=
1
2  916-964·4n+

9
2

·1
4n - -916-964·4n+

9
2

·

1
4n =

9
16.

创新融合练(二)

 解:(1)证明:由题设,长轴长|AB|=|A'B'|=4,短轴长为23,
则|OF1|=|OF2|=|O'F'2|=1,

所以 F2,F'2 分 别 是 OB,O'B'的 中 点,而 柱 体 中 四 边 形

ABB'A'为矩形,连接OB'(图略),
由B'F'2∥OF1,|B'F'2|=|OF1|=1,
故四边形F1OB'F'2为平行四边形,则OB'∥F1F'2,
因为P 为BB'的中点,所以PF2∥OB',故PF2∥F1F'2,
因为PF2⊂平 面 PMN,F1F'2⊄平 面 PMN,故 F1F'2∥平

面PMN.
(2)由题设,令|QF1|=m,|QF2|=n,则m+n=4,
又|QQ'|=4,

所以tan
 

α=
4
m
,tan

 

β=
4
n
,则tan(α+β)=

tan
 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=

4(m+n)
mn-16=

16
mn-16

,因为mn≤ m+n
2  

2

=4,

当且仅当m=n,即tan
 

α=tan
 

β时上式取等号,所以tan(α+

β)≥-
4
3
,tan(α+β)的最小值为-

4
3.

(3)由VE-PMN=VM-PEF2
+VN-PEF2

,

正方形 ABB'A'中,P 为BB'的 中 点,易 得 E 与A'重 合 时

F2P 与EP 垂直,

此时|PF2|= 5,|EP|=25,

则S△PEF2
的最大值为

1
2

· 5·25=5,

构建如 图 所 示 坐 标 系 且 B(0,2),底 面 椭 圆 方 程 为y2

4 +

x2

3=1
,

设 M(x1,y1),N(x2,y2),

设 MN:y=tx+1,与椭 圆 方 程 联 立 得(3t2+4)x2+6tx-
9=0,且Δ=144(t2+1)>0,

所以x1+x2=-
6t

3t2+4
,x1x2=-

9
3t2+4

,

而|x1-x2|= (x1+x2)2-4x1x2,

所以|x1-x2|=
12 t2+1
3t2+4

,令l= t2+1≥1,

则|x1-x2|=
12l
3l2+1

=
12

3l+
1
l

,

由对勾函数性质知y=3l+
1
l

在[1,+∞)上单调递增,

故|x1-x2|∈(0,3],
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由VE-PMN=VM-PEF2
+VN-PEF2

=
1
3S△PEF2

·|x1-x2|,|x1-

x2|∈(0,3],得VE-PMN∈(0,5].
综上,VE-PMN∈(0,5].

创新融合练(三)

 解:(1)由f(x)=ex(sin
 

x+cos
 

x)-a,x∈[0,π],
则f'(x)=2excos

 

x,

当x∈ 0,
π
2  时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,

当x∈ π
2
,π  时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,

则函数f(x)的最大值为f
π
2  =e

π
2-a,又f(0)=1-a>

f(π)=-eπ-a,
所以函数f(x)的最小值为f(π)=-eπ-a.
(2)由题知g(x)=exsin

 

x-ax(a>0),x∈[0,π],g(0)=0,
又g'(x)=ex(sin

 

x+cos
 

x)-a,

则g'(x)=f(x),由(1)知f(x)在 0,
π
2  上单调递增,在

π
2
,π  上单调递减,

且最大值f
π
2  =e

π
2 -a,最 小 值 f(π)=-eπ-a<0,

f(0)=1-a,

①当f
π
2  =e

π
2-a≤0,即a≥e

π
2 时,f(x)≤0,

即g'(x)≤0,
此时函数g(x)在[0,π]上单调递减,
又g(0)=0,
则函数g(x)在[0,π]上有1个单调区间和1个零点;

②当f(0)=1-a≥0,即0<a≤1时,f
π
2  >0,f(π)<0,

则存在x0∈
π
2
,π  ,使得f(x0)=0,

当x∈(0,x0)时,f(x)>0,g'(x)>0,函数g(x)单调递增,
当x∈(x0,π)时,f(x)<0,g'(x)<0,函数g(x)单调递减,
又g(0)=0,则g(x0)>g(0)=0,又g(π)=-πa<0,
所以g(x)在(x0,π)上也有一个零点,
所以函数g(x)在[0,π]上有2个单调区间和2个零点;

③当f(0)=1-a<0,且f
π
2  =e

π
2 -a>0,即1<a<

e
π
2 时,

存在x1∈ 0,
π
2  ,x2∈

π
2
,π  ,使得f(x1)=f(x2)=0,

当x∈(0,x1)时,f(x)<0,g'(x)<0,函数g(x)单调递减,
当x∈(x1,x2)时,f(x)>0,g'(x)>0,函 数g(x)单 调

递增,
当x∈(x2,π)时,f(x)<0,g'(x)<0,函数g(x)单调递减,

又g(0)=0,g(π)=-πa<0,此时取a=
2
πe

π
2,则g(x1)<

g(0)=0,g(x2)>g
π
2  =e

π
2sin

 π
2-

2
πe

π
2 π
2=0

,

此时函数g(x)在[0,π]上有3个单调区间且有3个零点.

综上所述:①当a≥e
π
2 时,函数g(x)有1个单调区间;

②当0<a≤1时,函数g(x)有2个单调区间;

③当1<a<e
π
2 时,函数g(x)有3个单调区间,

且函数g(x)的零点个数的最大值为3.

(3)证明:由(2)知,当a>e
π
2 时,函数g(x)在(0,1]上单调

递减,
则g(x)<g(0)=0,
即exsin

 

x<ax,

则e
1
nsin

 1
n<a

·1
n
,

则esin
 

1+e
1
2sin

 1
2 +e

1
3sin

 1
3 +

… +e
1
n sin

 1
n <

a 1+
1
2+

1
3+

…+
1
n  ,

设h(x)=x-ln
 1
1-x

,x∈(0,1),则h'(x)=1-
1
1-x=

-
x
1-x<0

,

所以函数h(x)在(0,1)上单调递减,
则h(x)<h(0)=0,

则x<ln
 1
1-x

,x∈(0,1),取x=
1
n
(n∈N*,n≥2),

∴
1
n<ln

 1

1-
1
n

=ln
 n
n-1

,∴
1
2+

1
3+

…+
1
n <ln

 2
1+

ln
 3
2+

…+ln
 n
n-1

=ln
 

n(n≥2),

∴1+
1
2+

1
3+

…+
1
n≤1+ln

 

n(n∈N*),又a>0,

∴a 1+12+13+…+
1
n ≤a(1+ln 

n),

∴esin
 

1+e
1
2sin

 1
2+e

1
3sin

 1
3+

…+e
1
nsin

 1
n

<a(1+ln
 

n),

∴结论得证.

创新融合练(四)

 解:(1)2个周期结束后,ξ的取值可能为1,2,3,4,
其中P(ξ=1)=p2,

P(ξ=2)=p(1-p)+(1-p)p2=p-p3,

P(ξ=3)=(1-p)×C12×p×(1-p)

=2p(1-p)2,P(ξ=4)=(1-p)3,
所以ξ的分布列为

ξ 1 2 3 4

P p2 p-p3 2p(1-p)2 (1-p)3

E(ξ)=1×p2+2×(p-p3)+3×[2p(1-p)2]+4×(1-
p)3=p2-4p+4.
(2)(ⅰ)P2(n)表示分裂nT 结束后共有2个细胞的概率,则
必在某一个周期结束后分裂成2个 X 细胞.

 

不妨设在第kT
时分裂为2个X 细胞,之后一直有

 

2个X 细胞,
此事件概率P2

 

,k
  =

 

pk-1×(1-p)×(p2)n-k
 

=
 

(1-p)×

p2n-1-k,k≤n,k∈N*.

所以 P2
 (n)

 

=
 

P2,1
 +

 

P2,2+…+
 

P2,n
  =

 

∑
n

k=1
(1-p)·

p2n-1-k=(1-p)p2n∑
n

k=1
p-1-k=pn-1·(1-pn).

 

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

103



(ⅱ)证明:P3(n)代表分裂nT 后有3个细胞的概率,设细胞

X 在kT 后分裂为2个新的X 细胞,这两个X 细胞在剩下的

(n-k)T 中,其中一个分裂为2个 X 细胞,另一个一直分裂

为1个X 细胞,此事件的概率

P3
 

,k
  =

 

pk-1·(1-p)·C12pn-k·P2
 (n-k)

 

=
 

pk-1·(1-

p)·2·pn-k·pn-k-1·(1-pn-k),
得P3

 

,k
  =

 

2p2n-2·(1-p)·p-k-2p3n-2·(1-p)·p-2k,

P3
 (n)

 

=
 

P3
 

,1
  +

 

P3
 

,2
  +

 

…+
 

P3
 

,n
  =

 

2p2n-2·(1-p)·

∑
n

k=1
p-k-2p3n-2·(1-p)·∑

n

k=1
p-2k

=
2pn-1·(1-pn-1)·(1-pn)

1+p

=
2pn·(p-pn)·(1-pn)

(1+p)p2 ,

其中p∈
1
2
,1  ,pn∈(0,1).

 

令x=pn,P3(n)=
2x·(p-x)·(1-x)

(1+p)p2

<
2x·(1-x)·(1-x)

(1+p)p2 ,x∈(0,1),

记f(x)=x(1-x)2,f'(x)=(1-x)(1-3x),令f'(x)=

0,得x=
1
3.

当x∈ 0,
1
3  时,f'(x)>0,f(x)单调递增;

当x∈ 1
3
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减.

故[f(x)]max=f
1
3  =427,

也就是P3(n)<
8

27(1+p)p2<
8
27p2.

高考仿真卷(一)

1.D [由z·i=1+i,得z=
1+i
i =

(1+i)(-i)
-i2

=1-i,所以复

数z 在复平面内对应的点为(1,-1),所以对应点位于第四

象限.故选D.]

2.A [因为集合A= x x=
k
2
,k∈Z  = x x=

2k
4
,k∈Z  ,

B= x x=
k
4
,k∈Z ,所以A⊆B.

故选A.]

3.B [由题意得D(X)=4p(1-p)=1,可得p=
1
2
,

所以P(X=3)=C34
1
2  

4

=
1
4.

故选B.]

4.C [设第n(1≤n≤5,n∈N*)人所得钱数为an 钱,则数列

a1,a2,a3,a4,a5 为等差数列,设数列a1,a2,a3,a4,a5 的公

差为d,

则
5a1+

5×4
2 d=5,

2a1+d=3a1+9d, 解 得
a1=

4
3
,

d=-
1
6
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 故 a5=a1+4d=

4
3-4×

1
6=

2
3.

故选C.]

5.C [由题意,可得b=2,且f
π
2  =2,即sinπω2+π3  =0,

所以
πω
2+

π
3=kπ

,k∈Z,解得ω=2k-
2
3
,k∈Z,

函数f(x)=sin 2k-
2
3  x+π3  +2,

所以f(2π)=sin  2k-23 ×2π+π3 +2=sin(-π)+2=
2.故选C.]

6.A [因为△ABC 中,角A,B,C 的对边分别为a,b,c,
当acos

 

B=bcos
 

A 时,结合正弦定理可得

sin
 

Acos
 

B=sin
 

Bcos
 

A,
即sin(A-B)=0,又0<A<π,0<B<π,
所以-π<A-B<π,所以A-B=0,即A=B,所以△ABC
是等腰三角形,
当△ABC 是等腰三角形时,可能A=C,
即不一定能推出acos

 

B=bcos
 

A,
即“acos

 

B=bcos
 

A”是“△ABC 是等腰三角形”的充分不必

要条件.故选A.]

7.C [令x=0,则f(y)-f(-y)=2f(1)f(y)=2f(y),

∴f(y)=-f(-y),

∴f(x)为奇函数,
令y=1,则f(x+1)-f(x-1)=2f(1-x)f(1)=2f(1-
x),∵f(x)为奇函数,

∴f(1-x)=-f(x-1),∴f(x+1)=-f(x-1),

∴f(x+2)=-f(x),∴f(x+4)=f(x),

∴f(x)的周期为4,所以f(2
 

025)=f(1)=1.故选C.]

8.C [将tan
 

B-tan
 

C=
1

sin
 

2B
,

变形为tan
 

B-
1

sin
 

2B=tan
 

C,

则
sin

 

B
cos

 

B-
1

2sin
 

Bcos
 

B=
2sin2B-1
2sin

 

Bcos
 

B=
-cos

 

2B
sin

 

2B
,

又tan
 

C=
sin

 

C
cos

 

C
,故-cos

 

2B
sin

 

2B =
sin

 

C
cos

 

C
,

即cos
 

2Bcos
 

C+sin
 

2Bsin
 

C=0,即cos(2B-C)=0,

因为内角B,C 都为锐角,则-
π
2<2B-C<π,故2B-C=

π
2
,即2B=

π
2+C

,sin
 

2B=sin π
2+C  =cos 

C,

所以sin
 

2B-cos
 

C=0.
故选C.]

9.BD [对于A,由(0.005+0.010+0.015+x+0.040)×10=
1,得x=0.030,A错误;
对于B,成绩在区间[90,100]内的学生人数为400×0.040×
10=160(人),B正确;
对于C,平均数x=55×0.05+65×0.1+75×0.15+85×
0.3+95×0.4=84,C错误;
对于D,低 于90分 的 频 率 为1-0.4=0.6,设 样 本 数 据 的

80%分位数为n,

则
n-90
100-90=

0.2
0.4
,解得n=95,D正确.故选BD.]

10.ACD [对于A,根据题意,a=2c,所以椭圆C 的离心率e=
c
a =

1
2
,故A正确;

又b2=a2-c2=3,所以c=1,a=2,
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所以椭圆C:
x2

4+
y2

3=1
,

根据椭圆定义,可知|MF1
→|+|MF2→|=2a=4,所以|MF1

→|·

|MF2
→|≤ |MF1

→|+|MF2→|
2  

2

=4,当 且 仅 当|MF1
→|=

|MF2
→|=2时取等号,所以|MF1

→|·|MF2
→|的最大值为4,

故B错误;
设 M(x,y),又F1(-1,0),F2(1,0),

所以 MF1
→=(-1-x,-y),MF2

→=(1-x,-y),则 MF1
→·

MF2
→=x2-1+y2=x2-1+3-

3
4x2=

1
4x2+2,因 为

-2≤x≤2,所以 MF1
→·MF2

→ 的取值范围是[2,3],C正确;

当l的倾斜角为
π
6

时,直线l垂直平分AF2,所以△AMN 的

周长为|AN|+|AM|+|MN|=|AN|+|AM|+|NF1|+
|MF1|=|NF2|+|MF2|+|NF1|+|MF1|=(|NF1|+
|NF2|)+(|MF1|+|MF2|)=4a=8,故D正确.
故选ACD.]

11.BCD [对于 A,假设正四面体的

棱长为2,此时 两 球 心 O1,O2 分

别在弦AB,CD 的中点处,
连接AO2,BO2,因为正四面体棱

长为2,所以AO2=BO2= 3,

则O1O2= 2<r1+r2=2,所以

此时两球一定有交点,故A错误;
如图,在 正 四 面 体 ABCD 中,设

M,N 分别为棱AB,CD 的中点,
棱长为2a,

∴MN = 2a,O1M =O2N =

1-a2,则2<O1O2≤ 2a+

2 1-a2,

对于B,棱长为 2时,此时 MN=

1,O1M=O2N=
2
2
,(O1O2)max=

1+ 2>2,
所以存在两个半径为1的球无公共点,故B正确;

对于CD,令a=sin
 

θ,θ∈ 0,
π
2  ,

则 2a+2 1-a2 = 2sin
 

θ+2cos
 

θ= 6 33sin 

θ+

6
3cos

 

θ = 6sin(θ+φ)其 中cos
 

φ=
3
3
,sin

 

φ=
6
3
,2<

2a+2 1-a2≤ 6,当a=sin
 

θ=cos
 

φ=
3
3

时取等号,所

以CD正确.故选BCD.]

12.6 [由题设

y'=
ex· x+1-ex·1

2
(x+1)

-12

x+1
,

故曲线在x=0处切线的斜率为
1
2
,

因为 该 切 线 与 直 线 ax+3y-4=0 垂 直,所 以
1
2

·

-
a
3  =-1,解得a=6.]

13.10 [x5= 1+(x-1)  5=a0+a1(x-1)+a2(x-1)2+

a3(x-1)3+a4(x-1)4+a5(x-1)5,1+(x-1)  5 的展

开式的通项为Ck
515-k(x-1)k,k=0,1,2,…,5,所以a2=

C2513=10.]

14.(-26,0)∪(0,26) [根据题意,圆x2+y2=4的圆心

为O(0,0),半径r=2,
若圆x2+y2=4上总存在两个点到点(a,1)的距离为3,
则圆x2+y2=4与圆(x-a)2+(y-1)2=9有两个公共

点,即两圆相交,
因为(x-a)2+(y-1)2=9的圆心为C(a,1),半径R=3,

所以|R-r|<|OC|<R+r,即3-2< a2+1<3+2,

则0<a2<24,即-26<a<0或0<a<26,即实数a 的

取值范围是(-26,0)∪(0,26).]

15.解:(1)销售额不少于60万元的有3天,X 的所有可能取值

为1,2,3,

P(X=1)=
C13
C35
=
3
10
,P(X=2)=

C12C23
C35

=
3
5
,P(X=3)=

C33
C35
=
1
10
,

所以X 的分布列为

X 1 2 3

P 3
10

3
5

1
10

所以E(X)=1×
3
10+2×

3
5+3×

1
10=

9
5.

(2)x=
1
5
(2+4+5+6+8)=5,

y=
1
5
(20+30+60+60+80)=50,

∑
5

i=1
xiyi=2×20+4×30+5×60+6×60+8×80=1

 

460,

∑
5

i=1
x2

i-5x2=4+16+25+36+64-5×25=20,

b̂=
1

 

460-5×5×50
20 =10.5,̂a=y-̂bx=50-10.5×5=

-2.5,
所以经验回归方程为ŷ=10.5x-2.5,
当x=10时,̂y=102.5,
综上,所求经验回归方程为ŷ=10.5x-2.5,预测广告支出

为10万元时的销售额为102.5万元.
16.解:(1)由直线l过原点且方向向量为μ=(3,1)可知l的方

程为y=
1
3x,

因此对任意正整数n,an=
1
3an+1,即an+1=3an.
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因为a3=2a2+6,所以9a1=6a1+6,a1=2≠0,所以
an+1

an
=

3,an  是首项为2,公比为3的等比数列,

所以an=2×3n-1.
(2)因为数列 bn  是以4为首项,2为公差的等差数列,所以

bn=2n+2,

因为 an =2×3n-1,所 以 2m +2=2×3k-1,即 m =
2×3k-1-2

2 =3k-1-1,

由于m∈N*,所以3k-1-1≥1,即3k-1≥2,因为k∈N*,所
以k≥2,因此k 的取值从2开始.
将m 的值从小到大排列,得到数列{cn},

则cn=3n-1,n∈N*,

所以Sn=
3n+1-2n-3

2 .

17.解:(1)证明:∵EA,CD 均垂直于平面ABC,∴EA∥CD,
取AB 的中点M,连接FM,CM.
∵F 是BE 的中点,EA=2,∴FM 是△ABE 的中位线,

∴FM∥AE 且FM=1,
又CD∥AE 且CD=1,故四边形FMCD 是平行四边形,

∴FD∥CM,又FD⊄平面 ABC,CM⊂平面 ABC,∴FD∥
平面ABC.
(2)令DC=a(a>0),取AC 的中点为O,连接BO,过O 作

OZ∥AE,且 交 DE 于 点Z,∵OZ∥AE,AE⊥平 面 ABC,

∴OZ⊥平面ABC,

∵△ABC 是正三角形,∴AO=CO,

∴OB⊥AC,

如图,以O 为坐标原点,OB→,OC→,

OZ→ 方向分别为x,y,z 轴正方向,
建立空间直角坐标系,

则 B (3,0,0),E(0,-1,2),

D(0,1,a),C(0,1,0),所以EB→=
(3,1,-2),ED→=(0,2,a-2),
设平面BED 的法向量n=(x,y,

z),

则
n·EB→=0,

n·ED→=0, 所以 3x+y-2z=0,

2y+(a-2)z=0, 
取z=23,则n=(a+2,3(2-a),23)为平面BED 的

一个法向量,

又CE→=(0,-2,2),设CE 与平面BED 所成角为θ,则sin
 

θ=

|CE→·n|
|CE→|·|n|

=
6
4×

a
a2-2a+7

=
6
4

· 1

1+
7
a2
-
2
a

,

所以,当a=7时,sin
 

θ有最大值为
7
4
,

综上,直 线 CE 与 平 面EBD 所 成 角 的 正 弦 值 的 最 大 值

为
7
4.

18.解:(1)依题意,
1
a2
+
9
4b2
=1,

a2-b2=1, 解得a2=4,b2=3,所以C 的

方程为
x2

4+
y2

3=1.

(2)证明:点 F(1,0),显 然l 的 斜 率 存 在,设l 的 方 程 为

y=kx+m,P(x1,y1),Q(x2,y2),

由

x2

4+
y2

3=1
,

y=kx+m, 
 

消去y 并整理,得(3+4k2)x2+8kmx+

4m2-12=0,
由直线l与椭圆C 交于P,Q 两点,得

 

Δ=(8km)2-16(3+
4k2)(m2-3)=48(4k2-m2+3)>0,

则x1+x2=
-8km
3+4k2

,x1x2=
4m2-12
3+4k2

,由∠PFA=∠QFA,

得直线PF,QF 的斜率互为相反数,即 y1

x1-1
+

y2

x2-1

=
y1(x2-1)+y2(x1-1)
(x1-1)(x2-1)

=
(kx1+m)(x2-1)+(kx2+m)(x1-1)

(x1-1)(x2-1)

=0,

因此(kx1+m)(x2-1)+(kx2+m)(x1-1)=0,整 理 得

2kx1x2-(k-m)(x1+x2)-2m=0,

则2k·4m
2-12

3+4k2
-(k-m)·

-8km
3+4k2

-2m=0,化 简 得

m=-4k,
所以直线l的方程为y=k(x-4),即l过定点(4,0).

19.解:(1)函数f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=x-a+
a-1
x =

x2-ax+a-1
x =

(x-1)[x-(a-1)]
x

 

,

令f'(x)=0,则x=1或x=a-1,
因为a>1,所以a-1>0,当a-1=1,即a=2时,f'(x)=
(x-1)2

x ≥0,

所以f(x)在(0,+∞)上单调递增,无极值点;
当a-1>1,即a>2时,在(0,1)和(a-1,+∞)上f'(x)>
0,f(x)单 调 递 增;在(1,a-1)上 f'(x)<0,f(x)单 调

递减,
所以x=1是极大值点,x=a-1是极小值点;
当0<a-1<1,即1<a<2时,在(0,a-1)和(1,+∞)上

f'(x)>0,f(x)单调递增;在(a-1,1)上f'(x)<0,f(x)
单调递减,所以x=a-1是极大值点,x=1是极小值点.
综上,当a=2时,无极值点;
当a>2时,x=1是极大值点,x=a-1是极小值点;
当1<a<2时,x=a-1是极大值点,x=1是极小值点.

(2)当a=2时,f(x)=
1
2x2-2x+ln

 

x,

不妨设x1>x2>0,则
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>b 恒 成 立,等 价 于

f(x1)-bx1>f(x2)-bx2 恒成立,

令g(x)=f(x)-bx=
1
2x2-(2+b)x+ln

 

x,x∈(0,

+∞),则g(x)在(0,+∞)上单调递增,
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所以g'(x)=x-(2+b)+
1
x ≥0

在(0,+∞)上恒成立,即

b≤x+
1
x-2

在(0,+∞)上恒成立,

由均值不等式x+
1
x≥2 x·1

x =2(当且仅当x=1时取

等号),

所以x+
1
x-2≥0

,则b≤0,故实数b的取值范围是(-∞,

0].

高考仿真卷(二)

1.B [A∪B= 0,1,2,4  ,

由2lg
 

x<1,得lg
 

x<
1
2
,解得x∈(0, 10),所以(A∪B)

∩C= 1,2  .
故选B.]

2.A [因为角α的终边过点(4,3),

所以cos
 

α=
4
42+32

=
4
5
,

所以sinα+
π
2  =cos 

α=
4
5.

故选A.]

3.C [z=
1-i
1+i=

(1-i)2
(1+i)(1-i)=

1-2i-1
2 =-i.故选C.]

4.A [由题意知2a+b=(4,8+x),由b∥(2a+b),
得4x=2(8+x),解得x=8.
故选A.]

5.D [∵e=
c
a =2

,则c=2a,

∴
b
a =

b2

a2
=

c2-a2

a2
=

4a2-a2

a2
= 3,∴双曲线的渐

近线方程为y=±
b
ax=± 3x.

故选D.]

6.A [由题意可知,圆锥的母线长l=4,底面周长C=
1
4

·

2π·4=2π,所以圆锥的底面半径r=1,
根据题意可作圆锥与其内切球的轴截面

如下:
根据圆锥和球的对称性可知,球的截面为

圆O,也即为等腰△ABC 的内切圆,
即 OE ⊥ AC,AD ⊥BC,OD =OE,

CD=CE,
在 Rt△ADC 中,AD2+CD2=AC2,由

AC=l=4,CD=r=1,则AD= 15,
在Rt△AOE 中,AE2+OE2=AO2,
即(AC-CE)2+OE2=(AD-OD)2,

可得(4-1)2+OE2=( 15-OE)2,解得OE=
15
5
,所以

该圆锥内切球的表面积S=4π 15
5  

2

=
12
5π.

故选A.]

7.C [∵AN→=12NC→,∴AN→=13AC→,

∵B,P,N 三点共线,

∴AP→=mAB→+(1-m)AN→=

mAB→+(1-m)×
1
3AC→=mAB→+

2
9AC→,

∴
1
3
(1-m)=

2
9
,∴m=

1
3.

∴AP→=13AB→+29AC→,

∴AP→·AB→= 1
3AB→+29AC→  ·AB→= 13AB→2+

2
9AB→·

AC→=13×1+
2
9×1×1×

1
2=

4
9.故选C.]

8.D [f(x1)-f(x2)<2x1-2x2⇒f(x1)-2x1<f(x2)

-2x2,
设F(x)=f(x)-2x,则F(x1)<F(x2),
因为x1<x2,所以F(x)=f(x)-2x 在 R上单调递增,

其中F(x)=
x+
2a-3

x
,x≥1,

(a-1)ex-1,x<1, 
需满足y=(a-1)ex-1 在(-∞,1)上 单 调 递 增,y=x+
2a-3

x
在[1,+∞)上单调递增,且(a-1)e0≤1+2a-3,

由(a-1)e0≤1+2a-3得a≥1,
根据y=(a-1)ex-1 在(-∞,1)上单调递增,得到a-1>0,
故a>1,所以a>1,

当2a-3<0,即1<a<
3
2

时,y=x+
2a-3

x
在[1,+∞)上单

调递增,当2a-3=0,即a=
3
2

时,y=x 在[1,+∞)上单调

递增,当2a-3>0,即a>
3
2

时,由对勾函数性质得,y=x+

2a-3
x

在( 2a-3,+∞)上单调递增,故需满足 2a-3≤

1,解得a≤2,所以
3
2<a≤2

,综上,实数a 的取值范围是(1,

2].故选D.]

9.ABD [A选项,抛物线y2=4x 的准线为x=-1,☉A 的圆

心(0,4)到直线x=-1的距离显然是1,等于圆的半径,
故准线l与☉A 相切,A选项正确;

B选项,当P,A,B 三 点 共 线 时,即 PA⊥l,则 P 的 纵 坐 标

yP=4,

由y2
P=4xP,得到xP=4,故P(4,4),

此时切线长|PQ|= |PA|2-r2= 42-12= 15,B选

项正确;

C选项,当|PB|=2时,xP=1,此时y2
P=4xP=4,故P(1,2)

或P(1,-2),

当P(1,2)时,A(0,4),B(-1,2),kPA=
4-2
0-1=-2

,kAB=

4-2
0-(-1)=2

,

不满足kPAkAB=-1.

当P(1,-2)时,A(0,4),B(-1,-2),kPA=
4-(-2)
0-1 =

-6,kAB=
4-(-2)
0-(-1)=6

,

不满足kPAkAB=-1,
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于是PA⊥AB 不成立,C选项错误;

D选项,法一:利用抛物线定义转化

根据抛物线的定义,|PB|=|PF|,又F(1,0),
于是当|PA|=|PB|时,P 点的存在性问题转化成|PA|=
|PF|时P 点的存在性问题,A(0,4),F(1,0),AF 的中点为

 12,2 ,AF 的中垂线的斜率为-
1

kAF
=
1
4
,

于是AF 的中垂线方程为y=
2x+15
8

,与抛物线y2=4x 联

立,可得y2-16y+30=0,

Δ=162-4×30=136>0,即 AF 的中垂线和抛物线有两个

交点,即存在两个P 点,使得|PA|=|PF|,D选项正确.
法二:设点直接求解

设P t2

4
,t  ,

由PB⊥l可得B(-1,t),又 A(0,

4),|PA|=|PB|,根据两点间的距

离公式,得

t4

16+
(t-4)2 =

t2

4 +1
,整 理 得

t2-16t+30=0,Δ=162-4×30=136>0,则关于t的方程

有两个解,即存在两个这样的P 点,D选项正确.
故选ABD.]

10.ACD [令y=-y,则g(x-y)+g(x+y)=g(x)f(-y),注
意到g(x)不恒为0,故f(y)=f(-y),故A正确;
因为f(x)的图象关于点(2,0)对称,所以f(2)=0,令x=
0,y=2,得g(2)+g(-2)=g(0)f(2)=0,
故g(-2)=-1≠g(2),故B错误;
令x=y=-1,得g(-2)+g(0)=g(-1)f(-1)=0,
令x=y=1,得g(2)+g(0)=g(1)f(1)=2,
故g(1)≠0,f(1)≠0,从而f(-1)≠0,故g(-1)=0,
令x=-1,得g(-1+y)+g(-1-y)=0,化简得g(-1-
y)=-g(-1+y),故C正确;
令y=2,得g(x+2)+g(x-2)=0,
而g(1-x)=-g(x-3)=g(1+x),故 D 正 确.故

选ACD.]

11.ACD [对于A,当x=y=1时,
点P 在 线 段CC'上 运 动,如 图

所示,
由于 AB∥CD,可 知∠BAP 即

为直线AP 与CD 所成角,
连接BP,设CP=t,t∈[0,1],
则 在 Rt△ABP 中,AB =1,

BP= BC2+CP2= 1+t2,

tan∠BAP=
BP
AB= 1+t2∈[1,2],故A正确;

对于B,当x+z=1,y=0时,点P 在线段A'B 上运动,
故将△AA'B 与 四 边 形A'BCD'沿A'B 展 开 到 同 一 个 平

面上,

由图可知,线段AD'的长度即为AP+PD'的最小值,

在△AA'D'中,AD'= 12+12-2×1×1×cos
 

135°

= 2+ 2,故B错误;
对于C,当x+y+z=1时,点P
在△A'BD 内部及边界上运动,
则线段AP 的长度的最小值即点

A 到平面A'BD 的距离,
由VA'-ABD=VA-A'BD 得线段AP 的

长度的最小值为
3
3
,故C正确;

对于D,当x+y+z=k(0<k<3)时,记点 P 的轨迹为平

面α,
故平面α 截 此 正 方 体 所 得 截 面

面积的 最 大 值 为 正 方 体 的 中 截

面的面积,如图所示,
当点 E,F,G,H,M,N 分 别 为

对应棱的中点时,连接EF,FG,

GH,HM,MN,NE,
可得平 面 EFGHMN 平 行 于 平

面A'BD,且 为 正 六 边 形,此 时 该 截 面 EFGHMN 是 最 大

截面,

由于正方体的棱长为1,所以正六边形的边长为
2
2
,则面积

为
3
4×

2
2  

2

×6=
33
4
,故D正确.

故选ACD.]

12.240 [根据题意,分2步进行,
先将2名女生排在一起,看成一个元素,考虑其顺序,有 A22
种情况,
再将其与其他4名男生全排列,有A55 种情况,

则其不同的排列方法为A55A22=240种.]

13.1 [因为2x+1>0,可知函数f(x)的定义域为 R,
且函数f(x)是奇函数,则f(0)=a-1=0,

解得a=1,则f(x)= 1-
2

2x+1  cos 

x,

又因为f(-x)+f(x)= 1- 2
2-x+1 cos(-x)+ 1-

2
2x+1 cos

 

x= 2-
2×2x

2x+1
-
2

2x+1  cos 

x=(2-2)cos
 

x=

0,即f(-x)=-f(x),可知函数f(x)是奇函数,所以a=
1符合题意.]

14.
2
5  

[设 甲 获 得 冠 军 为 事 件 A,比 赛 共 进 行 了3局 为 事

件B,

P(A)=
2
3 ×

2
3 +

2
3 ×

1
3 ×

2
3 +

1
3 ×

2
3 ×

2
3 =

20
27
,

P(AB)=
2
3×

1
3×

2
3+

1
3×

2
3×

2
3=

8
27
,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

8
27
20
27

=
2
5.]

15.解:(1)把20个成绩按从小到大排序,可得

53,57,61,63,63,65,66,66,67,68,

72,73,76,77,79,79,85,87,90,92.
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由75%×20=15,可知成绩的上四分位数为第15个成绩与

第16个成绩的平均数,即79+79
2 =79.

(2)由数据可知,成绩大于70分的有10个,大于上四分位数

79的成绩有4个,
根据题意,X 的所有可能取值为0,1,2,

P(X=0)=
C04C26
C210

=
1
3
,P(X=1)=

C14C16
C210

=
8
15
,P(X=2)=

C24C06
C210

=
2
15
,

则X 的分布列为

X 0 1 2

P 1
3

8
15

2
15

所以X 的数学期望E(X)=0×
1
3+1×

8
15+2×

2
15=

4
5.

16.解:(1)由题意得S1=
1
2

·a2·
3
2=

3
4a2,S2=

3
4b2,S3=

3
4c

2,

则S1-S2+S3=
3
4a2-

3
4b2+

3
4c2=

3
2
,即a2+c2-

b2=2,由 余 弦 定 理 的 推 论 得cos
 

B=
a2+c2-b2

2ac
,整 理 得

accos
 

B=1,

因为S△ABC=
1
2acsin

 

B=
1
2
,

所以acsin
 

B=1,
可得tan

 

B=1,因为B∈(0,π),

所以B=
π
4.

(2)由S△ABC=
1
2acsin

π
4=

1
2
,可得ac= 2,由正弦定理

得
b
sin

 

B =
a
sin

 

A =
c
sin

 

C
,则

b2

sin2B
=

a
sin

 

A
· c
sin

 

C =

ac
sin

 

Asin
 

C=
2
2
2

=2.

则
b
sin

 

B= 2
,故b= 2sin

 

B=1,

由余 弦 定 理 得 b2 =a2 +c2 -2accos
 

B = (a+c)2 -
2ac(1+cos

 

B),

所以(a+c)2=3+22=(2+1)2,解得a+c= 2+1,

所以△ABC 的周长为a+b+c= 2+2.
17.解:(1)由题意知

f'(x)=1+
a(a-1)

x2 -
2a-1

x
,

因为曲线y=f(x)在点(1,f(1))处与x 轴相切,

所以
f'(1)=0,

f(1)=0, 
所以

a2-3a+2=0,

1-a(a-1)-1=0, 
 

则
a=1或a=2,

a=0或a=1, 解得a=1.

(2)y=f(x)的定义域为(0,+∞),

f'(x)=1+
a(a-1)

x2 -
2a-1

x

=
x2-(2a-1)x+a(a-1)

x2

=
(x-a)(x-a+1)

x2 ,

若a-1>0,则a>1,
令f'(x)>0,可得x>a 或0<x<a-1,
令f'(x)<0,可得a-1<x<a,
所以f(x)在(a-1,a)上单调递减,在(0,a-1),(a,+∞)
上单调递增,
所以f(x)在x=a 处取得极小值,所以a=3;
若a-1<0≤a,则0≤a<1,
令f'(x)>0,可得x>a,令f'(x)<0,可得0<x<a,
所以f(x)在(0,a)上单调递减,在(a,+∞)上单调递增,
所以f(x)在x=a 处取得极小值,所以a=3,不符合题意;
若a≤0,则f(x)在(0,+∞)上单调递增,无极小值,
综上,a=3.

18.解:(1)证明:依题意,BC=2,B1C1=1,A1B1= 5,
如图所示,延长三条侧棱交于点D.
由A1A=B1B=C1C,可得 DA=DB=DC,且 A1,B1,C1

分别为线段DA,DB,DC 的中点,
取AB 的中点M,则DM⊥AB.

由
B1C1

BC =
1
2
,可得

A1B1

AB =
1
2
,则AB=2A1B1=25,

又∵AC2+BC2=AB2,∴CA⊥CB,

∴ AM = CM,则 △DAM ≌ △DCM,故 ∠DMA =
∠DMC=90°,
即DM⊥MC,而AB∩MC=M,且AB,MC⊂平面ABC,故

DM⊥平面ABC,
又DM⊂平面ABB1A1,故平面ABB1A1⊥平面ABC.
而直 线l⊂平 面 ABB1A1,l⊥AB,平 面 ABB1A1∩平 面

ABC=AB,
故直线l⊥平面ABC.
(2)以C 为坐标原点,CA,CB 所在直线分别为x,y 轴,过点

C 作垂直于平面ABC 的直线为z 轴,建立如图所示空间直

角坐标系,

则A(4,0,0),D(2,1,6),B(0,2,0),A1 3,12,3 ,C1 1,
1
2
,3 ,则 AB→=(-4,2,0),AD→=(-2,1,6),BC1

→=

1,-
3
2
,3  ,BA1

→= 3,-32,3 .

不妨设n1=(x1,y1,z1)为平面A1B1B 的法向量,
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由
AB→·n1=-4x1+2y1=0,

AD→·n1=-2x1+y1+6z1=0, 
 

求得平面A1B1B 的一

个法向量n1=(1,2,0),
不妨设n2=(x2,y2,z2)为平面A1C1B 的法向量,

由
BC1
→·n2=x2-

3
2y2+3z2=0,

BA1
→·n2=3x2-

3
2y2+3z2=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

求得平面A1C1B 的一个法向量n2=(0,2,1),而|cos<n1,

n2>|=
|n1·n2|
|n1|·|n2|

=
4
5
,所以平面 A1B1B 与平面A1C1B

夹角的余弦值为
4
5.

19.解:(1)如图1所示,设 M(x,y),
因为 M 到x 轴的距离小于它到y 轴的距离,
所以|x|>|y|,故x2>y2,
又因为l1 的斜率为1,l2 的斜率为-1,故l1⊥l2,四边形

ODME 为矩形,

因为点M 到直线l1 的距离d1=
|x-y|
2

,故|MD|=
|x-y|
2

,

同理|ME|=
|x+y|
2

,

所以四边形 ODME 的面积为|MD|·|ME|=
|x-y|
2

·

|x+y|
2

=
9
2
,所以|x2-y2|=9,所以x2-y2=9,

所以C 的方程为x2-y2=9.

(2)(ⅰ)法一:设 T(-1,0),令y=0,代入x2-y2=9,得

A(3,0),

①当点B 在第一象限时,如图2所示,由于△ABQ 是以BQ
为底的 等 腰 直 角 三 角 形,易 知 Q 在x 轴 上 方,|AB|=

|AQ|,∠BAQ=
π
2
,

作BS⊥x 轴,垂足为S,则△ABS≌△QAT,
故|BS|=|AT|=4,故yB=4,

又因为x2
B-y2

B=9,则xB=5,即B(5,4),

从而|QT|=|AS|=2,故Q(-1,2),直线BQ 的斜率kBQ=
4-2

5-(-1)=
1
3.

②当点B 在第二象限时,如图3所示,由于△ABQ 是以BQ
为底的 等 腰 直 角 三 角 形,易 知 Q 在x 轴 下 方,|AB|=

|AQ|,∠BAQ=
π
2
,

作BS⊥x 轴,垂足为S,则△ABS≌△QAT,
故|BS|=|AT|=4,故yB=4,

又x2
B-y2

B=9,则xB=-5,
即B(-5,4),
从而|QT|=|AS|=8,故 Q(-1,-8),直 线 BQ 的 斜

率kBQ=
4-(-8)
-5-(-1)=-3

;

③当点B 在第三象限时,由对称性知,直线BQ 的斜率为3;

④当点 B 在 第 四 象 限 时,由 对 称 性 知,直 线 BQ 的 斜 率

为-
1
3
;

综上可知,直线BQ 的斜率为±
1
3

或±3.

法二:令y=0,代入x2-y2=9,可得A(3,0),

设B(x0,y0),Q(-1,t),则AB→=(x0-3,y0),AQ→=(-4,
t),x2

0-y2
0=9,

由AB→⊥AQ→,可得AB→·AQ→=0,故ty0=4(x0-3),

由|AB→|=|AQ→|,可得(x0-3)2+y2
0=t2+16,易知x0≠3,

所以t2=
16(x0-3)2

y2
0

=
16(x0-3)2

x2
0-9

=
16(x0-3)

x0+3
,

所以(x0-3)2+x2
0-9=t2+16=

16(x0-3)
x0+3

+16=
32x0

x0+3
,

即2x2
0-6x0=

32x0

x0+3
,易知x0≠0,所以x0-3=

16
x0+3

,即

x2
0=25,所以y2

0=16,

当x0=5,y0=4时,t=
4(x0-3)

y0
=2,

所以B(5,4),Q(-1,2),

直线BQ 的斜率kBQ=
4-2

5-(-1)=
1
3
;

当x0=5,y0=-4时,t=
4(x0-3)

y0
=-2,所以B(5,-4),

Q(-1,-2),

直线BQ 的斜率kBQ=
-4-(-2)
5-(-1)=-

1
3
;

当x0=-5,y0=4时,t=
4(x0-3)

y0
=-8,所以B(-5,4),

Q(-1,-8),

直线BQ 的斜率kBQ=
4-(-8)
-5-(-1)=-3

;

当x0=-5,y0=-4时,t=
4(x0-3)

y0
=8,

所以B(-5,-4),Q(-1,8),

直线BQ 的斜率kBQ=
-4-8

-5-(-1)=3
,

综上可知,直线BQ 的斜率为±
1
3

或±3.

(ⅱ)证明:设M(a,b),依题意可得B'(-5,-4),K(4,5),所

以直线OK 的方程为y=
5
4x,
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①若a=5,则直线 MB 的方程为x=5,直线 MB'的方程为

y=-4,

此时点 P 5,
25
4  ,P' -

16
5
,-4  ,所 以|xP|·|xP'|=

16=|xK|2,
因为P,K,P',O 四点共线,
所以|OP|·|OP'|=|OK|2,
所以|OP|,|OK|,|OP'|成等比数列;

②若a=-5,则直线 MB'的方程为x=-5,直线 MB 的方

程为y=4,

此时点 P 16
5
,4  ,P' -5,-

25
4  ,所 以|xP|·|xP'|=

16=|xK|2,
因为P,K,P',O 四点共线,
所以|OP|·|OP'|=|OK|2,
所以|OP|,|OK|,|OP'|成等比数列;

③若a≠5且a≠-5,kMB=
b-4
a-5

,kMB'=
b+4
a+5

,

直线 MB 的方程为y-4=
b-4
a-5

(x-5),

联立
y-4=

b-4
a-5

(x-5),

y=
5
4x,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得xP=
4(5b-4a)
(4b-5a)+9

,

同理可得直线 MB'的方程为

y+4=
b+4
a+5

(x+5),

联立
y+4=

b+4
a+5

(x+5),

y=
5
4x,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得xP'=
4(4a-5b)
(4b-5a)-9.

因为 M(a,b)在双曲线C 上,
所以a2-b2=9,

所以
xP ·xP'

16 =
(4a-5b)2

81-(4b-5a)2

=
16a2-40ab+25b2

9a2-9b2-16b2+40ab-25a2

=
16a2-40ab+25b2

-16a2+40ab-25b2
=-1,

所以|xP|·|xP'|=16=|xK|2,
因为P,K,P',O 四点共线,
所以|OP|·|OP'|=|OK|2,
所以|OP|,|OK|,|OP'|成等比数列.
综上,|OP|,|OK|,|OP'|成等比数列.

高考仿真卷(三)

1.A [法一(数轴法):如图,利用数轴直观表示,则0<a≤2,故
选A.

法二(排除法):当a=2时,满足A∩B=⌀,排除B;当a=2.
1时,A∩B=(2,2.1],不满足题意,排除C,D.故选A.]

2.A [因为z=
1-2i
2+i=

(1-2i)(2-i)
(2+i)(2-i)=

-5i
5 =-i,所以􀭵z=i.

故选A.]

3.A [(1-x)6 的展开式的通项为Tk+1=Ck
6(-1)kxk,令k=

2,得T3=C26x2,令k=3,得T4=-C36x3,所以 1+
1
x  (1-

x)6 的展开式中,x2 的系数为1×C26+1×(-C36)=-5.故

选A.]

4.A [设等差数列{an}的公差为d,则d≠0,a2=1+d,a3=

1+2d,a6=1+5d.由 题 意 可 知,(1+2d)2=(1+d)(1+

5d),得d2=-2d,解得d=-2或d=0(舍去).记数列{an}

的前n 项和为Sn,则S5=5a1+
5×4
2 d=5-20=-15.故

选A.]

5.B [对于A,取a=2,b=1,满足a>b,当c=-1时,b+c
a+c<

b
a
,所以A是假命题;对于B,若c>d,则-d>-c,又a>b,

所以a-d>b-c,故B是真命 题;对 于C,取a=-2,b=

-1,满足a<b<0,则a2=4,ab=2,b2=1,a2>ab>b2,故C

是假命题;对于D,取a=1,b=-1,满足a>b,则
1

a-b=
1
2
,

1
a=1

,1
a-b<

1
a
,故D是假命题.故选B.]

6.B [记事件A1 为取出的一个零件是第一台车床加工的,事

件A2 为取出的一个零件是第二台车床加工的,事件B 为取

出的 一 个 零 件 是 合 格 品,则 P(A1)=
2
3
,P(A2)=

1
3
,

P(B|A1)=1-0.03=0.97,P(B|A2)=1-0.02=0.98,故

P(B)=P(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(A2)=0.97×
2
3+

0.98×
1
3=

73
75.

故选B.]

7.C [法一(利用同角三角函数的基本关系求解):由tan
 

α=

sin
 

α
cos

 

α=
1
3
,

得cos
 

α=3sin
 

α,①
又sin2α+cos2α=1,②

所以由①②得,sin2α=
1
10
,所以cos(α+β)sin

 

α=(cos
 

αcos
 

β-

sin
 

αsin
 

β)sin
 

α=(3sin
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β)sin
 

α=(3cos
 

β-

sin
 

β)sin2α=
1
10
(3cos

 

β-sin
 

β)=2sin
 

β,整 理 得,7sin
 

β=

cos
 

β,所以tan
 

β=
sin

 

β
cos

 

β
=
1
7.故选C.

法二(凑角法):因为β=(α+β)-α,2sin
 

β=cos(α+β)sin
 

α,所以

2sin[(α+β)-α]=cos(α+β)sin
 

α,即2[sin(α+β)cos
 

α-cos(α+

β)sin
 

α]=cos(α+β)sin
 

α,整 理 得2sin(α+β)cos
 

α=

3cos(α+β)sin
 

α,即tan(α+β)=
3
2tan

 

α=
1
2
,所以tan

 

β=

tan[(α+β)-α]=
tan(α+β)-tan

 

α
1+tan(α+β)tan

 

α=
1
7.故选C.]
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8.C [由题意知,双 曲 线 C

的渐近线方程为y=
b
ax,

y=-
b
ax.因为双曲线C

的一 条 渐 近 线 的 方 程 是

y=2x,所以b=2a.如图,
设 点 P 的 坐 标 为 (x1,

y1),右焦 点 F(c,0),则c= 5a.由|PF|=|PO|得,

(x1-c)2+y2
1= x2

1+y2
1,解得x1=

c
2.将x1=

c
2

代入

双曲线C 的方程,得c2

4a2
-y2

b2
=1,则

5a2

4a2
-y2

4a2
=1,y=±a,

即y1=±a.因为点P 在第一象限内,所以P c
2
,a  .因为

点P 在直线y=kx 上,所以a=k×
c
2=k×

5a
2
,解得k=

25
5 .故选C.]

9.BC [当m∥n,n⊂α 时,m∥α 或m
⊂α,所以 A错误;当 m⊂α,m⊥β
时,由 面 面 垂 直 的 判 定 定 理 可 得

α⊥β,所以B正确;当 m⊥α,m⊥β
时,有α∥β,所 以 C正 确;当α⊥β,m⊂β,n⊂α 时,如 图 所

示,m∥n,所以D错误.]

10.BCD [法一:因为函数y=|f(x)-2|的图象关于直线x=
1对称,所以|f(1+x)-2|=|f(1-x)-2|,即f(1+x)-
2=f(1-x)-2或f(1+x)-2=2-f(1-x).当f(1+
x)-2=f(1-x)-2时,f(1+x)=f(1-x),即函数f(x)
的图 象 关 于 直 线 x=1对 称,又 函 数 f(x)=ax3+bx2

+cx+d(a≠0)的图象是中心对称图形,不是轴对称图形,
所以f(1+x)≠f(1-x);当f(1+x)-2=2-f(1-x)
时,f(1+x)+f(1-x)=4,所以函数f(x)的图象关于点

(1,2)对称,所以f(1)=2,-
b
3a=1

,即a+b+c+d=2,

3a+b=0,所以B,C,D均正确.若函数y=|f(x)|的图象

关于直线x=1对称,则有|f(1-x)|=|f(1+x)|,又函数

f(x)的图象是中心对称图形,所以f(1+x)+f(1-x)=
0,即f(x)的图象关于(1,0)对称,与函数f(x)的图象关于

点(1,2)对称矛盾,所以A错误.综上,选BCD.
法二(数形结合法):因为三次函数的图象为中心对称图形,
所以要使|f(x)-2|的图象关于直线x=1对称,则f(x)的
图象的对称中心的横坐标也为1,且f(x)-2的图象关于

(1,0)对称,所以f(x)的图象关于(1,2)对称,且|f(x)|的

图象不关于直线x=1对称,所以 A错误,B正确.由f(x)

的图象关于(1,2)对称可得
f(1)=2,

-
b
3a=1

, 所以a+b+c+d=2,

3a+b=0,故C,D正确.故选BCD.]

11.ACD [圆C:x2+y2-2x=0即(x-1)2+y2=1,其圆心

为C(1,0),半径r=1.
对于 A,若b2-2a=1,则 圆 心 C 到 直 线l 的 距 离d=
|a+1|
a2+b2

=
|a+1|
a2+2a+1

=
|a+1|
(a+1)2

=1=r,所以直线l

与圆C 相切,故A正确;
对于B,当a=0,b=-2时,满足a+b=-2,此时直线l的

方程为y=
1
2
,圆心C 到直线l的距离为

1
2<r

,显然直线l

与圆C 相交,故B错误;
对于C,当a=1,b=-1时,直线l:x-y+1=0,此时直线

x-y+1+ 2=0与直线l平行,且两平行线间的距离d1=

|1+ 2-1|
12+(-1)2

=1,如 图,结 合 题 意 可 知,动 圆 圆 心 到 直 线

x-y+1+ 2=0的距离与到C(1,0)的距离相等,显然点

C(1,0)不在直线x-y+1+ 2=0上,根据抛物线的定义

可知动圆圆心的轨迹是一条抛物线,故C正确;

对于 D,不 妨 令 A(-1,0),B(0,1),记 AB 的 中 点 为

D -12,12 ,又|AB|= 2,所以以AB 为直径的圆的方程

为 x+12 
2

+ y-12 
2

=
1
2
,如图,连接CD,则|CD|=

 -12-1 
2

+ 12-0 
2

=
10
2 <

2
2+1

,所以圆 D 与

圆C 相交,所以圆C 上存在点P 满足PA→·PB→=0,故D正

确.故选ACD.]

12.25 [∵(4a+b)·b=4,∴4a·b+b2=4,又|a|=2,

所以|2a+b|= (2a+b)2 = 4a2+4a·b+b2 =

4×22+4=25.]

13.0.015 [由题图中频率分布直方图可得10×(0.005+a+
0.020+0.040+0.020)=1,解得a=0.015.]

14.
33
4  

43
3  [令 BC=a,AC=b,AB=c,由正弦定理及

sin
 

A=3sin
 

C,得a=3c,由 余 弦 定 理 得b2=a2+c2-
2accos

 

∠ABC=a2+c2-ac=7,所以c=1,a=3,

所以S△ABC=
1
2acsin

 

∠ABC=
33
4 .

法一:因 为 AD→=2DC→,所 以 BD→= 13BA→+ 23BC→,所 以

BD2=BD→2= 13BA→+23BC→ 
2

=
1
9|BA
→|2+49|BA

→|·

|BC→|cos
 

∠ABC+
4
9|BC
→|2=439,得BD=

43
3 .

法二:cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =-
7
14.因 为 AD→=2DC→,所 以

AD=
2
3AC=

27
3 .在△ABD 中,由 余 弦 定 理 得 BD2=

AB2+AD2-2AB×AD×cos
 

A=
43
9
,所以BD=

43
3 .]

15.解:(1)∵
c
sin

 

C=
b
sin

 

B=
a
sin

 

A=6
,

∴sin
 

A=
a
6
,sin

 

B=
b
6
,

∴sin
 

A·sin
 

B=
a
6

·b
6=

9
36=

1
4.
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(2)∵ab=9,∴a2+b2≥2ab=18,当且仅当a=b=3时等

号成立,

∴cos
 

C=
a2+b2-c2

2ab ≥
2ab-16
18 =

1
9
,

又C∈(0,π),∴
1
9≤cos

 

C<1,

∴0<1-cos2C≤
80
81
,∴0<sin

 

C≤
45
9
,

∴S△ABC=
1
2absin

 

C=
9
2sin

 

C≤25,

∴△ABC 面积的最大值为25.
16.解:(1)证明:因为PA⊥平面ABCD,BC⊂平面ABCD,所

以PA⊥BC.
因为∠ABC=90°,所以BC⊥AB.
因为PA∩AB=A,PA⊂平面PAB,AB⊂平面PAB,
所以BC⊥平面PAB.
又BC⊂平面PBC,
所以平面PAB⊥平面PBC.
(2)如 图,取 CD 的 中 点E,连

接AE.
因为 ∠ABC=90°,AB∥CD,

AB=BC=1,CD=2,
所以四边形ABCE 是矩形,
所以AB⊥AE,AE=BC=1.
因为 PA⊥平 面 ABCD,所 以

PA⊥AB,PA⊥AE,
所 以 直 线 AB,AE,AP 两 两

垂直,
建立如图所示的空间直角坐标系,
则A(0,0,0),B(1,0,0),C(1,1,0),D(-1,1,0),所 以

BC→=(0,1,0).
连接PE,因为 G 为△PCD 的重心,所以 点 G 在 线 段PE
上,且PE=3EG.

设P(0,0,t)(t>0),则G 0,23,t3 ,
AG→= 0,23,t3 ,DG→= 1,-13,t3 .

因为点A 在平面PCD 内的射影恰好是△PCD 的重心G,
所以AG⊥平面PCD,又DG⊂平面PCD,所以AG⊥DG,

所以DG→·AG→=0,所以0-
2
9+

t2

9=0
,

得t= 2,所 以 P(0,0,2),DG→= 1,- 13,23 ,所 以

PB→=(1,0,- 2).
设m=(x,y,z)是平面PBC 的法向量,

则
BC→·m=0,

PB→·m=0, 即
y=0,

x- 2z=0, 
令z=1,得m=(2,0,1)为平面PBC 的一个法向量.
设直线DG 与平面PBC 所成的角为θ,

则sin
 

θ=|cos<m,DG→>|= |m
·DG→|

|m|·|DG→|
=

42
3

3×
23
3

=
22
3
,

即直线DG 与平面PBC 所成角的正弦值为
22
3 .

17.解:(1)2×2列联表如下:
单位:人

流感
请假

因发烧请假 非发烧请假
合计

发生前 10 20 30
发生后 30 10 40
合计 40 30 70

零假设为

H0:流感发生与请假的同学中发烧的人数之间相互独立,

因为χ2=
70×(10×10-20×30)2

30×40×30×40
≈12.153>10.828,

所以依据小概率值α=0.001的独立性检验,我们推断 H0

不成立,即可以认为流感发生对请假的同学中发烧的人数

有影响.
(2)设A 事件表示请假的同学为女生,B 事件表示需要输液

治疗,

则P(A|B)=
P(AB)
P(B)

=
P(B|A)·P(A)

P(B|A)·P(A)+P(B|􀭿A)·P(􀭿A)

=
0.18

0.18+0.08

=
9
13
,

所以这名同学是女生的概率为
9
13.

18.解:(1)当a=0时,f(x)=ex-1,f(0)=e-1=
1
e
,f'(x)=

ex-1,f'(0)=e-1=
1
e
,

故函数f(x)的 图 象 在 点(0,f(0))处 的 切 线 方 程 为y-
1
e=

1
ex
,

即x-ey+1=0.
(2)当x>0时,ex-1-a≥ln

 

x 恒成立,
即ex-1-ln

 

x≥a 恒成立,
令t(x)=ex-1-ln

 

x,x∈(0,+∞),

则t'(x)=ex-1-
1
x
,

令w(x)=t'(x)=ex-1-
1
x
,x∈(0,+∞),

则w'(x)=ex-1+
1
x2>0在(0,+∞)上恒成立,

故w(x)=t'(x)=ex-1-
1
x

在(0,+∞)上单调递增,

又t'(1)=e1-1-1=0,
故当x∈(0,1)时,t'(x)<0,当x∈(1,+∞)时,t'(x)>0,
故t(x)=ex-1-ln

 

x 在(0,1)上单调递减,在(1,+∞)上单

调递增,t(x)min=e1-1-ln
 

1=1,
所以a 的取值范围是(-∞,1].

19.解:(1)由题意得A(-a,0),B(a,0),

则

9
a2
-
2
b2
=1,

2
3+a+

2
3-a= 2

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ∴

a2=3,

b2=1, 
∴双曲线C 的方程为

x2

3-y
2=1.
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(2)证明:由(1)得A(- 3,0),B(3,0),易知直线 MN 的

斜率不为0,故设直线 MN 的方程为x=ty+3(x≠± 3),

M(x1,y1),N(x2,y2),则BN→=(x2- 3,y2),

由

x=ty+3,

x2

3-y
2=1, 消去x 得(t2-3)y2+6ty+6=0,

Δ=12t2+72>0,

∴y1+y2=-
6t

t2-3
,y1y2=

6
t2-3

.

易知直线AM 的方程为y=
y1

x1+3
(x+3),

令x=1,则y=
y1

x1+ 3
(1+ 3),∴Q 1,(1+ 3)y1

x1+ 3  ,
∴BQ→= 1- 3,(1+ 3)y1

x1+ 3  ,
∵(x2- 3)·

(1+ 3)y1

x1+ 3
-(1- 3)y2=

1
x1+ 3

[(x2-

3)·(1+ 3)y1-(1- 3)(x1+ 3)y2]=
1

x1+ 3
[(ty2+

3- 3)·(1+ 3)y1-(1- 3)(ty1+3+ 3)y2]=
1

x1+ 3
[(ty2+3- 3)·(1+ 3)y1+(3-1)(ty1+3+

3)y2]=
23

x1+ 3
(ty1y2+y1+y2)=

23
x1+ 3 

6t
t2-3

-

6t
t2-3 =0,
∴BN→∥BQ→,∴B,N,Q 三点共线.

高考仿真卷(四)

1.B [法一:由B={x|1<x<4},得∁UB={x|x≤1或x≥
4},而A={x|0≤x<3},
所以A∩∁UB=[0,1],故选B.
法二(排除法):由题知1∈A,1∉B,所以1∈A∩∁UB,排除

选项A,C,又-1∉A,所以-1∉A∩∁UB,排除D,故选B.]

2.A [因为a·b=λa2=1,所以4λ=1,得λ=
1
4.

故选A.]

3.A [根据题意,函数f(x)=2x-3ln
 

x+2
 

024,其定义域为

(0,+∞),

其导数f'(x)=2-
3
x =

2x-3
x

,令f'(x)<0,解得0<x<

3
2
,所以f(x)的单调递减区间为 0,32 .

故选A.]

4.A [
cos

 

10°
2sin

 

10°-2cos
 

10°=
cos

 

10°-4sin
 

10°cos
 

10°
2sin

 

10°

=
cos

 

10°-2sin
 

20°
2sin

 

10°

=
cos

 

10°-2sin30°-10°  
2sin

 

10°

=
cos

 

10°- cos
 

10°- 3sin
 

10°  
2sin

 

10° =
3
2.

故选A.]

5.D [4人中,至少有2人愿意种植A,且至少有1人愿意种植

B 的可能性共有3种:

①有2人愿意种植A,愿意种植B,C 的各有1人,

②有2人愿意种植A,有2人愿意种植B,

③有3人愿意种植A,有1人愿意种植B,

故所求概率P=C24× 13 
2

×C12×
1
2×

1
3+C

2
4× 13 

2

×

C22× 12 
2

+C34× 13 
3

×
1
2=

25
54.故选D.]

6.C [以碗体的最低点为原点,建立

平面直角坐标系,如图所示.
设碗体的抛物 线 方 程 为x2=2py
(p>0),将点(5,6.25)代入,
得52=2p×6.25,解 得p=2,则
x2=4y,
设盖上碗盖后,碗盖内部最高点到碗底的垂直距离为h,
则两抛物线在第一象限的交点为(4,h-3),代入到x2=4y
中,得42=4(h-3),解得h=7.故选C.]

7.D [设圆台上底面圆的半径为r,下底面圆的半径为R,母线

长为l,高为h,

则
2πr=6×

2π
3
,

2πR=12×
2π
3
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解 得r=2,R=4,而 圆 台 的 母 线 长l=

AD=AB-BD=6,因 此 圆 台 的 高h= l2-(R-r)2 =

42,所以圆 台 的 体 积V=
1
3
(πr2+πR2+πrR)h=

1
3 ×

(4π+16π+8π)×42=
1122
3 π.故选D.]

8.C [yf(x)-xf(y)=xy(x-y),当xy≠0时,两边同时除

以xy 得f(x)
x -f

(y)
y
=x-y,移项得f(x)

x -x=f(y)
y
-y,

对于任意xy≠0恒成立.设f(x)
x -x=t,则f(x)=x2+tx,

x≠0,当x=0时,f(0)=0,满足yf(x)-xf(y)=xy(x-
y),故f(x)=x2+tx.f(1)=1+t,由于t未知,故A不一定

成立;当t=0时,f(x)=x2 是偶函数,当t≠0时,f(x)不是

偶函数,所以B不一定成立;因为f(x)为开口向上的二次函

数,且图象关于直线x=-
t
2

对称,故f(x)在x=-
t
2

处取

得最小值,但无法判断f(x)在[0,1]上的单调性,故C一定

成立,D不一定成立.故选C.]

9.CD [对于A,由频率分布直方图可知,分数小于60分的频

率为1-(0.2+0.3+0.2)=0.3,分数小于50分的频率为

1-(0.1+0.2+0.3+0.2)=0.2,
所以分数的25%分位数在区间[50,60)内,故A错误;
对于B,由频率分布直方图可知,分数大于80分的频率为0.
2,分数大于70分的频率为0.5,
所以优秀分数线的估计值在区间[70,80)内,设其为m,
则(80-m)×0.03+0.2=0.25,
解得m≈78.3,故B错误;
对于C,因为分数大于70分的频率为0.5,所以本次测试分数

中位数的估计值为70分,故C正确;
对于D,因为频率分布直方图左拖尾,所以平均数小于中位

数,故D正确.
故选CD.]
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10.AD [∵a=1,sin
 

A-bsin
 

B=(c+b)sin
 

C,∴asin
 

A-
bsin

 

B=(c+b)sin
 

C,由正弦定理可得,a2-b2=(c+b)c,
即a2=b2+c2+bc,又a2=b2+c2-2bccos

 

A,∴cos
 

A=

-
1
2
,又A∈(0,π),∴A=

2π
3
,∴sin

 

A=
3
2
,A正确;由正

弦定 理
a
sin

 

A=2R
,得 R=

3
3
,故 C错 误;∵a2=1=b2

+c2+bc≥2bc+bc=3bc,∴bc≤
1
3
,当且仅当b=c=

3
3

时

等号成立,

∴S△ABC=
1
2bcsin

 

A=
3
4bc≤

3
12
,故B错误;设BC 边上的

高为h,则S△ABC=
1
2ah=

1
2h≤

3
12
,

∴h≤
3
6
,故D正确.故选AD.]

11.ACD [因为 方 程x2+y2-xy=6表 示 的 曲 线 关 于 直 线

y=x 和y=-x 对称,所以θ=
π
4
,则直线y=x 和y=-x

是椭圆C2 的对称轴,即椭圆C2 的长轴和短轴分别在这两

条直线上.

由
x2+y2-xy=6,

y=x, 
得

x= 6,

y= 6 或
x=- 6,

y=- 6, 
即曲线x2+y2-xy=6与直线y=x 的交点为A(6,6),

B(- 6,- 6),

则|AB|= (6+ 6)2+(6+ 6)2=43;
同理可得曲线x2+y2-xy=6与直线y=-x 的交点为C
(2,- 2),D(- 2,2),

则|CD|= (2+ 2)2+(- 2- 2)2=4,所以2a=43,

2b=4,即a=23,b=2,所以c= a2-b2=22,所以e=

c
a =

22
23

=
6
3
,因为|AB|>|CD|,所以椭圆C2 的焦点在

直线y=x上,设焦点F(x,x),则c=|OF|=2|x|=22,所
以x=2或x=-2,则椭圆C2 的焦点为(2,2)或(-2,-2).
故选ACD.]

12.2 [由z+2=iz 得(1-i)z=-2,

所以z=
-2
1-i

,

则|z|=
|-2|
|1-i|=

2
12+(-1)2

= 2.]

13.24 [法一:将 AB 捆 绑,则 除 C 以 外 其 他 四 人 的 排 序 有

A33·A22=12(种),又C 不排在两边,

所以C 可选的位置有 A12=2(种),所以共12×2=24(种)
排法.
法二:将AB 捆绑,若C 的位置任意,则五人的排序有 A44·

A22=48(种),

其中C 排在两边的情况有A12·A33·A22=24(种),
所以C 不排在两边的情况有48-24=24(种).]

14.[15,19] [因为x+y+z=4,2x-y+z=5,

所以z=
9-3x
2

,y=
x-1
2
,

因为x,y,z≥0,所以1≤x≤3,

所以 M=4x+3y+5z=21-2x∈[15,19].]

15.解:(1)设{an}的公比为q,则an=a1qn-1,

又an>0,则q>0.

依题意可得
a3=4,

a4+a5=24, 
整理得q2+q-6=0,

解得q=2或q=-3(舍去),

所以a1=
a3
q2
=1,所以an=2n-1.

(2)由(1)得an+log2an=2n-1+n-1,

Tn=(20+21+22+…+2n-1)+[0+1+2+…+(n-1)]=

2n-1+
n(n-1)
2

,

显然当n≥1时,Tn 随着n 的增大而增大,

又T10=210-1+45=1
 

068<2
 

024,

T11=211-1+55=2
 

102>2
 

024,

所以满足Tn<2
 

024的最大整数n 为10.

16.解:(1)因 为 AF1
→·AF2

→=0,所 以 AF1
→⊥AF2

→,即 AF1

⊥AF2,

所以△AF1F2 是等腰直角三角形,

所以|F1F2|= 2|AF1|,即2c= 2a,所以e=
c
a =

2
2.

(2)由(1)设直线AF1 的方程为y=x+b,①

由e=
c
a =

2
2
,得a2=2c2=2b2,

所以椭圆C 的方程为
x2

2b2
+y

2

b2
=1(b>0),②

联立①②,化简得3x2+4bx=0,

解得x=0或x=-
4b
3
,

所以|AB|= 2×
4b
3=

8
3
,

所以b= 2,a=2,

所以△ABF2 的周长为4a=8.
17.解:(1)零假设为

H0:该校学生选择乒乓球还是羽毛球与性别无关联.

经计算得χ2=
150×(50×40-25×35)2

75×75×85×65
≈6.109>3.841=x0.05,

依据小概率值α=0.05的独立性检验,推断 H0 不成立,即

认为该校学生选择乒乓球还是羽毛球与性别有关联,以此

推断犯错误的概率不大于0.05.
(2)按分层随机抽样,从女生乒乓球组中抽取7人,女生羽毛

球组中抽取8人,

X 的所有可能取值为0,1,2,

则P(X=0)=
C28
C215
=
4
15
,

P(X=1)=
C17C18
C215

=
8
15
,

P(X=2)=
C27
C215
=
1
5
,
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所以X 的分布列为

X 0 1 2

P 4
15

8
15

1
5

所以E(X)=0×
4
15+1×

8
15+2×

1
5=

14
15.

18.解:(1)证明:取棱A1A 的中点D,连接BD,
因为AB=A1B,所以BD⊥AA1,
因为三棱柱ABC-A1B1C1,所以AA1∥BB1,

所以BD⊥BB1,所以BD= 3.
因为AB=2,所以AD=1,所以AA1=2.

因为AC=2,A1C=22,

所以AC2+AA2
1=A1C2,所以AC⊥AA1.

同理AC⊥AB.
因为AA1∩AB=A,且AA1,

AB⊂平面A1ABB1,
所以AC⊥平面A1ABB1.
又因为AC⊂平面ABC,
所以平面A1ABB1⊥平面ABC.
(2)取AB 的中点O,连接A1O,
取BC 的中点P,连接OP,则OP∥AC,
由(1)知AC⊥平面A1ABB1,
所以OP⊥平面A1ABB1.
因为A1O⊂平面A1ABB1,

AB⊂平面A1ABB1,
所以OP⊥A1O,OP⊥AB.
因为AB=A1A=A1B,则A1O⊥AB.
以O 为坐标原点,OP,OB,

OA1 所在 的 直 线 分 别 为x
轴、y 轴、z 轴,建立如图所

示 的 空 间 直 角 坐 标 系

Oxyz,
则A(0,-1,0),A1(0,0,

3),B1(0,2,3),C(2,

-1,0),

设 N(a,0,3)(0≤a≤2),

则A1B1
→=(0,2,0),A1C→=(2,-1,- 3),AN→=(a,1,

3),

设平面A1B1C 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·A1B1

→=0,

n·A1C→=0, 即
2y=0,

2x-y- 3z=0, 
取x= 3,则y=0,z=2,

则n=(3,0,2)为平面A1B1C 的一个法向量.
设直线AN 与平面A1B1C 所成角为θ,

则sin
 

θ=|cos<n,AN→>|= |n
·AN→|

|n|·|AN→|

=
3(a+2)

7· a2+4
=
3
7

·
(a+2)2

a2+4

=
3
7

a2+4a+4
a2+4

,

若a=0,则sin
 

θ=
21
7
;

若a≠0,则sin
 

θ=
3
7

· 1+
4

a+
4
a

≤
3
7
× 1+

4
4

=
42
7 .

当且仅当a=
4
a
,即a=2时,等号成立,

所以直线 AN 与 平 面A1B1C 所 成 角 的 正 弦 值 的 最 大 值

为
42
7 .

19.解:(1)由题意可得f'(x)=ln(x-1)+
x

x-1=ln
(x-1)+

1
x-1+1

(x>1),所以f'(2)=2.

又f(2)=0,所以切点为(2,0),
所以曲线y=f(x)在x=2处的切线方程为y=2x-4.

(2)g(x)=f'(x)=ln(x-1)+
1

x-1+1
(x>1),

则g'(x)=
1

x-1-
1

(x-1)2
=

x-2
(x-1)2

,

当x 变化时,g'(x)和g(x)的变化如表:

x (1,2) 2 (2,+∞)

g'(x) - 0 +

g(x) ↘ 极小值 ↗

当x=2时,g(x)min=f'(x)min=2.
(3)函数f(x)的定义域为(1,+∞),
当a≤1时,x-a>0,

则f(x)
x-a>2

,即f(x)>2(x-a),

即-2a<f(x)-2x,
由(2)得f'(x)≥2,
令m(x)=f(x)-2x,
则m'(x)=f'(x)-2≥0(x>1),
所以m(x)在(1,+∞)上单调递增(*),
又当x→1时,m(x)→-∞,
因为a≤1,所以-2a≥-2,
此时-2a<f(x)-2x 不恒成立,故a≤1不符合题意;
当a>1时,若x>a,则x-a>0,

则f(x)
x-a>2

,即f(x)>2(x-a),即-2a<f(x)-2x,

由(*)知函数m(x)=f(x)-2x 在(a,+∞)上单调递增,
所以m(x)>m(a)=aln(a-1)-2a(x>a),
所以-2a≤aln(a-1)-2a,解得a≥2,①

若1<x<a,则f(x)
x-a>2

,即f(x)<2(x-a),

即-2a>f(x)-2x,
由(*)知函数m(x)=f(x)-2x 在(1,a)上单调递增,
所以m(x)<m(a)=aln(a-1)-2a,
所以-2a≥aln(a-1)-2a,解得a≤2,②
由①②得a=2,
综上所述,a=2.

高考仿真卷(五)

1.C [因为A={x∈N|-1≤x≤2}={0,1,2},
又B={-2,-1,0,1},所以A∩B={0,1}.故选C.]
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2.B [因为z=
2+i
i =

(2+i)×(-i)
(-i)×i =1-2i,所以z=1+2i,

所以z-􀭵z=(1-2i)-(1+2i)=-4i.故选B.]

3.A [因 为 a·b=2cos
 

75°cos
 

15°-2sin
 

75°sin
 

15°=
2cos(15°+75°)=0,|a|=2,|b|=1,所 以(2a+b)·(a-
λb)=2a2-λb2=8-λ=0,所以λ=8.故选A.]

4.A [设圆柱的高为h,
则该几何体的表面积S=4π×22+2π×2×h=20π,
则h=1,

所以该几何体的体积V=
4
3π×2

3+π×22×1=
44
3π.

故选A.]

5.D [因 为 函 数 f(x)=
(3-a)x-a(x<1),

logax(x≥1) 在 R 上 单 调

递增,
则f(x)=(3-a)x-a 在(-∞,1)上单调递增,所以3-a>
0,即a<3,又f(x)=logax 在[1,+∞)上 单 调 递 增,则 有

a>1,所以

a<3,

a>1,
(3-a)·1-a≤loga1=0, 即

a<3,

a>1,

a≥
3
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 解得

3
2≤

a<3.

故实数a 的取值范围为 32,3 .故选D.]

6.A [充分性:若{an}为等比数列,设其公比为q,

则
an·an+1

an-1·an
=
an+1

an-1
=q2,

所以 an·an+1  为等比数列,公比为q2,满足充分性.
必 要 性:若 an·an+1  为 等 比 数 列,公 比 为 -2,则

an·an+1

an-1·an
=-2,即

an+1

an-1
=-2,假设{an}为 等 比 数 列,此 时

an+1

an-1
=q2=-2无解,故不满足必要性.所以甲是乙的充分不

必要条件.
故选A.]

7.D [由 y=0.2x 在(0,+ ∞)上 单 调 递 减 可 知,0.20.5

<0.20.2.
由y=x0.2 在(0,+∞)上单调递增可知,0.20.2<0.50.2,所以

0.20.5<0.50.2,即a<b,且b<1.
由y=log0.5x 在(0,+∞)上单调递减可知,c=log0.50.2>
log0.50.5=1,所以c>b>a.
故选D.]

8.C [设两切点为A,B,则|PA|=|PB|,∠APB=60°,所以

|PC|=4,因此只要直线上存在点P,使得|PC|=4即可满

足题 意.圆 心 C(-1,1),所 以 圆 心 到 直 线 的 距 离 d=
|-k-1+5|

k2+1
≤4,解得k≥0或k≤-

8
15.故选C.]

9.ACD [对于A,由表中数据可得,该市一天空气中PM2.5浓

度不超过75
 

μg/m
3,且SO2 浓度不超过150

 

μg/m
3 的概率

估计值是
64
100=0.64

,故A正确;

对于B,χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

=
1

 

000×(640×100-160×100)2

800×200×740×260
≈74.844≠7.484

 

4,故B

错误;

对于CD,因为7.484
 

4>6.635,
所以在犯错的概率不超过0.01的条件下,即依据小概率值

α=0.01的独立性检验,认为该市一天空气中PM2.5浓度与

SO2 浓度有关,故CD正确.
故选ACD.]

10.ABD [把点B(1,2)代入抛物线y2=2px,得p=2,所以抛

物线的准线 方 程 为x=-1,故 A正 确;因 为 A(x1,y1),

B(1,2),C(x2,y2),F(1,0),所以FA→=(x1-1,y1),FB
→=

(0,2),FC→=(x2-1,y2),又由FA→+FB→+FC→=0,得x1+

x2=2,所以|FA→|+|FC→|=x1+1+x2+1=4=2|FB
→|,即

|FA→|,|FB→|,|FC→|成等差数列,故B正确;因为A,F,C 三

点共线,所以直线斜率kAF=kCF,即
y1

x1-1
=

y2

x2-1
,

所以
y1

1
4y2

1-1
=

y2

1
4y2

2-1
,

化简得y1y2=-4,故C不正确;设 AC 的中点 为 M(x0,

y0),因为|AF|+|CF|≥|AC|,|AF|+|CF|=x1+1+
x2+1=2x0+2,所以2x0+2≥6,解得x0≥2,即AC 的中

点到y 轴距离的最小值为2,故D正确.故选ABD.]

11.ABC [因为f(x)的定义域为 R,且f(-x)=-f(x),
所以f(x)为奇函数,所以函数图象关于原点对称,
又因为f(x+2)=f(2-x),
所以f(x)的图象关于x=2对称,
所以f(x+4)=f(-x),
所以f(x+4)=-f(x),
故f(x+8)=-f(x+4)=f(x),
所以f(x)是周期为8的周期函数,故A正确;
因为f(-x)=-f(x),
所以[f(-x)]'=[-f(x)]'=-f'(x),
即-f'(-x)=-f'(x),所以f'(-x)=f'(x),
即f'(x)为偶函数,故B正确;
因为f(x+2)=f(2-x),
所以f'(x+2)=-f'(2-x),即 f'(x+2)+f'(2-
x)=0,
所以f'(x)的图象关于(2,0)中心对称,故C正确;
函数f(2-x)与函数f(x)的图象关于直线x=1对称,故

D错误.
故选ABC.]

12.0.12 [随机变量X 服从正态分布N(1.5,σ2),且P(1.5<
X≤3)=0.38,
则P(0≤X<1.5)=P(1.5<X≤3)=0.38,
所以P(X<0)=P(X<1.5)-P(0≤X<1.5)=0.5-
0.38=0.12.]

13. 1
2
,1  ∪ 11

6
,5
2   [若a>1,当x<0时,f(x)=ax-2

∈(-2,-1),此时没有零点,

因此f(x)=2sinax+
π
3  -1在[0,π]上有且仅有2个零

点,由x∈[0,π],得ax+
π
3∈

π
3
,aπ+

π
3  ,于是

13π
6 ≤

aπ+
π
3<

17π
6
,解得

11
6≤a<

5
2
;

若0<a<1,当x<0时,f(x)=ax-2∈(-1,+∞),f(x)
在(-∞,0)上恰有一个零点,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

513



因此f(x)=2sinax+
π
3  -1在[0,π]上有且仅有一个零

点,于是
5π
6≤aπ+

π
3<

13π
6
,解得

1
2≤a<1.

综上,a 的取值范围为 1
2
,1  ∪ 11

6
,5
2  .]

14.
π
6 

[根据正弦型函数图象的对称性可知,阴影部分是一个

长为2,宽为θ的矩形,

所以2θ=
π
2
,即θ=

π
4
,

所以
1
4T=θ=

π
4
,即T=π,

所以ω=
2π
T=

2π
π=2

,f(x)=sin(2x+φ),

将点 π6,1 代入f(x)的解析中,有1=sin 2×π6+φ ,
则
π
3+φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,

所以φ=
π
6+2kπ

,k∈Z,

因为|φ|<
π
2
,所以φ=

π
6.]

15.解:(1)对于③:因为
sin

 

B+sin
 

C
sin

 

A =
a+c
b-c

,

在△ABC 中 由 正 弦 定 理 得
b+c
a =

a+c
b-c

,即
a2+c2-b2

2ac

=-
1
2
,

因为B∈(0,π),所以B=
2π
3
;

对于④:因为cos2 B-C2  -sin 

Bsin
 

C=
1
4
,

所以
1+cos(B-C)

2 -sin
 

Bsin
 

C=
1
4
,所以cos(B-C)-

2sin
 

Bsin
 

C=-
1
2
,即cos(B+C)=-

1
2
,

又A+B+C=π,A,B,C∈(0,π),则A=
π
3.

故③,④不能同时存在,则满足有解三角形的 序 号 组 合 为

①②③,①②④.

(2)选①②③:当a= 3,b=2,B=
2π
3

时,

由余弦定理得cos
 

B=
a2+c2-b2

2ac
,即-

1
2=

3+c2-4
23c

,

整理得c2+ 3c-1=0且c>0,则c=
7- 3
2

,

所以S△ABC=
1
2acsin

 

B=
3(7- 3)

8 .

选①②④:当a= 3,b=2,A=
π
3

时,

由余弦定理得cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc
,即1
2=

4+c2-3
4c

,

整理得c2-2c+1=0,则c=1,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

A=
3
2.

16.解:(1)由题意得 PO⊥平面 ABC,分别取 AC,BC 的中点

M,N,连接PM,OM,PN,ON,

则在圆O 中,OM⊥AC,
因为PA=PC,M 是AC 的中点,所以AC⊥PM,
所以∠PMO=α,同理∠PNO=β,

于 是
1

tan2α
+

1
tan2β

= OM
OP 

2

+ ON
OP 

2

= OC
OP 

2

=

OC2

AP2-OA2=
1
2.

(2)因为tan
 

β= 3tan
 

α,即
OP
ON= 3×

OP
OM

,

所以OM= 3ON,

所以BC= 3AC,又BC2+AC2=AB2=16,

解得AC=2,BC=23,
在圆O 中,CA⊥CB,以点C 为坐标原点,CA 所在直线为x
轴,CB 所在直线为y 轴,
过C 且垂直于平面ABC 的直线为z 轴建立如图空间直角

坐标系,

则C(0,0,0),A(2,0,0),B(0,23,0),
又因为PO⊥平面ABC,

所以OP∥z 轴,从而P(1,3,22),

则CA→=(2,0,0),CB→=(0,23,0),CP→=(1,3,22),
设平面PAC 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·CA→=0,

m·CP→=0, 即
2x=0,

x+ 3y+22z=0, 
取y=22,则x=0,z=- 3,

所以平面PAC 的一个法向量为m=(0,22,- 3),

同理平面PBC 的一个法向量n=(-22,0,1),

所以cos<m,n>=
m·n

|m|·|n|=
- 3
11×3

=-
33
33 .

又二面角A-PC-B 为钝二面角,

所以二面角A-PC-B 的余弦值为-
33
33 .

17.解:(1)由题意可知,2c=23,即c= 3,所以a2-b2=3,又

点 3,12 在椭圆C 上,所以
3
a2
+
1
4b2
=1,

由

3
a2
+
1
4b2
=1,

a2-b2=3, 解得a=2,b=1,

所以椭圆C 的方程为
x2

4+y
2=1.

(2)证明:设 M(x1,y1),N(x2,y2),

联立
y=k(x-1),

x2+4y2-4=0, 消 去 y 并 整 理 得(1+4k2)x2-

8k2x+4k2-4=0,

Δ=64k4-16(k2-1)(1+4k2)=48k2+16>0,

所以x1+x2=
8k2

1+4k2
,x1x2=

4k2-4
1+4k2

,

又A(-2,0),所以直线AM 的方程为y=
y1

x1+2
(x+2),
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其与直线x=4的交点为P 4,6y1

x1+2 ,

同理Q 4,6y2

x2+2 ,
 

所以PQ 的中点为G 4,3y1

x1+2
+
3y2

x2+2 ,

又E(1,0),
 

所以k'=

3y1

x1+2
+
3y2

x2+2
4-1

=
k(x1-1)(x2+2)+k(x2-1)(x1+2)

(x1+2)(x2+2)

=k·2x1x2+(x1+x2)-4
x1x2+2(x1+x2)+4

=k·

8k2-8
1+4k2

+
8k2

1+4k2
-4

4k2-4
1+4k2

+
16k2

1+4k2
+4

=k·8k
2-8+8k2-4(1+4k2)

4k2-4+16k2+4(1+4k2)

=k·-12
36k2

=-
1
3k
,

所以kk'=-
1
3

为定值.

18.解:(1)在前3个回合中甲队恰好获得2分对应的胜负情况

如下:胜胜负,胜负胜,负胜胜,共3种情况,

对应的概率分别为P1=
2
3×

2
3×

1
3=

4
27
,P2=

2
3×

1
3×

1
2=

1
9
,P3=

1
3×

1
2×

2
3=

1
9
,

所以甲队在前3个回合中恰好获得2分的概率 P=
4
27+

1
9+

1
9=

10
27.

(2)根据全概率公式得Pi+1=
2
3Pi+

1
2
(1-Pi)=

1
6Pi+

1
2
,即Pi+1-

3
5=

1
6 Pi-

3
5  ,

易知P1=0,所以 Pi-
3
5  是以-

3
5

为首项,1
6

为公比的

等比数列,所以Pi=
3
5-

3
5×

1
6i-1

,故P15=
3
5-

3
5×

1
614
,

因为P15-
1
2=

1
10-

3
5×

1
614
=
614-6
10×614

>0,所以P15>
1
2
,

而在每一个回合中,甲、乙两队开球的概率之和为1,从而可

得在此回合中甲队开球的概率大于乙队开球的概率.
19.解:(1)数列1,4,7的伴随数列为1,1,1,2,2,2,3.(后面加3

算对)
(2)由an=3n-1≤m,得n≤1+log3m(m∈N*),

所以当1≤m≤2,m∈N*时,b1=b2=1,

当3≤m≤8,m∈N*时,b3=b4=…=b8=2,
当9≤m≤20,m∈N*时,b9=b10=…=b20=3,
所以b1+b2+…+b20=1×2+2×6+3×12=50.
(3)因为a1=S1=1+c=1,所以c=0,
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n-1,
所以an=2n-1(n∈N*),

由an=2n-1≤m 得,n≤
m+1
2
(m∈N*),

因为使得an≤m 成立的n 的最大值为bm,

所以b1=b2=1,b3=b4=2,…,b2t-1=b2t=t(t∈N*),

当m=2t-1(t∈N*)时,

Tm=2·
1+(t-1)

2
·(t-1)+t=t2=

1
4
(m+1)2,

当m=2t(t∈N*)时,

Tm=2·
1+t
2

·t=t2+t=
1
4m(m+2),

所以Tm=

(m+1)2

4
(m=2t-1,t∈N*),

m(m+2)
4

(m=2t,t∈N*).

􀮠

􀮢

􀮡
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高考仿真卷(六)

1.C [由
x-2≥0,

2-x≥0, 解得x=2,所以A={2},

因为A∪B=B,所以A⊆B,所以2∈{1,k},所以k=2.
故选C.]

2.B [将这些数据按从小到大排列可得:10,12,14,14,16,20,

24,30,40,则其中位数为16.故选B.]

3.C [点 F 为 抛 物 线C:y2=2px 的 焦 点,其 准 线 方 程 为

x=-p
2
,因为点A(2,m)在抛物线C 上,且|AF|=3,则有

2- -p
2  =3,解得p=2.故选C.]

4.D [依题意得
5.0=5+lg

 

V2,

4.5=5+lg
 

V1, 
两式相减得0.5=lg

 

V2-lg
 

V1=lg
 V2

V1
,

解得
V2

V1
=100.5= 10,所以 10∈(3,3.5).故选D.]

5.D [因 为 PA→+PB→+PC→=0,所 以 PA→+(AB→-AP→)+
(AC→-AP→)=0,
所以PA→+(AB→-AP→)+(BC→-BA→-AP→)=0,
所以3PA→+AB→+BC→-BA→=0,所以3PA→=2BA→-BC→.所以

PA→=23BA→-13BC→.故选D.]

6.D [对于选项A,由题意,

可得g(x)=f x+5π6 =cos 2 x+5π6 -π6 
=cos 2x+3π2 =sin 

2x,故A错误;

对于选项 B,令-
π
2 +2kπ≤2x≤

π
2 +2kπ

(k∈Z),即

-
π
4+kπ≤x≤

π
4+kπ

(k∈Z),当k=1时,g(x)在 -π4,
π
4 上单调递增,故B错误;
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对于选项C,因为x∈ 0,π3 ,所以2x∈ 0,2π3 ,故sin
 

2x

∈[0,1],
 

所以g(x)在 0,π3 上的最小值为0,故C错误;

对于选项D,函数g(x)=sin
 

2x 的对称轴方程为2x=kπ+
π
2
(k∈Z),

化简可得x=
kπ
2+

π
4
(k∈Z),取k=0,可得x=

π
4
,

所以直线x=
π
4

是g(x)图象的一条对称轴,故D正确.

故选D.]

7.A [圆C:x2+y2-4x-6y+12=0化 为 标 准 方 程 为 C:
(x-2)2+(y-3)2=1,
则圆C 的圆心为C(2,3),半径r=1,则|CP|=1,直线 PQ

与圆C 相 切,有|PQ|= |CQ|2-|CP|2 = |CQ|2-1,

因为点Q 在直线l上,所以|CQ|≥
|2+3-1|

2
=22,

则|PQ|≥ 7,即|PQ|的最小值是 7.故选A.]

8.D [当a>0时,根据题意画出函数f(x)的大致图象,如图1
所示,观察可知b>a.

图1
当a<0时,根据题意画出函数f(x)的大致图象,如图2所

示,观察可知a>b.

图2
综上,可知必有ab>a2 成立.故选D.]

9.AC [依 题 意 得,x=
1
5 1+2+3+4+5  =3,y=

1
5
(2+

3+4+5+7)=
21
5
,因为经验回归方程ŷ=1.2x+̂a 必过样本

点中心(x,y),即
21
5=1.2×3+̂a

,解得â=0.6,故A正确;

经验回归方程为ŷ=1.2x+0.6,则x 与y 成正相关,即相关

系数r>0,故B错误;当x=6时,̂y=1.2×6+0.6=7.8,即
该人工智能公司第6年的利润约为7.8亿元,故C正确;该人

工智 能 公 司 这 5 年 的 利 润 的 方 差 为
1
5 2-215  

2

+

3-
21
5  

2

+ 4-
21
5  

2

+ 5-
21
5  

2

+ 7-
21
5  

2

 =7425>2,
故D错误.故选AC.]

10.BD [f(1)=2,而f(-1)=cos
 

1<f(1),故f(x)不是偶

函数,故A错误;

f f -
3
2π    =f(0)=1,故B正确;

因为f -
7π
3  =cos 

-
7π
3  =cos -π3  =f -

π
3  ,

故f(x)不是增函数,故C错误;
当x<0时,f(x)∈[-1,1],当x≥0时,f(x)∈[1,+∞),
故f(x)的值域为[-1,+∞),故D正确.故选BD.]

11.BD [因为a>0,b>0,所以
1
a+

2
b≥2

2
ab
,

所以2
2
ab≤1

,则ab≥8,当且仅当a=2,b=4时,等号成

立,故A错误;

因为
1
a+

2
b=1

,所以
1
a=1-

2
b=

b-2
b
,则 1

b-2=
a
b
,同理

可得
2

a-1=
b
a
,

因为
b
a +

a
b ≥2

b
a

·a
b =2,

所以
2

a-1+
1

b-2=
b
a +

a
b ≥2

,当且仅当a=b=3时,等号

成立,则B正确;

因为0<
2
b=1-

1
a<1

,

所以0<
1
b<

1
2
,

所以-
1
2<-

1
b<0

,

所以
2
a+

1
b=21-

2
b  +1b=2-3b>12,则C错误;

因为2a+b= 2a+b  1
a+

2
b  =2+b

a +
4a
b +2≥4+

2
b
a

·4a
b =8,当且仅当a=2,b=4时,等号成立,所以D

正确.故选BD.]

12.-
1
2 

[由已知ma-b=(m-3,3m-4),a+2b=(7,11),

又(ma-b)∥(a+2b),

所以11(m-3)=7(3m-4),解得m=-
1
2.]

13.6 
15
2 

[三项式(1+xcos2θ+ysin2θ)n 的展开式中各项系

数之和为64,
则令x=y=1,得2n=64,解得n=6.
三项式(1+xcos2θ+ysin2θ)n 的 展 开 式 中xy 项 系 数 为:

C16cos2θ·C15sin2θ=30cos2θsin2θ≤30 cos
2θ+sin2θ
2  

2

=
15
2
,

当且仅当cos2θ=sin2θ=
1
2

时等号成立,即xy 项系数的最

大值为
15
2.]

14.6 [设内切圆半径为r,取线段PF2 的中点为 N,
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因为 MF1
→+2MF2

→+2MP→=0,

所以 MF1
→=-4MN→,

则 M,F1,N 三点共线,因为 M 是△PF1F2 的内切圆的圆

心,所以 MF1,MP 分别为∠PF1F2,∠F1PF2 的角平线,

则
|PF1
→|

|PN→|
=
|F1F2
→|

|F2N
→|
=
|F1M
→|

|MN→|
=4,

所以|PF1|=|F1F2|=2|PF2|,所以e=
|F1F2|

|PF1|+|PF2|
=
2
3
,

所以a=3,由椭圆对称性有|F1B|=|F2A|,

所以|F1A|+|F1B|=|F1A|+|F2A|=2a=6.]

15.解:(1)X 的可能取值为0,1,2,

故P(X=0)=
C35
C37
=
2
7
,

P(X=1)=
C12C25
C37
=
4
7
,

P(X=2)=
C22C15
C37
=
1
7
,

故X 的分布列为

X 0 1 2

P 2
7

4
7

1
7

故E(X)=0×
2
7+1×

4
7+2×

1
7=

6
7.

(2)由题中数据得x=
1
10∑

10

i=1
xi=20.5,y=

1
10∑

10

i=1
yi=7.5,

因为∑
10

i=1
xiyi=2

 

016,∑
10

i=1
x2

i=8
 

773,

所以b̂=
∑
10

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
10

i=1
(xi-x)2

=
∑
10

i=1
xiyi-10xy

∑
10

i=1
x2

i-10x2

=
2

 

016-10×20.5×7.5
8

 

773-10×20.5×20.5=
29
277

≈0.1,

â=y-̂bx=7.5-
29
277×20.5

≈5.4.

所以â 与̂b 的值分别为5.4和0.1.

16.解:(1)因为b(sin
 

B+sin
 

C)=(a-c)(sin
 

A+sin
 

C),

由正弦定理得b(b+c)=(a-c)(a+c),整理得b2+c2-

a2=-bc,

由余弦定理得cos
 

A=
b2+c2-a2

2bc =
-bc
2bc=-

1
2
,

又A∈(0,π),所以A=
2π
3.

(2)因为AD 为A 的角平分线,

则∠BAD=∠CAD=
1
2∠BAC=

π
3
,

由S△ABD+S△ACD=S△ABC,

可得
1
2c·AD ·sin∠BAD+

1
2b·AD ·sin∠CAD=

1
2bcsin∠BAC.

整理得AD(b+c)=bc,

又因为9b+c=64,

可得AD=
bc

b+c=
1

1
b+

1
c

=
1

 1b+1c ×9b+c64
=

1
1
64 9+1+c

b +
9b
c 

≤
1

1
64 2 c

b
·9b

c +10 
=4,

当且仅当
c
b =

9b
c
,即c=3b=16时,等号成立,

所以AD 的最大值为4.

17.解:(1)设P(x,y),A(x0,0),B(0,y0),

因为|AB|= 3,所以 x2
0+y2

0= 3,
 

由 3OP→=2OA→+OB→,得 3(x,y)=2(x0,0)+(0,y0),

解得x0=
3x
2
,y0= 3y,并 代 入 x2

0+y2
0=3,得

x2

4 +

y2=1,

所以动点P 的轨迹C 的方程为
x2

4+y
2=1.

(2)由(1)知 A1(-2,0),A2(2,0),设 M(x1,y1),N(x2,

y2),直线l的方程为x=my+1.

联立

x=my+1,

x2

4+y
2=1, 得(4+m2)y2+2my-3=0,Δ>0,

由根与系数的关系得,y1+y2=-
2m
4+m2,y1y2=

-3
4+m2,

于是
y1+y2

y1y2
=
2m
3
,从而my1y2=

3
2
(y1+y2),

因为k1=
y1

x1+2
,k2=

y2

x2-2
,x1=my1+1,x2=my2+1,

则
k1
k2
=

y1

x1+2
y2

x2-2

=
y1(my2-1)
y2(my1+3)

=
my1y2-y1

my1y2+3y2
,

又my1y2=
3
2
(y1+y2),

所以
k1
k2
=

1
2y1+

3
2y2

3
2y1+

9
2y2

=
1
3.

18.解:(1)证明:取BC 中点为E,连接PE,OE,由条件可得OE
为梯形ABCD 的中位线,则OE⊥BC,

又PB=PC,则PE⊥BC,

且PE∩OE=E,PE⊂平面POE,OE⊂平面POE,

根据线面垂直的判定定理,得BC⊥平面POE,

因为PO⊂平面POE,所以BC⊥PO.
由PA=PD,则 PO⊥AD,又 AD,BC 为 梯 形 的 两 腰,则

AD 与BC 相交,

所以PO⊥平面ABCD,

又PO⊂平面POC,所以平面POC⊥平面ABCD.
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(2)取CD 的中点为Q,由AB=
1
2CD=1,∠CDA=60°,

得AQ⊥CD,AD=CD=2QD=2,

因此△ACD 为等边三角形,CO⊥AD.
由(1)知PO⊥平面ABCD,则OP,OA,OC 两两垂直,

如图,以OC→,OA→,OP→ 分别为x,y,z 轴正方向,建立空间直

角坐标系,

由CD =DA =PA =PD =2,∠CDA =60°,得 OP =

OC= 3,

则A(0,1,0),B 32,32,0 ,C(3,0,0),P(0,0,3),
D(0,-1,0),

由DM→=λDP→ 得,M(0,λ-1,3λ).

所以 PC→=(3,0,- 3),BC→= 32,- 32,0 ,AC→=
(3,-1,0),AM→=(0,λ-2,3λ).
设平面PCB 的法向量为n1=(a,b,c),

由
n1·PC→=0,

n1·BC→=0, 得

3a- 3c=0,

3
2a-

3
2b=0

,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

取a= 3,得b=1,c= 3,即 平 面 PCB 的 一 个 法 向 量 为

n1=(3,1,3).
设平面ACM 的法向量为n2=(x,y,z),

由
n2·AC→=0,

n2·AM→=0, 得
3x-y=0,

(λ-2)y+ 3λz=0, 
取y= 3λ,得x=λ,z=2-λ,

即平面ACM 的一个法向量为n2=(λ,3λ,2-λ).
记平面PCB 与平面ACM 的夹角为θ,

所以cos
 

θ=
n1·n2

|n1|·|n2|
=
42
7
,化简得(3λ-2)2=0,即

λ=
2
3
,所以实数λ的值为

2
3.

19.解:(1)因为f1(x)=sin
 

x,则f'1(x)=cos
 

x,f″1(x)=
-sin

 

x,f‴1(x)=-cos
 

x,

所以f'1(0)=1,f″1(0)=0,f‴1(0)=-1,

所以g1(x)=sin
 

0+
1
1!
(x-0)+

0
2!
(x-0)2+

-1
3!
(x-

0)3,即g1(x)=x-
1
6x3;

同理可得,g2(x)=1-
1
2x2.

(2)由(1)知,f1(x)=sin
 

x,g1(x)=x-
1
6x3,

令h(x)=f1(x)-g1(x)=sin
 

x-x+
1
6x3,

则h'(x)=cos
 

x-1+
1
2x2,

所以h″(x)=-sin
 

x+x,h‴(x)=1-cos
 

x≥0,

所以h″(x)在 R上单调递增,又h″(0)=0,

所以当x∈(-∞,0)时,h″(x)<0,h'(x)单调递减;当x∈
(0,+∞)时,h″(x)>0,h'(x)单调递增.

所以[h'(x)]min=h'(0)=1-1+0=0,所以h'(x)≥0,

所以h(x)在 R上单调递增,又h(0)=0,

所以当x∈(-∞,0)时,h(x)<0;当x∈(0,+∞)时,h(x)>0.
综上所 述,当 x<0时,f1(x)<g1(x);当 x=0时,

f1(x)=g1(x);当x>0时,f1(x)>g1(x).

(3)证明:令φ(x)=f2(x)-g2(x)=cos
 

x-1+
1
2x2,

则φ'(x)=-sin
 

x+x,

所以φ″(x)=1-cos
 

x≥0,所以φ'(x)在 R上单调递增,

又φ'(0)=0,所 以φ(x)在(-∞,0)上 单 调 递 减,在(0,

+∞)上单调递增,

所以φ(x)≥φ(0)=0,即cos
 

x≥1-
1
2x2.

因为y=ex 在 点x=0处 的4阶 泰 勒 展 开 式 为:1+x+

1
2x2+

1
6x3+

1
24x

4,

所以ex=1+x+
1
2x2+

1
6x3+

1
24x

4≥1+x+
1
2x2+

1
6x3,当且仅当x=0时取等号.

①当x≥0时,由(2)可知,sin
 

x≥x-
1
6x3,当且仅当x=0

时取等号,

所以ex+sin
 

x+cos
 

x≥ 1+x+
1
2x2+

1
6x3 + x-

1
6x3 + 1-12x2 =2+2x;
②当x<0时,设F(x)=ex+sin

 

x+cos
 

x-2-2x,F(0)=

0,

F'(x)=ex+cos
 

x-sin
 

x-2=ex+ 2cos x+π4 -2,
F″(x)=ex-sin

 

x-cos
 

x,

当x∈(-1,0)时,由(2)可知sin
 

x<x-
1
6x3,

所以F″(x)=ex-sin
 

x-cos
 

x>1+x+
1
2x2+

1
6x3+

1
6x3-x-cos

 

x=1-cos
 

x+
1
6x2(3+2x)>0,

即有F'(x)<F'(0)=0;

当x∈(-∞,-1]时,F'(x)=ex+ 2cos x+π4 -2<
1
e+ 2-2<

1
2+ 2-2<0

,

所以,x<0时,F(x)单调递减,从而F(x)>F(0)=0,即

ex+sin
 

x+cos
 

x>2+2x.

综上所述,ex+sin
 

x+cos
 

x≥2+2x.
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